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GIRIS

Movzunun aktualligr va islonma daracasi.

Dissertasiya i1si harmonik analizin osas inteqral ¢evirmolorindon olan Alfors-
Beurlinq vo Riss c¢evirmolorinin xassolorinin todqiqine hosr olunmusdur. Fizika vo
mexanikanin bir ¢cox mosoalolorinin  gatirildiyi xiisusi toromoli diferensial tonliklorin
halli zamani istifado olunan potensiallar asason sinqulyar inteqral operatorlar olurlar
ki, onlarin da asasin1 adlarini yuxarida qeyd etdiyimiz inteqral ¢evirmalari togkil edir.
Bu iso dissertasiya movzusunun kifayat qodor aktual vo praktiki ohomiyyata malik
oldugunu gostorir.

Alfors-Beurling ¢evirmosi ikidoyisonli kvadratik formanin kanonik soklo
gotirilmasi mosoalosi vo kompleks miistovido kvazikonform inikaslarin qurulmasi
masalolori zamani yaranmisdir. Belo ki, bu mosololor Beltrami diferensial tonliklor
sistemino gotirilorok holl edilir. L.Ahlfors (bax: [54]) goOstormisdir ki, Beltrami
diferensial tonliklor sisteminin kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan
funksiyalarin Kosi inteqrali soklindo gostorilon holli var vo axtarilan funksiya Alfors-
Beurling ¢evirmasi vasitasilo verilon inteqral tonliyin hallidir. Bu inteqral tonliyin
hollinin varlhigr iso Alfors-Beurling c¢evirmosini miioyyon funksiyalar sinfindo
mohdudlugundan va xassalarindon asilidir (bax: [19, 54, 75, 100]).

Riss ¢evirmosi iso Hilbert ¢evirmosinin coxolgiilii analoqu olub, Furye
cevirmasinin tatbiqi zamani va elliptik tip xiisusi téromali diferensial tonliklor Gglin
qoyulmus Dirixle mosalosinin vo Neyman masalosinin holli zamani genis istifado
olunur (bax: [42, 51, 75, 91, 94, 111, 115]).

[k dofa analitik funksiyalar ii¢iin Riman vo Hilbert sorhad mosalalorinin halli
vo Furye siralarimin yigilmasi masslalorindon qarsiya ¢ixan birdlgilii sinqulyar
inteqral operator olan Hilbert c¢evirmosinin kvadrati ilo inteqrallanan funksiyalar
fozasinda mohdudlugu D.Hilbert torafindon 1905-ci ildo gostorilmisdir (bax [120]).
Sonralar, 1922-ci ildo A.Plessner tarafindon Lebeq monada inteqrallanan funksiyalar
uclin Hilbert ¢cevirmosinin sanki har yerds varligi isbat olundugdan sonra (bax [77]),

1928-ci ilds M.Riss torafindon Hilbert g¢evirmasinin ixtiyari 1<p<oo Ugin L



fozasinda mohdudlugu isbat edilmisdir (bax: [110]). p=1 halinda iso Hilbert
cevirmasi L, fozasindan L, fozasina tosir etmir, daha doqiq desok, Lebeq monada

integrallanan funksiyanin Hilbert ¢evirmoasi Lebeq monada inteqrallanan olmaya da

bilor. A.Kolmoqorov (bax: [97]) gostormisdir ki, p =1 halinda iso Hilbert ¢cevirmosi
L, fozasindan zoif L, fozasma tosir edir. A.Plessner vo M.RisSin isbat iisullari

kompleks analizin metodlarina osaslandiglarindan bu iisullar ¢oxdl¢iilii sinqulyar
inteqral operatorlarin, o climlodon genis totbiglori olan Alfors-Beurling vo Riss
cevirmolorinin todqiqine imkan vermir. Bu moqsodlo ilk dofo N.Luzin torofindon
masalo qoyuldu ki, Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Hilbert ¢evirmasinin

varligi vo Hilbert gevirmasinin L, 1< p<oo fozalarinda mohdudlugunu haqiqi

analizin metodlar1 vasitosilo isbat etmok olarmi. Bu mosalo E.Titgmars [112]
torofindon 6z hallini tapdi. E.Titgmarsin isbat metodunu tokmillosdirarok 1952-ci ildo
A.Kalderon vo A.Zigmund (bax: [78, 111]) ¢oxolgiilii halda Lebeq monada
inteqrallanan funksiyalarin sinqulyar inteqrallarinin sanki her yerds varligini,
coxOlcililii sinqulyar inteqral operatorlarin, o climlodon Alfors-Beurling vo Riss

cevirmoalorinin L, 1< p<oo fozalarinda mohdudlugunu, p=1 halinda iso L,

fozasindan zoif L, fozasina tosir etdiyini gostordilor. Sonralar iss R.Hunt,

B.Muckenhoupt, R.Wheeden [92], F.Chiarenza, M.Frasca [79], J.Peetre [107],
D.R.Adams [52, 53], R.Coifman [81, 82], E.Stein, G.Weiss [42], C.Fefferman [89],
A.Cianchi [80], E.Nakai [101, 102], S.Samko [74, 85, 90, 94], V.Kokilashvilli [94-
96], R.Banuelos, P.Janakiraman [76], V.Cruz, X.Tolsa [83], T.lwaniec [93], V.Cruz,
J.Mateu, J.Orobitg [84], E.Doubtsov, A.V.Vasin [86], O.Dragicevic [87], H.Kwok-
Pun [98], M.Prats [108], X.Tolsa [113], Z.Guo, P.Li, L.Peng [119], A.V.Vasin [116]
va digar tadqiqatgilar sinqulyar inteqral operatorlarin, o ciimladon Alfors-Beurling va
Riss ¢evirmoaloarinin ¢akili Lebeq, Orli¢, Morri, Sobolev, Besov, Kampanato, Holder
vo s. funksional fozalarda mohdudlugu vo digor xassalorini todqiq etmislor.
Azorbaycan riyaziyyatcilarindan bu sahodo A.O.Babayev [1, 11], I.A.Oliyev,
A.C.Haciyev [5], S.K.Abdullayev [1-3], V.S.Quliyev [55, 85, 90], R.M.Rzayev [36],



C.H.Hasonov [74, 90], R.Mustafaev [55] vo digar tadqiqatcilarin islorini geyd etmoak
olar.

Qeyd etdiyimiz kimi Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Alfors-
Beurling vo Riss ¢evirmalori iimumiyyatlo gotiirsok Lebeq monada inteqrallanan
olmadiglarindan Lebeq monada inteqral anlayisindan istifado etmoklo L, fozasindan
olan funksiyalarin Alfors-Beurling vo Riss ¢evirmolorini tam todqiq etmok miimkiin
deyil. 1929-cu ildo E.Titgmars [112] torofindon Q - vo Q'-integral anlayislart daxil
edildi. Bu moqalodo E.Titgmars gostormisdir ki, Lebeq monada inteqrallanan
funksiyalarin Furye siralarina qogma trigonometrik siralari todqiq edorkon Lebeq
inteqralinin imumilosmasi olan Q -integral daha tobii naticolar verir. Lakin haqiqi vo

kompleks doyisonli funksiyalar nozoriyyasine Q- vo Q'-inteqgral anlayislarinin

totbiqini ¢otinlosdiron osas fakt bu integrallarin funksiyalara nozoron additivlik

xassosini  0domomoloridir, yoni iki funksiyanin Q -inteqrallanmasindan onlarin
cominin do Q -inteqrallanan olmasi alinmir. Bundan slave com Q -integrallanan olsa
belo comin inteqrali inteqrallar comino borabor olmaya da bilor. Lakin [a;b]

pargasinda Glgiilon funksiyalarin Q -integralinin (Q’-inteqralinin) torifina
m{x € [a,b]: |[f(x)]| = A} = 0(1/4), A —> +o0
sortini olavo etsok, onda Q- vo Q'-inteqral anlayislart {ist-listo diisor vo alan

funksiyalar sinfindo funksiyalara nozoron additivlik sortini 6doyerlor, burada m —

coxlugun Lebeq 6lgiisiidiir (bu halda f funksiyas: [a;b] pargasinda A-integrallanan,
Q -integralin qiymaoti iso f funksiyasinin A-inteqrali adlanir).

A-inteqralin xassoalari va tatbiglori P.L.Ulyanovun [43-49], Yu.S.Oc¢anin [35],
I.L.Bondinin [12-17], T.P.Lukasenkonun [31-34, 99], I.A.Vinogradovanm [20-27],
F.S.Vaxerin [18], Q.A.Xuskivadzenin [50], K.Yonedanin [117, 118], V.I.Ribakovun
[37], O.D.Ceretelinin [114], V.A.Skvorcovun [41], A.B.Aleksandrovun [4],
A.V.Ribkinin [38, 109], T.S.Salimovun [39], A.A.Saiyadin [8-10] vo diger

miolliflorin, Q vo Q’-inteqrallarin xassolori va totbiglori iso E.Titgmarsin [112],



T.S.Salimovun [40, 56], M.P.Yefimovanin [28-30] vo R.O.Oliyevin [6,7, 56-68]
islorindo otrafli todqiq olunmusdur.

Dissertasiya igindo Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo kompleks
miistovido sinqulyar hissosi atomar diskret Ol¢i olan sonlu kompleks Ol¢iilorin
Alfors-Beurling vo modifikasiya olunmus Alfors-Beurling c¢evirmolorinin, habelo
Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss vo kompleks Riss ¢evirmolorinin
paylanma funksiyalarmin asimptotikalart verilmis vo Lebeq inteqralinin

imumilosmasi olan A-, Q- vo Q'-inteqral anlayislarindan istifado edilorok bu

cevirmoalar Gclin Riss barabarliklorinin analoglar: alinmisdir.

Tadqgiqatin obyekt vo predmeti.

Alfors-Beurling ¢evirmasi, Riss ¢evirmasi, kompleks Riss ¢evirmasi.

Taodgigatin maqsad va vazifalari.

Dissertasiya isinin osas mogsadi Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin
Alfors-Beurling, Riss vo kompleks Riss g¢evirmolorinin paylanma funksiyalarinin
asimptotikalarini  vermak, Lebeq inteqralinin iimumilogsmasi olan inteqral
anlayislarindan istifado etmoklo modifikasiya olunmus Alfors-Beurling, Riss vo
kompleks Riss ¢evirmolorinin xassolorini todqiq edib, onlar ii¢iin Riss barabarliyinin
analoglarini almaqdr.

Todgigat metodlar.

Dissertasiya 1sinda haqiqi vo kompleks dayisonli funksiyalar nazeriyyasinin,
sinqulyar integral operatorlar nozoriyyasinin va funksional analizin metodlarindan
istifado edilmisdir.

Miidafisys ¢ixarilan asas miiddaalar.

1. Kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo
sinqulyar hissasi atomar diskret 6l¢ii olan sonlu kompleks olgiilorin Alfors-Beurling
cevirmosinin paylanma funksiyasinin asimptotikalari, mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin, habels sinqulyar hissasi atomar diskret ol¢ii olan
sonlu kompleks ol¢iilorin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi tigiin Riss
barabarliyinin analoqu;

2. RY fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss ¢evirmoasinin
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paylanma funksiyasinin asimptotikalari, mohdud oblastda Lebeq monada
inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus RiSS ¢evirmasi fii¢iin Riss
barabarliyinin analoqu;

3. Kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin kompleks
Riss ¢evirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalari, mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmasi
ticlin Riss baraborliyinin analoqu.

Tadqigatin elmi yeniliyi. Dissertasiyada asagidaki osas naticolor alinmisdir:

- kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo
sinqulyar hissasi atomar diskret 6l¢ii olan sonlu kompleks olgiilorin Alfors-Beurling
cevirmasinin paylanma funksiyasiin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifads edilorok mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin, habela sinqulyar hissasi atomar diskret 6l¢ii olan
sonlu kompleks oOl¢iilorin modifikasiya olunmug Alfors-Beurling ¢evirmasi ticiin Riss
boraborliyinin analoqu isbat olunmusdur;

- RY fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss ¢evirmosinin
paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifads edilorok mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus Riss ¢evirmasi iiclin Riss
borabarliyinin analoqu isbat olunmusdur;

- kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin kompleks
Riss ¢evirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifads edilorok mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmosi
liciin Riss barabarliyinin analoqu isbat olunmusdur.

Todgigatin nazari va praktiki shomiyyati.

Dissertasiyanin naticolori osason nozori xarakter dasiyir. Dissertasiya isindo
alman noticolordon xiisusi toromoali diferensial tonliklorin, riyazi fizikanin vo

mexanikanin muxtalif masalalorinin halli zamani istifada oluna bilar.



Aprobasiyasi va tatbiqi.

Dissertasiya iginin osas naticolori Xozor Universitetinin “Riyaziyyat”
departamentinin (rohb. r.ii.f.d. ©.Hiiseynli) elmi seminarlarinda, BDU-nun “Riyazi
analiz” kafedrasinin (rohb. prof. S.S.Mirzoyev) elmi seminarlarinda, AMEA RMi-nin
“Funksiyalar nozoriyyasi” sobesinin (rohb. r.e.d. V.E.Ismayilov) elmi seminarlarinda
miizakiro edilmisdir. Bundan olavo dissertasiyada alinmis noticolor asagidaki
beynolxalq elmi konfranslarda moruzo edilmisdir: “Operators, Functions, and
Systems of Mathematical Physics Conference” adli beynolxalq elmi konfranslarda
(Baki, 2018, 2019) (bax: [70, 106]), “Complex Analysis, Mathematical Physics and
Nonlinear Equations” adli beynolxalq elmi konfransda (Ufa, Rusiya, 2021) (bax:
[73]).

Alinan naticolor hoqiqi vo kompleks doyisonli funksiyalar nozoriyyosindo
totbiq edils bilor. Alinan naticolordon kompleks miistovids kvazikonform inikaslarin
qurulmast zamani, ikidoyisonli kvadratik formanin kanonik soklo gatirilmasi
mosalalorindo vo elliptik tip xiisusi toromoli diferensial tonliklorin hollino gatirilon
riyazi fizika vo mexanika masalalarinin halli zamani istifads oluna bilar.

Noasrlor.
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— 1 (bax: [73])).

Dissertasiya isinin yerina yetirildiyi taskilatin adi. Dissertasiya isi Xozor
Universiteti “Tobiot elmlori, Sonat vo Texnologiya yiksok tohsil” fakiltosinin
“Riyaziyyat” departamentinds yerina yetirilmisdir.

Dissertasiyanin struktur bolmoalorinin ayrihiqda hacmi geyd olunmagla
dissertasiyanin isard ilo iimumi hacmi. Titul sohifssi - 318 isaro, miindoricat — 1390
isaro, girig - 30761 isaro, ii¢ fosildon ( I fasil - 64000 isaro, II fosil - 42000 isaro, 111
fasil - 38000 isars), notico - 1246 isara. Dissertasiyanin iimumi hocmi - 177715

isarodon ibaratdir.



Dissertasiya isinin qisa mozmunu ilo tanis olaq. Dissertasiya isi giris, li¢ fosil,
notico vo adobiyyat siyahisindan ibaratdir.

Birinci fosil Alfors-Beurling ¢evirmosinin xassolorino hasr olunmusdur. Bu
fosildo kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo
sinqulyar hissosi atomar diskret 6l¢ii olan sonlu kompleks olgiilorin Alfors-Beurling
cevirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 alinmis vo Lebeq inteqralinin
Umumilosmosi olan inteqral anlayislarindan istifado edilmoklo mohdud oblastda
Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo sinqulyar hissasi atomar diskret
Olcii olan sonlu kompleks 6l¢iilorin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi
liclin Riss baraborliyinin analoqu isbat olunmusdur.

Forz edok ki, kompleks miistovido p=1 doracadon inteqrallanan, yoni
f eL,(C), 1< p<oo funksiyast verilmisdir.
E))=-Liim [ ) dmw), zec
7T &0 {weC:|z-w|>¢} (Z - W)
sinqulyar inteqralina f funksiyasinin Alfors-Beurling ¢evirmasi deyilir.

Birinci faslin 1.1 paraqrafinda Alfors-Beurling ¢evirmasinin paylanma
funksiyasinin 4 — +o0 va 4 — 0+ olduqda asimptotikalar1 verilmisdir.
Teorem 0.1. Forz edok ki, f € L,(C). Onda

lim im{z e C:|(Bf z) > A}=0

A—+0
asimptotik boraborliyi 6danilir.
Teorem 0.2. Forz edok ki, f € L,(C). Onda
lim Am{z e C :|(Bf Xz)| > A} =

A—0+

[ (21

C
asimptotik barabarliyi 6danilir.

Forz edok ki, Q kompleks miistovido verilmis oblastdir vo f e L (Q).

(Baf)D)=B(zaNN)=—Stim [ — " 4mw), zeo

2
7T #0 {WEQ:\Z—W\»} (Z - W)




funksiyasina f funksiyasiin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmosi
deyilir, burada y, — Q coxlugunun xarakteristik funksiyasidir.

Birinci faslin 1.2 paraqrafinda modifikasiya olunmus Alfors-Beurling
cevirmasinin paylanma funksiyasinin A —+w vo 4 —0+ oldugda asimptotikalar
verilmisdir.

Teorem 0.3. Forz edok ki, f € L,(Q). Onda

lim im{z e Q:|(B, f )z) > 4}=0

A=+
asimptotik borabarliyi 6danilir.
Teorem 0.4. Forz edok ki, Q kompleks miistovido verilmis oblastdir vo

f e, (Q). Onda
limsupAm{z € Q: |(B, f Xz)> 2}=d"(Q)-

A0+

Q
liminf imfzeQ:|(B, f )z)> 2}=d.(Q): gj} f(z)dm(z){
asimptotik boraborliklori 6donilir, burada
() m(QNU(0;r)) i M@QNU(0;T))
d@)=timsup = o) @) =tmint =)

Q2 c C mohdud oblastinda 6l¢iilon kompleks giymatli f funksiyasi iigiin
[f(2)], =[f(2)]" = (2), | f(z) <n oldugda,
[f(z)], =nson f(z), [f(z)]"=0, [f(z)>n oldugda,
isaro edok, burada ne N, sgn w=w/|w|, w= 0 oldugda vo sgn 0=0.

1929-cu ildo E.Titgmars [112] torofindon Q oblastinda olgiilon funksiyalar
uclin Q - vo Q' -inteqral anlayislar1 daxil edilmisdir.

Tarif 0.1. Ogar sonlu

10



IImI z)], dm(z) (uygun olaraq IImI )" dm(z))

nN—oo

limiti varsa, onda f funksiyasina Q oblastinda Q -integrallanan (uygun olaraq Q'-
integrallanan) funksiya deyilir vo f € Q(Q) (f € Q'(Q)) kimi isars olunur. Bu Imitin
qiymoti iso f funksiyasinin Q -inteqrali (Q'-inteqrali) adlanir vo

Q) f(2)dm(2) ((cy);) f(z)dm(z>j

Q
Kimi isars olunur.
E.Titgmars gostormisdir ki, Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Furye

siralarina qosma siralar todqiq edorkon Q -inteqral daha tobii naticolor verir. Lakin
haqiqi vo kompleks dayisonli funksiyalar nozariyyasina Q -inteqral vo Q’-inteqral

anlayislarinin totbigini ¢otinlosdiron fakt bu inteqrallarin funksiyalara nozoron

additivlik xassosini 6domomasidir, yoni iki funksiyanin Q -inteqrallanmasindan (Q'-
inteqrallanmasindan) onlarin cominin do Q -inteqrallanan (Q’-inteqrallanan) olmasi
alinmir. Bundan olavo com Q -integrallanan (Q'-inteqrallanan) olsa belo comin
inteqrali inteqrallar comina borabar olmaya da bilor. Lakin Q -inteqralin (Q'-

inteqralin) torifino

m{zeQ:[f(z)>A}=0l/2), A—>+w (0.1)

sortini olavo etsok, onda Q- vo Q'-inteqral anlayislart ist-listo diisor vo alman

funksiyalar sinfindo funksiyalara nozoron additivlik sortini 6doyarlor.

Toarif 0.2. Ogar f funksiyasi Q oblastinda Q -inteqrallanandirsa (vo ya Q’-
inteqrallanandirsa) vo (0.1) sorti 6danilorss, onda f funksiyasina Q oblastinda A-

integrallanan funksiya deyilir vo f e A(Q) kimi isaro olunur. Bu halda

Ilmj (z)], dm(z) (vo ya Ilmj (2)]"dm(z)) limitinin giymati iso f funksiyasmm

A-integrali adlanir vo

(A)] f(z)dm(z)

Q
11



kimi isars olunur.

Birinci foslin 1.3 paraqrafinda Q@ C mohdud oblastinda Lebeq monada
inteqrallanan funksiyanin Alfors-Beurlinq ¢evirmasi ii¢lin Riss barabarliyinin analoqu
isbat olunmusdur.

Teorem 0.5. Forz edok ki, Q kompleks miistovido mohdud oblastdir,

f eL(Q) vo g(z) funksiyast Q oblastinda verilmis elo mohdud funksiyadir ki,

(B,g)(z) funksiyas: da Q oblastinda mehduddur. Onda g(z)-(B,, f )(z) funksiyas: Q

oblastinda A-inteqrallanandir vo
(A)] 9(2)By, f Xz)dm(z)= [ f (z)(B,g)z)dm(z)
Q Q

borabarliyi 6danilir.
Natica 0.1. Forz edok ki, QQ — sorhadi Lyapunov oyrisi olan mohdud oblastdir
vo fel(Q).Onda (B,f)z) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir vo

(A)] (B, f Nz)dm(z)= gf) f(z)(Ba1Nz)dm(z)

o
borabarliyi 6danilir.

Birinci faslin 1.4 yarimfoslinds iso sinqulyar hissosi atomar diskret 6l¢ii olan
sonlu kompleks 6l¢lnin Alfors-Beurling ¢evirmasinin xassalari dyronilmisdir.

Torif 0.3. Forz edok ki, X < C c¢oxlugu verilmisdir. 9gor elo 6 >0 odadi

varsa ki, ixtiyari X,y e X elementlori {i¢iin ‘X— y\z 0 borabarsizliyi 6denilir, onda

X c¢oxluguna atomar ¢oxluq deyacayik.

Aydindir ki, atomar coxlugun on ¢oxu hesabi sayda elementi var.

Torif 0.4. Ogor kompleks miistovido verilmis v 0Olglsl atomar goxlugda
comlonibsa, onda ona atomar diskret 6l¢ii deyoacoyik.

Kompleks miistovido sinqulyar hissasi atomar diskret olcii olan sonlu

kompleks 6l¢iilar coxlugunu M, ils isars edacayik.

Torif 0.5. Forz edok ki, e M, 0lgiisii verilmisdir.

1. du(w)
Bufz)=—=1lim , 2eC
( )( ) 7T &0 {WECZ.!—W>€}(Z - W)Z

funksiyasina g 6lgistnun Alfors-Beurling ¢evirmasi deyilir.
12



Aydindir ki, ixtiyari ¢ € M, 6l¢lsunun Alfors-Beurling ¢evirmasi sanki hor bir

Z € C noqtesinda toyin olunub vo ogor
du(z)= f(2)dm(z)+ du(2), suppus =X =1z;} , wlz;)=a;, jel

olarsa, onda sanki hor yerdo

(Bu)fz)=(Bf Xz) —;;H

olar, burada u, wu O6lglslniin sinqulyar hissosidir.
Teorem 0.6. Forz edok ki, £ € M. Onda
lim Aim{z e C:|(Bu)z) > A}=||us|

A—>+00

asimptotik barabarliy1 6danilir, burada

| iso 4,
Ol¢iisiinlin tam variasiyasidir.

Forz edok ki, ©Q kompleks mistovido verilmis oblastdir. Q oblastinda
comlonmig, sinqulyar hissosi atomar diskret Ol¢lii olan sonlu kompleks olciilor

¢oxlugunu M, (Q) ilo isars edocoyik. x e M (Q) 6lgiisii Uigiin

Boufe)=-Stim | W e

funksiyasina g 6lglstinin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi deyilir.

Teorem 0.7. Forz edok ki, Q — kompleks miistovido sorhodi Lyapunov oyrisi

olan mohdud oblastdir vo e M, (Q) Ogor ¢ funksiyasi QQ oblastinin gapanmasinda
Holder monada kosilmoz funksiyadirsa, onda (B, x)(z)g(z) funksiyas: Q oblastinda

Q' -integrallanandir va

(Q)] 9(2)Bouz)dm(z) = [(B,gNz)du(z)

Q Q

boraborliyi 6donilir.
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Natica 0.2. Forz edok ki, O — kompleks miistovido sorhadi Lyapunov oyrisi
olan mohdud oblastdir vo e M a(Q). Ogor g funksiyas1 Q oblastinin gapanmasinda

Holder monada kosilmoz funksiyadirsa, onda (B, )(z)g(z) funksiyas1 Q oblastinda

Q -inteqrallanandir vo

Q) 9(2)Bys)2)im(z) = [ (B0 2 )dulz)

O O
boraborliyi 6donilir.

Ikinci fasil Riss cevirmosinin xassolorino hosr olunmusdur. Bu fasildo R®
fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss ¢evirmasinin paylanma
funksiyasinin asimptotikalar1 alinmig vo Lebeq inteqralinin iimumilogsmasi olan
inteqral anlayislarindan istifado edilmoklo mohdud oblastda Lebeq monada
inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus Riss c¢evirmasi Tlgclin Riss

boraborliyinin analoqu isbat olunmusdur.

Forz edok ki, R® fazasinda p>1 dorocoden inteqrallanan, yeni f e Lp(Rd ),

1< p <o funksiyasi verilmisdir.

R (F)X)=yulim | —‘Zilf(y)dy, jeil2,..d}

g—)O {yeRd :\xfy\>g} X—=Y

sinqulyar inteqralina f funksiyasimin j-ci doyisona nazaoran Riss ¢evirmasi deyilir,

_r(@+12) .

burada y 4, = @2 )= _[tz_le_tdt isa Eylerin Qamma funksiyasidir.
T 0

Ikinci faslin 2.1 paraqrafinda Riss cevirmosinin paylanma funksiyasinin

A —+0 vo 4 — 0+ olduqda asimptotikalari verilmisdir.

Teorem 0.8. Forz edok ki, f e L,(R?). Onda

lim m{x e R? : (R, f)(x)|>l} 0

A=+

asimptotik barabarliyi 6danilir.

Teorem 0.9. Forz edok ki, f e L,(R?). Onda

14



lim amfx < R*:[(R, £ )X} > A)= 76,0

A0+

[ £ (x)dx

Rd
2° I EA
2 — —
asimptotik boraborliyi 6donilir, burada 6, = —F— z vo | — | ilo ——
@W7d.(d-1pl 2 2 2

adadinin tam hissasi isars olunub.

Forz edok ki, Q R? fozasinda verilmis oblastdir vo f e L,(Q2).

Xi—Yi ¢

d+1

(Ryof )X)=R,(za f XX) = lim (ydy, j=12,...d, zeQ

e0 {yeQ:\xfy\n}‘X - y‘

funksiyasina f funksiyasinin modifikasiya olunmus Riss ¢evirmosi deyilir.

Ikinci faslin 2.3 paragrafinda Qc—C mohdud oblastinda Lebeq monada
inteqrallanan funksiyanin RisS ¢evirmoasi {li¢lin Riss baraborliyinin analoqu isbat
olunmusdur.

Teorem 0.10. Forz edok ki, QcR" mohdud oblastdir, feL,(Q) vo g(z)

funksiyast Q oblastinda verilmis elo mohdud funksiyadir ki, (ngXX) funksiyasi da
Q) oblastinda mohduddur. Onda g(X)-(R iaf Xx) funksiyasi () oblastinda A-

inteqrallanandir vo
(A} 90R, o F Yo =~ £ (R, a0 Yo
Q Q

boraborliyi 6danilir.
Natica 0.3. Forz edak ki, Q — sarhadi Lyapunov sathi olan mahdud oblastdir vo
f eL,(Q). Onda (R iof XX) funksiyas: Q) oblastinda A-inteqrallanandir vo
(A)j(Rj, o f Jx)dx = [ f (X)R, o1)x)dx
Q Q
boraborliyi 6donilir.
Uclincii fosil kompleks Riss ¢evirmosinin xassolorine hasr olunmusdur. Bu

fasildo kompleks miistavide Lebeq manada inteqrallanan funksiyalarin kompleks Riss
15



cevirmosinin paylanma funksiyasinin asimptotikalari alinmis vo Lebeq inteqralinin
timumilosmosi olan inteqral anlayislarindan istifado edilmoklo mohdud oblastda
Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus kompleks Riss
cevirmasi liglin Riss baraborliyinin analoqu isbat olunmusdur.

Forz edok ki, kompleks miistovido p=>1 dorocodon inteqrallanan, yoni

fe Lp(C), 1< p < oo funksiyasi verilmisdir. Ixtiyari k e Z , k #0 Ugln

K i [ Z=%)" ¢ wamw), zeC

-k k+2
27[" a0 {WeC:\z—W\>s}‘Z -

(RWf)z)=

sinqulyar inteqralina f funksiyasinin k tortibli kompleks Riss ¢evirmasi deyilir.

k=0 halinda R olarag eynilik operatoru gétirilir: R® =1. k=2 halinda iso
kompleks Riss ¢evirmasi Alfors-Beurling gevirmasi ilo {ist-iisto diigiir. Buna goéra do
kompleks Riss ¢evirmasino Alfors-Beurling ¢evirmasinin iimumilogmasi kimi baxa
bilorik.

Uciincii  faslin 3.1 paraqrafinda kompleks Riss cevirmosinin paylanma
funksiyasinin 4 — -+ vo 4 — 0+ olduqda asimptotikalar1 verilmisdir.

Teorem 0.11. Forz edok ki, f e L,(C). Onda

lim am{z e C:|RY £ Jz) > 2{=0

A—>+0
asimptotik boraborliyi 6danilir.
Teorem 0.12. Forz edek ki, f € L,(C). Onda
lim 1m{z eC: ‘(R(k) f Xz)| > ﬁ}z @ -

A—0+

gf<z>dm(zﬁ

asimptotik barabarliyi 6danilir.

Forz edok ki, Q kompleks miistovido verilmis oblastdir vo f e L (Q).

k| . Z-W)
R =R G = i [ U fugant), 2o
7d {WEQ.‘Z—W‘>€}‘Z \N‘
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funksiyasina f funksiyasinin modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmasi deyilir.

Uclincti faslin 3.3 paraqrafinda Q—C mohdud oblastinda Lebeq monada
integrallanan funksiyanin kompleks Riss ¢evirmasi li¢iin Riss barabarliyinin analoqu
isbat olunmusdur.

Teorem 0.13. Forz edok ki, Q kompleks miistovido mohdud oblastdir,
f eL(Q) vo g(z) funksiyas1 Q oblastinda verilmis elo mohdud funksiyadir ki,

(Rg‘)gXZ) funksiyast da Q oblastinda mohduddur. Onda g(z)-(Rg‘)f XZ) funksiyast

Q oblastinda A-integrallanandir vo

(A g(@)RY'  Nz)dm(z)=(-1) [ f ()R g Nz)dm(z)

Q Q
borabarliyi 6danilir.

Natico 0.4. Forz edok ki, © — sorhadi Lyapunov ayrisi olan mahdud oblastdir
vo fel(Q).Onda (Rg(zk) f XZ) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir vo

(A (REf Yz)dm(z) = (-2) ] 1 ()R LNz)dm(2)

Q Q

boraborliyi 6donilir.
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1 FOSIL

ALFORS-BEURLING CEVIRMOSI VO ONUN BOZi XASSOLORI

Forz edok ki, kompleks miistovido p=>1 dorocodon inteqrallanan, yoni

fe Lp(C), 1< p < oo funksiyas: verilmisdir.

z=—i im f(W) mw), ze
(Bf X2) ﬁLHO{WEJ_M}(Z_W)Zd (w), zeC

sinqulyar inteqralina f funksiyasimnin Alfors-Beurling g¢evirmosi deyilir. Alfors-

Beurling ¢evirmasi kompleks doyisonli funksiyalar nazariyyasindo miihiim shomiyyat
dasiyan operatorlardan biridir. Ona bazon kompleks miistovido “Hilbert ¢evirmasi”
do deyilir. [54, 75, 84, 100] islorindo gostorilmisdir ki, Alfors-Beurling ¢evirmosi
kvazikonform inikas nozoriyyosindo, eloco do kosilon omsalli Beltrami diferensial
tonliyinin halli zamani1 miihiim rol oynayir.

Sinqulyar inteqral operatorlar nozoriyyssindon molumdur ki (bax: [111]),

1< p < oldugda Alfors-Beurling ¢evirmasi Lp(C) fazasinda moahdud operatordur,
yoni bu halda f e Lp(C) miinasibetindon B(f)e Lp(C) miinasibatinin 6donilmasi
alinir vo yalniz p>1 adadindan asili olan els C, >0 sabit adadi var ki, ixtiyari
f eL,(C) tgun

Bl e <Colfl (1.0.1)

barabarsizliyi 6danilir.

p =1 halinda, yoni f €L,(C) olduqda iso yalmz

m{z e C:|(Bf )(z) > A}< %Hfuw, 2>0 (1.0.2)
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soklindo zaif borabarsizlik 6donilir, burada m coxlugun Lebeq olgiisi, C, f
funksiyasindan asili olmayan sabit, m{ZeC:KBf )(Z)(>i}, A>0 isa f

funksiyasinin Alfors-Beurling ¢evirmasinin paylanma funksiyasidir.

[76, 83, 84, 86, 87, 93, 98, 108, 113, 116] mogalalorindo B operatorunun digar
funksional fozalarda (Sobolev, Besov, Kampanato, Morri vo s.) mohdudlugu
aragdirilmisdir.

Biz bu fosildo kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin
Alfors-Beurling ¢evirmolorinin paylanma funksiyalarmin A —>+40 vo A—>0+
oldugda asimptotikalarini veracoyik, Lebeq inteqralinin {imumilosmasi olan,

E.Titchmarsh torofindon daxil edilon A-inteqral vo Q -inteqral anlayislarindan

istifado edorok modifikasiya olunmus Alfors-Beurling c¢evirmosi tigiin Riss

boraborliyinin analoqlarini isbat edacayik.

1.1. Kompleks miistavido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin

Alfors-Beurling ¢evirmosinin paylanma funksiyasinin asimptotikalari

Biz bu yarnmfasildo kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan
funksiyalarin Alfors-Beurling ¢evirmasinin paylanma funksiyasinnn 4 —>0+ vo
A — +oo sarti daxilinds asimptotikalarini tadqiq edacayik.

Teorem 1.1.1. Forz edok ki, f € L,(C). Onda

lim im{z e C:|(Bf z) > A}=0 (1.1.1)

A—>+o0

asimptotik barabarliyi 6danilir.

isbati. f €L,(C) oldugundan Lebeq inteqralinin miitloq kesilmozlik xassosino

osason ixtiyari & >0 odadi tiglin elo N € N va r >0 odadlari tapa bilarik Ki,

19



<t (1.1.2)
L) 4C,

=[]

barabarsizliyi 6danilir, burada

[f ]:(Z): [f] Z(u(o;r))(z)’
[f(z)]" = f(z), |f(z)<n oldugda, [f(z)]"=0, |f(z)>n oldugda,
Xwon(2) 159 U(0;r)=1{z € C:|z| < r{ dairosinin xarakteristik funksiyasidir.
(1.0.2) vo (1.1.2) barabarsizliklorindon alariq ki, ixtiyari A >0 ododi iigiin

£ (1.1.3)

<
L) 24

m{ZEC;\B(f_[f]:xz»g}s%uf—[f]:

6donilir. [f]'(z) funksiyas: kompleks miistovido moehdud funksiya oldugundan
f € L,(C) miinasibotindon almir ki, ixtiyari p>1 Ggin [f] e Lp(C) miinasibati
Odonilir. Alfors-Beurling ¢evirmosinin yuxarida geyd etdiyimiz xassosino asason

ixtiyari p>1 tciun B[f [ eL,(C) olar.

Fl(z): B[f ]rr] (Z) Z(u(o;Zr))(Z)’ Fz(z): B[f ]:(Z) Z(C\U(o;zr))(z)

isaro edok. [f ] funksiyasmnin Alfors-Beurling ¢evirmosini

B[ ['(2)=R(2)+ R ()
soklindo gostora bilarik. F,(z) funksiyas: U(0;2r) qapali dairasinda, F,(z) funksiyas
iss C\U(0;2r) coxlugunda comlonib. Ixtiyari p>1 dcin B[f] eL (C)
miinasibotinden F,(z)e Lp(C) miinasibotinin do 6denildiyi almir. F,(z) funksiyast
mohdud ¢oxlugda comlendiyi iisin F,(z)e Lp(C), p >1 minasibatindon alarq ki,

Fl(z) el (C) Buna gora do A >0 adadinin kifayot qodor boylik qiymotlorindo
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ZmizeC:|F(z)> 4/4< I\Fl(z)(dm(z)<§ (1.1.4)

{zeC: |Fy(2)>2/4}

barabarsizliyi 6donilacok. Digar torafdon, ixtiyari ze C\U (0; 2r) noqtosi liclin

B(f], )()( ‘ ]n(W)(dm(w)s

IA

] \[f]?(wxdm<w>=m2

1
o u(0;r)

1
<L 1fle

borabarsizliyindon alariq ki, F,(z) funksiyasi mohduddur. Buradan vo (1.1.4)

qiymotlondirmosindon almir ki, A >0 adodinin kifayat goder béyiik qiymetlorinda
m{z eC: ‘B[f ]f(z)( > /1/2}3 m{z e C:|F,(z) > A/4}< i (1.1.5)
olur. Ixtiyari A >0 odadi iigiin
{zeC:|(Bf )z) >/1}c{z eC: ‘B[f ]f(z)( >%}U{z eC: ‘B(f —[f ]:‘Xz)( >%}

miinasibati 0donildiyindon (1.1.3) va (1.1.5) giymetlondirmslorindon alariq ki, 4 >0
adadinin kifayat qador boyiik qiymaetlorinds

m{z e C:|(Bf \z) > 4}<

_m{ZGC:‘B[f]f(z)1>%}+m{26c:‘8(f —[f]:Xz)(>g}<§+i:%

21



boraborsizliyi 6donilir. Bu 1so (1.1.1) asimptotik boraborliyinin 6édonildiyini gostorir.
Teorem ishat olundu.

Teorem 1.1.2. Forz edok ki, f € L,(C). Onda
lim Am{z € C: [(Bf )z) > A}=

A—0+

lf(z)dm(z){ (1.1.6)

asimptotik boraborliyi 6donilir.
Teoremin isbatina kegmozdon ovval asagidaki kdmokei lemmani isbat edok.

Lemma 1.1.1. ©gar f eL,(C) vo [ f(z)dm(z)=0 olarsa, onda
C

m{zeC:|(Bf \z) > 2}=0l/2), A—0+ (1.1.7)

asimptotik boraborliyi 6danilir.
Lemma 1.1.1-in isbati. Ovvolco forz edok ki, f funksiyasi miioyyon
U(0;r)c C dairesinde comlonib. Bu halda z, € C noqtesini qeyd etsok, ixtiyari

Z# 7, Ucln

EY)=-2tim [ ) )=

7T e0 {weU (0;r )| z-w|>¢} (Z - W)2

) _% 3 fuew (o;rj):z—vv»}(zf—(vv\(/))2 o)+ iu(g;m(z f—(\::))z dmiw)=
LN = s =
boraborliyinden |z|> r, = 2max {r,|z,|} oldugda
(Bf )z) <  — ] (w)dm(w )—“:_‘03 (118)

qiymatlondirilmasini alariq, burada

- %u(!-‘rio ) WH f (W)‘dm(W)
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(1.1.8) giymetlondirmasindon iso

m{ZECIKBf)(ZX>ﬂ,}Sm{Z€CI‘Z‘Sr0}+m{Z€CI‘k—‘O3>/1}=
z

=mjzeC: : ko | s af ko)
=m{zeC:fz]<rj+m ZEC.‘Z‘<37 =y +7

boraborsizliyi almir ki, bu da baxilan halda (1.1.7) asimptotik boraborliyinin
odonildiyini gostorir.

Indi iso lemmani timumi sokilds isbat edok. I f(z)dm(z)=0 sortindon alariq ki,
C

ixtiyari &>0 odadi igiin elo f, vo f, funksiyalar tapa bilorik ki, asagidak: sortlor
Odonilsin:

i) f=f +f,;

i) f, funksiyas1 miioyyon U (0;r)c C dairasinds comlonib vo j f,(z)dm(z)=0;

C

i) f, funksiyasi H fZHL <% miinasibotini  6doyir, burada C, (1.0.2)
1

borabarsizliyindoki sabitdir.

ii) sortino osason f, funksiyasi U(0;r)cC  dairasindo  comlonib

I f,(z)dm(z)=0 sortini 6dodiyindon lemmanin isbat etdiyimiz hissasino osason f,
c

funksiyast isiin (1.1.7) asimptotik boraborliyi 6donilir. Buna gora do elo /1(8)>0

odadi var ki, ixtiyari 0< A < A(g) Ugtin
ﬂm{ZEC:\(Bfl)(z)(>%}<g (1.1.9)

borabarsizliyi 6donilir. Digor torofdon iii) sortino vo (1.0.2) borabarsizliyino osason

ixtiyari A >0 0c¢in

zm{z eC:|(Bf,Xz) > %} <2C)| ., ¢, <§ (1.1.10)
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borabarsizliyi do 6danilir. Onda (1.1.9) vo (1.1.10) borabarsizliklori vo
A A
(2 C:[(Bf Yz)> 2l {z cC:(BR)z)> 5} U {z <C[(BF,Xz)> E}

miinasibatindon alarq ki, ixtiyari 0< A < /1(8) dcuin

am{z e C:|(Bf \z)|> A<

< im{z eC:|(Bf,z)> %} + ﬂm{z eC:|(Bf,)z)> %} <&

olur. Bu iso onu gostorir ki, (1.1.7) asimptotik boraborliyi ixtiyari f e L, (C)
funksiyasi iglin 6danilir. Lemma isbat olundu.

Teorem 1.1.2-nin isbati. I f(z)dm(z)=0 halinda teoremin hékmii lemma
C

1.1.1-don birbasa almnir.

halina baxagq.

fl(z):%Z(U(O;l))(Z)’ fz(z): f(Z)— fl(z)

isaro edok, burada x(U(0;1)) ilo U(0;1) vahid dairasinin xarakteristik funksiyas: isara

olunub. Onda

[ f,(z)dm(z) =] f(z)dm(z)- | f(z)dm(z)=n-2 [dm(z)=0

C C Cc 7Ty (0;1)
oldugundan lemma 1.1.1-0 asason

m{zeC:|(Bf,Xz) > A}=0(1/1), 2—>0+ (1.1.11)
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asimptotik boraberliyi 6denilir. Ixtiyari ‘Z‘ > 2 noqtosi Uglin

N lal| o dm(w)| _[7l 1
‘(Bfl)( )‘ 72_2 U(‘([l)(z_w)z o QZ‘—l)Z )
] ¢ amw)|_ | dmw) |
‘(Bfl)( X ? u('c[l)(Z—W)2 4 U(.([l)qz‘_w)z :

P
N
I
[N
N—
¥

us

2_
(0;1)02‘ —W)Z] P (]z\ +1)

\V
S
Ry
@D
C
—_—
o
3
—~
=
N—"
N—

barabarsizliklori 6danildiyindan ixtiyari 0 < A < ‘797—‘ ugin

T

m{ZECI‘(Bfl)(ZX>/1}Sm{ZECZ‘Z‘S2}+m{ZECZM-#>ﬂ}—

w7
2
—47r+m{ZeC:‘Z‘<l+ M}—47z+7z£1+ M], (1.1.12)
A A
| (2-1)
mizeC:((Bf z)>A;>ms(z|>2: —- >Ap=
recs(anpol>afemez2: 2. (42
2
B R i) Ay ] R I Sy [ A
‘Z‘—l A ‘Z‘ 1 7z
2
Zm{\z\ZZ: z|+7< M}zﬂ[ M—?] —4r (1.1.13)
ViZ) V73

borabarsizliklorinin 6donildiyini alarig. (1.1.12) vo (1.1.13) borabarsizliklorindon
A — 0+ sorti daxilinds limits kegmokls alariq ki,
lim Am{z e C:|(Bf, )z) > )=y (1.1.14)

A—0+
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asimptotik barabarliyi 6donilir. Ixtiyari 0 <& <1 Ucln

{zeC:|(Bf,Xz) >+ &)a}\{zeC:|(Bf, Nz) > st}
c {Z eC:|(Bf Xz)> /I}C
c{zeC:|(Bf,Nz) > s2}U{z € C:|(Bf, Nz} > L—&)A]

miinasibatlori vo (1.1.11), (1.1.14) asimptotik boraborliklorino asason alariq ki,

1 i .
e Ilmggfﬂ-m{z eC:|(Bf \z)> 1<

<limsupZ-m{z e C:|(Bf (z) > A} < Il
A—0+ l-¢
borabarsizliklori 6donir. Burada iso O<e& <1 odadi ixtiyari oldugundan alariq ki,

(1.1.6) asimptotik barabarliyi 6donilir. Teorem isbat olundu.

1.2. Modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi

Forz edok ki, Q kompleks miistovido verilmis oblastdir vo f e L (Q).

(Baf)D)=B(zaNN)=—1tim [ — " 4mw), zeo
750 e fo-uis} (2 = W)

funksiyasina f funksiyasinin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling c¢evirmasi
deyilir, burada y, — Q coxlugunun xarakteristik funksiyasidar. 1< p <oo oldugda

Alfors-Beurling ¢evirmasi Lp(C) fozasinda mohdud operator oldugundan alariq ki,
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modifikasiya olumus Alfors-Beurling c¢evirmosi do Lp(Q) fozasinda mohdud
operatordur, yoni elo C, >0 sabit adadi var ki, ixtiyari f € Lp(Q) tcln

HBQfHLp(Q) SClOHfHLp(Q) (1'2'1)

borabarsizliyi 6denilir. p=1 halinda, yoni f e L,(Q) olduqda iso yalniz
m{zeQ:\(Bgf)(z)1>/1}s%HfHLl(Q), A>0 (1.2.2)

soklinda zaif barabarsizlik ddanilir.
Teorem 1.1.1-don natico kimi alariq ki, modifikasiya olunmus Alfors-Beurling

cevirmoasinin paylanma funksiyasi li¢iin asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 1.2.1. Forz edok ki, f e L,(Q). Onda

lim Aim{z € Q:|(B, f )z) > A}=0 (1.2.3)

A—>+0
asimptotik boraborliyi 6danilir.

isbati. Dogurdan da, ixtiyari f e L,(Q) funksiyasi ii¢iin modifikasiya olunmus

Alfors-Beurling ¢cevirmasinin torifino vo teorem 1.1.1-0 asason alariq ki,

limim{z € Q:[(B, f X2) > A} < lim am{z e C:|(B, f Xz) > 2} =

= limim{z e Q: By, f z) > 2}=0.

A—+0

Buradan iso (1.2.3) asimptotik boraborliyi alinir. Teorem isbat olundu.

Q c C ¢oxlugu ii¢lin

Q)= limsu m(QﬂU(O;r))’ _limin m(QNU(0;r))
T@=timse T Gy S o)

isara edok. Aydindir ki, ixtiyari Q ¢oxlugu tigiin

0<d*(Q)<d,(Q)<1
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barabarsizliyi 6donilir. Xiisusi halda, ogor Q ¢oxlugu mohduddursa, onda
d*'(Q)=d,(Q)=0
olar.

Teorem 1.2.2. Forz edok ki, QO kompleks miistovido verilmis oblastdir vo
f e L,(Q). Onda

Iig\jlﬂplm{z e Q:|(B, f)z)>A}=d"(Q)-|[ f(2)dm(z), (1.2.4)
liminf imiz e Q:|(B, T )z)> A}=d.(Q)-|[ f(z)dm(z) (1.2.5)

asimptotik borabarliklori 6danilir.

Isbati. I f(z)dm(z)=0 halinda lemma 1.1.1- osason

liminf im{z e Q: (B, f) ){>i}<|lmmf/lm{ZEC (Bof )z) > A}=

A—0+

=liminf Am{z e C:|B(x, f \z) > 4}=0

A—0+

oldugundan bu halda (1.2.4) vo (1.2. 5) borabarliklori 6danilir.
J' f(z =n=+0

halina baxaq. QQ oblastinin ixtiyari z, daxili ndqtesini gotiirok. Onda elo p, >0

adadi var ki, U(z,;p,) < Q olar.

isara edok. Onda
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[ f,(z)dm(z)= [ f(z)dm(z)- [ f,(z)dm(z)=7 - S [dm(z)=0

) ) Q m(U (Zo;po))U(Zo:po)

oldugundan yuxaridaki miithakimolors osason
m{zeQ:|(B,f,)z) > A}=0l/2), 10+ (1.2.6)

asimptotik boraborliyi ddonilir. Ixtiyari |z — z,| > 20, noqtosi iigiin

i dm(w) | _

U(Zoipo)(z o W)2 -

‘(BQ fl)(Z)‘ - ﬂm(U‘?Z‘o;Po ))

I ‘ ‘77‘

U (z9:0) ‘
0 am) ) ol (2=l -0

”m(U (Zo;po))Re{U(OJ:po)qZ - Zo‘ _W)Z]_ a QZ - Zo‘ +po)4

dm(w)

U(O:po)qz_zo‘_

CRA ) p—"

amU(z,; p,))

}2

>

U
4970}

borabarsizliklori 6donildiyindon ixtiyari 0 < A < uclin

m{zeQ:|(B,f,)z) > A}<

Sm{ZEQZ‘Z—ZO‘S2p0}+m{ZEQZM- 1 2>1}:
d QZ—ZO\—PO)
=4rp} +m{ZeQ:‘Z—ZO‘<pO+ %}:
.

: rfanefuin- "’iﬂ .
= el

= 47p; + ”{po
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2
m{zeQ:\(BQfl)(z)b/l}zm{zeQ:\z—zo\ZZpo A M-QZ_ZO‘_p°)4 >i}:
a (JZ—ZO\JFPO)

2
=mizeQ:|z—2,|>22p, A (2-2]+ ) < bl _
12— 25| - py A

4% n
—m{ZGQ:\z—ZO\ZZpO/\ \z—zo\+3po+ﬁ< L—i}z

Zm{ZGQ:\z—ZO\ZZpO A J2=2o|+7p, < M}z
A

2 m[QﬂU[zo; M —7,00}}
27| A = 1P, —47p; (1.2.8)

A

borabarsizliklorinin  6donildiyini alariq. (1.2.7) vo (1.2.8) borabarsizliklorindon

A — 0+ sorti daxilinds limito kegmoklo alariq ki,

limsup Aim{z e Q:[(B,, , )z) > 2}=d"(©)-[1], (1.2.9)
liminf Am{z e Q:|(B,, f, X2} > 2}=d.(Q)-|] (1.2.10)

asimptotik barabarliklori ddanilir. Ixtiyari 0< & <1 (iglin

{zeQ:[(Bf, (z) > @+ &)Af\ {z e Q:|(Bf, z) > eA}c
- {Z eQ: ‘(Bf )(Z)‘ > ﬂ,}c
c {zeQ:|(Bf,Nz) > eAU{z e Q:[(Bf, X2)> 1 - &)}

munasibatlori va (1.2.6), (1.2.9), (1.2.10) asimptotik barabarliklorine asason alariq ki,
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d*(Q)-ﬂg Iimsup/l-m{z e Q:|(Bf )(z)(>,1}gd*(Q).ﬂ’

l+e 50+ 1_¢
i U
d.(Q)- 1Ug<||ﬂ|(ﬂfi m{ZEQ (Bf Xz )1>,1} Ko )%

barabarsizliklori 6donir. Burada iso O<e& <1 odadi ixtiyari oldugundan alarq ki,

(1.2.4), (1.2.5) asimptotik barabarliklori 6danilir. Teorem isbat olundu.

1.3. A-inteqral vo modifikasiya olunmus Alfors-Beurling cevirmasi ii¢iin

Riss barabarliyi

QQ c C mohdud oblastinda 6l¢iilon kompleks giymatli f funksiyasi iigiin

[f(2)]. =[f(2)]" = f(2), | f(z) < n oldugda,
[f(z)], =nson f(z), [f(z)]"=0, [f(z)>n oldugda,
isaro edok, burada ne N, sgn w=w/|w|, w=0 oldugda vo sgn0=0.

1929-cu ildo E.Titgmars [112] torofindon Q oblastinda Olgiilon funksiyalar
uclin Q - vo Q' -inteqral anlayislar1 daxil edilmisdir.

Tarif 1.3.1. ©gor sonlu
Ilmj[f (z)], dm(z

n—oo

(uygun olaraq Ilmj[f ] dm(z))

limiti varsa, onda f funksiyasina Q oblastinda Q -inteqrallanan (uygun olaraq Q’-
integrallanan) funksiya deyilir vo f € Q(Q) (f € Q'(Q)) kimi isaro olunur. Bu Imitin

qiymati isa f funksiyasinin Q -inteqrali (Q'-inteqrali) adlanir vo

Q) f(2)dm(2) [(Q')I f(z)dm(z>]

Q Q
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kimi isars olunur.
[112] moqalosindo E.Titgmars gostormisdir ki, Lebeq monada inteqrallanan

funksiyalarin Furye siralarina qosma siralar todqiq edsrkon Q -inteqral daha tobii
naticolor verir. Lakin hoqiqi vo kompleks doyisonli funksiyalar nozoriyyasine Q -
inteqral vo Q'-inteqral anlayislarinin totbiqini ¢otinlosdiron fakt bu inteqrallarin
funksiyalara nozoron additivlik xassosini 6domomasidir, yoni iki funksiyanin Q -
inteqrallanmasindan (Q’-inteqrallanmasindan) onlarin cominin do Q -integrallanan
(Q’-inteqrallanan) olmast alinmir. Bundan olavo com Q -inteqrallanan (Q'-

inteqrallanan) olsa belo comin inteqrali inteqrallar comina borabar olmaya da bilor.

Lakin Q -inteqralin (Q’-inteqralin) torifino
m{zeQ:[f(z)>A}=0l/2), A—>+4w (1.3.1)
sortini olavo etsok, onda Q- vo Q'-inteqral anlayislart ist-listo diisor vo alman

funksiyalar sinfindo funksiyalara nozoron additivlik sortini 6doyarlor.

Toarif 1.3.2. ©gar f funksiyasi Q oblastinda Q -inteqrallanandirsa (va ya Q’-
inteqrallanandirsa) va (1.3.1) sorti 6danilarse, onda f funksiyasina QQ oblastinda A-

integrallanan funksiya deyilir vo f e A(Q) kimi isaro olunur. Bu halda

lim [[f(z)],dm(z) (ve ya lim [[f(z)]"dm(z)) limitinin giymati iso f funksiyasmin
n—>ooQ n—><x>Q

A-integrali adlanir vo

(A)] f(z)dm(z)

0
kimi isars olunur.

Q- vo Q'-integrallarin xassalori [7, 28-30, 59, 63, 112] islorinda, A-, Q- va
Q' -inteqrallarin haqiqi vo kompleks dayisonli funksiyalar nazariyyasins tatbiglori iso
[6-10, 12-18, 20-27, 31-35, 37-41, 43-50, 56-68, 99, 109, 117, 118] islorinds genis
tadqiqg olunub.

32



Sinqulyar inteqral operatorlarin xassalorine asason (bax, masoalon, [111]) alariq

ki, ixtiyari Q< C olgiilon ¢oxlugu iiciin f € Lp(Q), p>1vo ge Lq(Q), q>1,

1/p +1/q =1 olarsa, onda

Jo(eXe, ekme)=-2im [ * 8-

2
7T e20 {wzeQ:|z-w|>¢} (Z - W)

gj} (B,g)z)dm(z) (13.2)

boraborliyi 6donilir. Bu baraborliys Alfors-Beurling ¢evirmasi gtin Riss baraborliyi
(bazansa hissa-hissa inteqrallama dusturu) deyilir. Biz bu yarimfasildo gdstoracayik
ki, Q< C mohdud oblast olarsa, onda f eL,(Q) funksiyasinin Alfors- Beurling
cevirmasi Q oblastinda A-inteqrallanandir va (1.3.2) barabarliyinin analoqu ddoanilir.

Teorem 1.3.1. Forz edok ki, O kompleks miustovido mohdud oblastdir,

feL(Q) vo g(z) funksiyast Q oblastinda verilmis elo mohdud funksiyadir ki,
(B,g)(z) funksiyasi da Q oblastinda mehduddur. Onda g(z)-(B,, f \z) funksiyas: Q

oblastinda A-inteqrallanandir va

(W] 9(2)Bo f Nz)dm(z)= ] *(z)Bag)z)dm(z) (1.3.3)

Q

barabarliyi 6danilir.
Isbati. A-integral funksiyalara nozoron additivlik xassesini 6dodiyi lgciin forz

edo bilarik ki, f funksiyas1 Q oblastinda verilmis haqiqi funksiyadir, ixtiyari z € Q
ligiin f(z)>0 vo

max{g(z),[(B,g)z)} <1

borabarsizliklori ddenilir. Ixtiyari z ¢ Q Uciin f(z)=0 oldugunu qobul edocayik.

Teoremin isbati haqiqi doyisonli funksiyalar nazoriyyesinin komokliyi ilo

qosma funksiyanin varliginin Bezikovic [77] torofindon verilmis birbasa isbat tisuluna
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oxsar qaydada aparilacaq. Qosma funksiyalarin xassalorini tadqiq edarkon bu dsul
Titgmars [112] vo Ulyanov [48] torofindon tokmillogdirilmisdir. Qeyd edok ki,
Bezikovig-Titgmars-Ulyanov {isulu yalniz bir hoqiqi doyisondon asili funksiyalara
totbiq oluna bilor, belo ki, bu iisulda istifado olunan bozi faktlar yalnmiz birdoyisonli
halda 6donilir. Masalon, bu iisulda ixtiyari aciq ¢oxlugun on ¢oxu hesabi sayda
kosismoyon intervallarin birlosmosi soklindo gostorilo bilmosindon istifado olunur (bu
cotinliyi aradan galdirmaq iiglin biz Vitalinin sonlu Ortiik haqqinda lemmasindan
istifado edocoyik). Bu tisulu kompleks doyisonli funksiyalara da totbiq edo bilmok
liclin biz konstuksiyani1 bir godor tokmillogdirdik vo isbatin sadoliyi iiglin onu bir ne¢o
addima boldiik.

1-ci addim. Biz bu hissodo isbatda bizo lazim olacaq G,, L,, L, T

n n

coxluglarini vo @ (z), @’ (z) funksiyalarmi qurub xassalorini dyranacayik.

©,(z)=1(2)-[f )]

isara edok. Onda n — oo olduqgda

olar. ne N nomrasini elo se¢ok ki, e, <1 olsun. Tutaq ki,
E . ={zeQ:f(z)>n}.

Ixtiyari z € E, ndqtasi iigiin {r >0: Id)n(w)dm(w):%ﬂrz -n};t & oldugda

U(zr)

[ _Sup{r > 0: fd)n(w)dm(w):%ﬂrz .n},

U(zr)
{r >0: ICI)n(W)dm(W)zéizr2 -n}:Q olduqda iso
U(zr)
r,=0
isaro edok. Qeyd edok ki, ogor ze€E, noqgtesi @, (z) funksiyasimn Lebeq

noqtosidirss, onda r, >0 olur vo buna goro do E,\E/ coxlugu sifir olgiilii

coxlugdur, burada E/, ={z€E, : r, > 0}.
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{U (Z; r, )}zeE; coxluglar sistemino baxaq. Ortiik haqqinda teoremdon (bax, [88])
alinir ki, on ¢oxu hesabi sayda elo z, e E/, kel < N ndqtalori var ki, U(Zk;rZk ),

k e | dairaloari ciit-ciit kasigsmirlor vo

UU(zr,)c UU(zk;5er)

zeE] kel

munasibati ddanilir.

G, :U(zl;Ser)\ UU(zk;rZk )

k>1

G, =u(zp;5rzp)\ﬁjc;k U(Uu(zk;rzk)ﬂ, p>2, pel

k=1 k>p
isars edok. Onda G, p e | goxluglar ciit-cit kasigmirlar vo

Ulz,:r, =G, cUlz,:5r, ) pel,

E; < Yu(zr,)= UG, =Uulz,5r,)

zeEy pel pel

daxilolma miinasibatlori ddonilir. ze G, pel olduqda

:(2) = = [®, (W)dm(w)

! miGp iGp

vo ze C\[JG, olduqgda

pel
®:(z)=0
isara edok. Onda ixtiyari p el Ugln
[, (z)dm(z) = [@;(z)dm(z) (1.3.4)
G, G,

olar. Qeyd edok ki, ixtiyari ze G, p € | ndqtsi iigiin
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barabarsizliyi 6danilir.

L, =UG,. L, =ulz,:10r, )

pel pel

isara edok. Onda

m(L,)< 3 25m2 <2525 [@ (wimw)< 2 [o (w)dm(w)= 222

[o

pel n P€|U(zp;rzp5‘ ng n
m(L,)< ¥1007r? < 202““ (1.3.5)
pel
olar. Forz edok ki, T, = Q\ L. Ovvalco gostarak ki,
[|Bo(@, ~@; Xz)dm(z) <800 a, (1.3.6)
Tn

borabarsizliyi 6danilir.

h,(2)=Ba(@, -; (2)

isaro edok. Ixtiyari z e T, noqtasi ii¢iin

S| ) (U A S ) (e
h.(2) ni (z—wy d(){ ”'Pz%é[ (z—w) d()<_

1 D, (W) () — @; (w) m(w

‘;;%G{(z—w)zd (w) Gjp(z—w)zd ( )1 (1.3.7)

odonilir. Inteqral {iciin orta giymot teoremina asasan alariq ki, ixtiyari p e | iigiin elo

WS)’WS) eu(zp;5rZp ), i =1,2 noqtolori var ki,
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i(j)j(\/vV\l))z dm(w) = Re(Z _3\/(; ) +ilm (z e ) GIpCI)n(w)dm(W)
GJ;(;D_n(WW))z dm(w) = Re(z —\TT/S)) +ilm (z—vT/ff))z GijI):(W)dm(w)

h@<iyy

7T pel i=1

- [ @, (w)dm(w). (1.3.8)

Ixtiyari W,VT/eU(Zp;Ser)Vs zeT, Ucln

1_1
(z-w)’

W—W-|z-w+z-W § 80-r,

=W 2z,

giymatlondirilmasi 6danildiyi tigiin (1.3.8) barabarsizliyindaon alariq ki,

160- L,

NOEESS

T pel

: jCDn(W)dm(w) <

-1 ‘

160-r, 2000-r} -n
<1 (1 . 25r? j —
7T pel

Zp

Z—Z‘ pel ‘Z—Z

p

Buradan iso

[Ih,(z)}dm(z)<2000-n->r} jdm—(z)s

3
T, pel Tn‘Z—Zp‘
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<2000-n-Yr? | dmiz) _

pel {z:‘z—zp‘zlorzp} Z— Zp‘3
3 oodr 2
=2000-n->r; -27 | — =4007-n-3 r; =
pel 101, , pel
_ 4007 -n-2% _800- ¢,
m
yani (1.3.6) borabarsizliyinin édonildiyini alarg.
f(z) funksiyasim
f(2)=[f @] +;(2)+[o, -;)2) (13.9)
soklindoa gostarak.
2-ci addim. Biz bu hissads
lim [ (2B, £ Ye)dm(z)= | 1 (2XB,0)2)imz) (1310
T, 9

barabarliyinin ddenildiyini gostoracayik.

J9(z)Ba f Yz)dm(z)= | d@BaLF ] J2)+ (Ba®: N2)+ By (@, — @7 Nz)jdm(z) =
-] 0(2)B.[ ] (2)dm(z) + [9(2)Bo®; Ke)im(z)+
+ [9(2)Ba(@, - @ Y2)dm(z) =S, +$, + S, (1.3.11)

Tn

inteqralina baxag. Kvadrati ilo integrallanan funksiyalar tgiin (1.3.2) barabarliyine

asasan yaza bilorik ki,

S, = jg(z)(BQ[f]”Xz)dm(z): Ig(z)(BQ[f]”Xz)dm(z)— jg(z)(BQ[f]”Xz)dm(z):

T, Q L,

— [[f @) (Bog X2)dm(z)- [g(2)Bo[f ] 2)dm(z) =S + 2.

Q Ly
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Nozors alsaq ki,

=]

< c{n (L) f(z)dm(z)Tz

olur, onda (1.3.5) qiymatlondirmasing asason

ims, = lim [ (2)] (Bog)e)im(z)- ] 1(2XBag)e)im(z)

Q

oldugunu alariq. S, inteqralim

52 [} a)EsaXekin(z) < [0 (:XE,g)e)antz)
SJ:CD (z)dm(z):iCDn(z)dm(z): a
S Jg(z)(BQCD )z)dm(z s!‘(BQCD )(z)(dm(z)s

f o(z)(Ba f]dem)< \( oLF] 2)fdm(z) <
<[ ) feuli T emta)] <[ty e Famta)]

(1.3.12)
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oldugu ti¢iin (1.3.5) giymotlondirmosindon alariq ki,
limS, =0. (1.3.13)

n—oo

S, inteqralin1 qiymatlondirmak tigiin (1.3.6) barabarsizliyindan istifads edacayik:

S,| = jg(z)BQ(ch — @ J2)dm(z sTﬂg(z)BQ(ch —cD:)(z)(dm(z)s

Tn

< [|B, (@, - @; Xz)dm(z) <800 .

Tﬂ

Buradan isa alinqg ki,
limS, =0. (1.3.14)

nN—oo

(1.3.11), (1.3.12), (1.3.13) vo (1.3.14) boraborliklorindon iss (1.3.10)
barabarliyinin 6danildiyini alirng.

3-clU addim. Biz bu hissada

(A)f (2B, f Xz)dm(z —llmjg JB, f (z)dm(z) (1.3.15)

n—)oo

borabarliyinin 6donildiyini gostoracayik.

TI@J( z)(B,, (I) 2)(B, f )2)["dm(z) = LI[ g(z)(By, f X2)"dm(z)+
+ [la(2)By f Xz)~[9(z)B, f X2)] jdm(z) =S + 5@ (1.3.16)

Ta

inteqrallar forqino baxagq.
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barabarsizliyinden alariq ki,

lims® =0 (1.3.17)

boraborliyi 6donilir.
o, ={zeQ:|g(z)B, f \z) > n}

isara edok.
m{zeQ:|(B, f )z} >n}=0(1/n), n — oo

miinasibating asason
m(c,)=0(/n), n > o

olar. (1.3.6) borabarsizliyi va (1.3.9) ayrilisindan alariq ki,

‘S(z)‘g [la(z)B, f )z)dm(z)< [|(B, f Nz)}dm(z)<

T.Noy, ToNoy

H( [£] XzJdm(z)+ [|(Bo®; Nz )dm(z)+ HB (@, —@; Xz)dm(z) <
< [m(an). (BT )Z(Z)dm(z)_m {m(an). ({(Bgd)ﬁ)z(z)dm(z)}m 800+, <
< Cz{m(on)-j([f ()" )2dm(z)_1/2 +C{m(an)- j(CIJ”,;(z))zdm(z)T2 +800-a, <

e}

Q _ Q
Y2 o5 Y2
< C{n (o) | f(z)dm(z)} +C {?n m(o,) ICD*n‘(z)dm(z)} 4800«
Q Q
Bu is3 onu gostarir ki,
lims® =0 (1.3.18)

nN—oo

borabaerliyi 6denilir. g(z)-(B, f )z) funksiyas: ticiin (1.3.1) serti teorem 1.2.1-0
osason Odonilir. Onda (1.3.16), (1.3.17) vo (1.3.18) borabarliklorindon (1.3.15)

barabarliyinin 6denildiyini alariq.

41



(1.3.10) vo (1.3.15) boraborliklorindon 1so (1.3.3) boraborliyi alinir. Teorem
isbat olundu.

Natica 1.3.1. Forz edok ki, Q — sorhoadi Lyapunov oyrisi olan mohdud oblastdir
vo fel(Q).Onda (B,f)z) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir vo

(A)[ (B, f Xz2)dm(z)= [ f(z)B,1)z)dm(z) (1.3.19)

Q

boraborliyi 6donilir.
Isbati. Dogrudan da, Q — sorhodi Lyapunov oyrisi olan mohdud oblast
oldugundan g(z)=1 gotiirsak, (B,g)(z) funksiyas: da mohdud olar (bax: [5]), onda

teorem 1.3.1-5 osason alariq ki, (B, f }(z) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir

vo (1.3.19) baraboarliyi 6danilir. Natica isbat olundu.

1.4. Q -inteqral va sonlu kompleks o6lciiniin Alfors-Beurling ¢cevirmasi

Torif 1.4.1. Forz edok ki, X < C c¢oxlugu verilmisdir. Ogor elo 6 >0 odadi

varsa ki, ixtiyari x,y e X elementlori iigiin [x—y|>J borabarsizliyi édonilir, onda

X ¢oxluguna atomar ¢oxluq deyacayik.

Aydindir ki, atomar ¢oxlugun on ¢oxu hesabi sayda elementi var.

Torif 1.4.2. Ogor kompleks miistovido verilmis v 06lglisti atomar ¢oxlugda
comlonibso, onda ona atomar diskret 6l¢ii deyacayik.

Aydindir ki, hor bir atomar diskret 6l¢ii sinqulyardir.

Kompleks miistovido sinqulyar hissasi atomar diskret olcii olan sonlu

kompleks dlgiilor goxlugunu M, ila isars edacayik.

Torif 1.4.3. Forz edok ki, 1€ M, 06l¢iisii verilmisdir.
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1. d(w)
Bufz)=——Ilim , 2eC
( )( ) 7 &0 {WeC:!—w>g}(Z - W)Z

funksiyasina g Olgustnun Alfors-Beurling ¢cevirmosi deyilir.
Aydindir ki, ixtiyari 4 € M, Ol¢usinln Alfors-Beurling ¢evirmasi sanki hor bir

z € C noqtoesindos toyin olunub vo ogor
du(z)= f(z)dm(z)+ du(2), suppu, =X =1z;} |, u,(z;)=a;, je

olarsa, onda sanki hor yerdo

olar, burada u, u Olgiisliniin sinqulyar hissosidir.
Teorem 1.4.1. Forz edak ki, € M. Onda
lim Am{z e C:|(Bu)z) > A= u| (1.4.2)

A=+

asimptotik baraborliyi 6donilir, burada s, H 180 pu,

Ol¢iisiinilin tam variasiyasidir.

ovvalca asagidaki komokei lemmani isbat edok.

Lemma 1.4.1. ©gor v kompleks miistovido verilmis sonlu atomar diskret
Olciidiirse, onda

lim im{zeC:[(Bv)z)>A}=|Vv]| (1.4.2)

A—>+o0
asimptotik boraborliyi 6danilir.

Lemma 1.4.1-in isbati. Forz edok ki,
suppv =iz,j.; vo v(z))=a;, jeJ.

Asagidaki isarslomolori aparaq:

5, =inf{p(z,w): z,wesuppv, zzw}>0, K _UU( 54)

jed

Ixtiyari z e C \ K, ndqtosi ii¢iin
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1 a;
(Bv)z)= - ,Z;(zj——zy

<lz ‘ai‘

i

<2

borabarsizliyindon alariq ki, 4 > —HVH olduqgda {Z eC\K,: ‘(Bv )(> /1} coxlugu
70,

bos ¢oxluqdur va buna géra do 4 > %Hv” oldugda
710,
m{zeC\K,:[(Bv)z)>1}=0 (1.4.3)

odonir. Ixtiyari zeU (Z o %) uguin

1 |

<=
e

1

T

x;

jeJ,j:&jOiZJ— —Z)

7T jed, j#io

qiymotlondirmosindon alariq ki, ixtiyari j, € J Ugln

0,
JLTOAm{ZEU( 4):\(Bv)(z)(>z}:
= lim 4m ZEU( ¥ 50)- LBl s ale
PR 4 ﬂ‘zjo_z‘

baraborliyi 6danilir. (1.4.3) va (1.4.4) barabarliklorindan isa

(1.4.4)

Jo

lim im{zeC:|(Bv)z)>2}=

A—>+o0

lim Z/lm{ZEU( i):\(Bv)(z)b/l} Joe‘a =M

/1—>+ooj =

oldugunu alariq. Lemma isbat olundu.

Teorem 1.4.1-in isbati. Forz edok ki,
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du(z)= T (z)dm(z) + s, (2),
burada u oOlgiisiiniin sinqulyar hissosi olan x, - sonlu atomar diskret 6l¢tdur. Onda

lemma 1.4.1-5 asasan
lim Am{z e C:|(Bu, Nz) > A} =] (1.4.5)

A—>+0
va teorem 1.1.1-2 asasan

lim Am{z e C:|(Bf \z) > 2}=0 (1.4.6)

A—+0

baraboarliklori 6danilir.
(Bu)z)=(Bf Xz)+ (B )z)

oldugundan ixtiyari 0 <& <1 Ugin

{zeC:|(Bu, Nz)>@+e)2}\ {zeC:|(Bf Nz)> A}
c{ZeC:‘(B,u Z){>/1}c
c{zeC:|(Bf Xz) > sAlU{zeC:|(Bu, X2) > L - £)A]

miinasibatlori 6donilir. BU miinasibatlor vo (1.4.5), (1.4.6) borabarliklorindon alariq
ki,

]
L, <iminf 2-miz e C:[(Bu)(z) > )<

<limsup2-m{z e C:|(Bu)z) > A< J#SH.

A—0+ &

Burada O<é& <1 adadi ixtiyari oldugundan aliriq ki, (1.4.1) asimptotik borabarliyi
6donir. Teorem isbat olundu.

Torif 1.4.4. Forz edok ki, QO kompleks mistovido verilmis mohdud oblastdir.
M (€;C) ilo Q oblastinda dlgiilon vo sonlu

lim 2-m{z e Q:|f(z)> 4]

A—>+0

limitlorino malik f funksiyalar ¢coxlugunu isars edok.
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M(Q;C) funksiyalar sinfindo Q- vo Q'-inteqrallanan funksiyalarin bizo

golocokdo lazim olacaq boazi xassoalorini qeyd edok.

Teorem 1.4.2 [12]. M(Q;C) funksiyalar sinfinde Q- vo Q'-integral
anlayislar1 Ust-iisto disiirlor, yoni f € M(Q;C) funksiyasinin Q) oblastinda Q -
inteqrallanan olmasi ii¢lin zoruri vo kafi sort f funksiyasinin Q oblastinda Q'-

inteqrallanan olmasidir vo bu zaman

(Q)i f(z)dm(z)=(Q")] f (z)dm(z)

Q
boraborliyi 6donilir.

Teorem 1.4.3 [12]. Bgor feM(Q;C) funksiyasi Q oblastinda Q'-
integrallanan, g funksiyast isa Q oblastinda A-inteqrallanan olarsa, onda

f+geM (Q;C) funksiyas1 Q oblastinda Q' -inteqrallanandir vo

(Q)[[f (2)+ 9(2)ldm(z2)=(Q)[ f (z)dm(z)+ (A)] g z)dm(z)

Q Q Q

boraborliyi 6danilir.

Notico 1.4.1 [12]. Ogor feM(QC) funksiyass Q oblastinda Q-
integrallanan, g funksiyast iso Q oblastinda A-inteqrallanan olarsa, onda

f +geM(Q;C) funksiyas: Q oblastinda Q -integrallanandir vo

Q1 (2)+ 9(z)ldm(z)=(Q)f f (2)dm(z) + (A) g(z)dm(z)

Q Q

boraborliyi 6donilir.
Forz edok ki, Q kompleks mistovido verilmis oblastdir. Q oblastinda
comlonmig, sinqulyar hissasi atomar diskret Ol¢ii olan sonlu kompleks olciilor

coxlugunu M _(Q) ilo isaro edocayik. 1€ M, (Q) dlcisii iclin
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1. d(w)
B,u)z)=——Ilim , 2eC
( “ )( ) 7T &0 {WGQ:'!-—W>€}(Z_W)2

funksiyasina g Olglstnun modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi deyilir.

Teorem 1.4.4. Forz edak ki, Q — kompleks miistavida sorhadi Lyapunov ayrisi

olan mohdud oblastdir vo ze M, (Q) Ogor g funksiyas1 Q oblastinin gapanmasinda
Holder monada kosilmoz funksiyadirsa, onda (B, )(z)g(z) funksiyas1 Q oblastinda

Q' -inteqrallanandir vo

Q) 9(z)Byu)z)dm(z) = [(B,g Nz)d(2) (1.4.7)

o o
boraborliyi 6donilir.
Isbati. Forz edok ki,
du(z)= 1(z)dm(z) + s, (2),

burada u, u 6l¢iisliniin sinqulyar hissasidir. Ovvalca gostorak ki,

Q)] 9(2)Bou, Xz2)

Q

'O'—.

(2)de, (2 (1.4.8)

boraborliyi 6donilir. g funksiyast QQ oblastinin qapanmasinda kosilmoz oldugundan
mohduddur. Buna gors do, elo M >0 oadadi var ki, ixtiyari zeQ Uc¢ln \g(z)‘ <M
barabarsizliyi 6danilir. Q mohdud ¢oxluq, x, bu ¢oxlugda comlonan atomar diskret
Olcti oldugundan

SUpP 44, = 1{z, fr, < Q
olar. Forz edok ki, u,(z,)=«,, k=1,n.

G(2)=-79(2)(Bost, N2)= Y, — 5~ 0(2),
al(z, —2)
8, =infiplz;,2;): 2,2, esuppu,[>0, & :16n;ﬂ2“ﬂs“
0
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vo ixtiyart A > 6, UgUn

KMZOU{ZKJ nM‘ak‘J’ Ku:OU[Zk; ‘akug(zk)q

kL A

isara edok. Onda ixtiyari A > 6, UcgUn
Q\K,, c{zeQ:[G(z)< Ajc Q\K,,

vo A —+oo olduqda

M
J\G(z)(dm(z)Sm(Km\K2,1{51+(;t+51) 3 ‘g(Zk)JWL

K1,2\Kz 2 k:g(zy %0
Z)—Qgl\z
Ly s

2
k:g(zy =0 M| |Z— 2

o |dm(z) -0

miinasibotlorinden alariq Ki, (Q')J.G(Z)d m(z) inteqrali var vo
Q

g(z)dm(z)=

@)[6(z)dm(z)=lim  [G(z)dm(z)=lim |

2
Q At {zeq:|G(2)<} k=L e70* {zeq: \z—zk\>g}(z - Zk)

:-zgak<sgg><zk>=—ni(agg)(zm(z),

yoni (1.4.8) barabarliyi 6denilir. Onda teorem 1.4.1, teoreml.4.3, teorem 1.3.1 vo

(1.4.8) boraboarliyino osason

(Q)] 9(2)Bo ) z)dm(z) =

Q

=(Q)] 9(2)Bqu, Nz)dm(z) + (A)] 9(2)B,, f Nz)dm(z) =

Q Q

- [(B0)2K )+ (B,0)2) (2Kimia)= [ (B,0)2 )

48



olar. Teorem isbat olundu.
Natica 1.4.2. Forz edok ki, QO — kompleks miistovido sarhadi Lyapunov oyrisi
olan mohdud oblastdir vo z e M _(Q). Ogor g funksiyasi Q oblastimin qapanmasinda

Holder monada kosilmoz funksiyadirsa, onda (B, x)(z)g(z) funksiyas: Q oblastinda

Q -inteqrallanandir vo

(Q)f 9(2)BopN2)dm(z)= ] (Bag N2)du(z)

Q

boraborliyi 6donilir.
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II FOSIL

RISS CEVIRMOSI VO ONUN BOZi XASSOLORI

Forz edok ki, R fozasinda p>1 deracodon inteqrallanan, yoni f e Lp(Rd ),

1< p < oo funksiyast verilmisdir.

. Xi =Y, i
R, (f)x)= 7y lim ‘_—y‘dilf(y)dy, jeil2,..d}

-0

{yeRd:\xfy\x} X

sinqulyar inteqralina f funksiyasimin j-ci doyisons nazaoran Riss ¢evirmasi deyilir,

burada y :F((;i(+j;)2/2)’ I'(z)= jtz‘le_tdt iso Eylerin Qamma funksiyasidir. Riss
0

¢evrilmasi harmonik analizin asas operatorlarindan biridir. [42, 51, 75, 91, 94, 111]-
do gostarilmisdir ki, Riss ¢evrilmasi elliptik tip xiisusi toromali dierensial tonliklorin
holli zaman1 miihiim rol oynayir.

Sinqulyar inteqral operatorlar nozoriyyssindon molumdur ki (bax: [111]),

1< p <o oldugda Riss ¢evirmasi Lp(Rd) fozasinda mohdud operatordur, yoni bu
halda f e Lp(Rd) miinasibatindon R j(f )e Lp(Rd) miinasibatinin 6donilmosi alinir
vo yalniz p >1 adadindon asili olan elo C | >0 sabit odadi var ki, ixtiyari f e Lp(Rd )
uclin

Ry ], ey <Coll o (20.1)

barabarsizliyi 6danilir.

p =1 halinda, yani f € Ll(Rd) olduqgda is9 yalniz

m{Xe R¢ :‘(Rj f)(x)(>/1}£ %HfHLl(Rd), A>0 (2.0.2)
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soklindo zoif borabarsizlik ddonilir, burada C, f funksiyasindan asili olmayan sabit,
m{x eRY: ‘(R i XX)‘ > l}, A>0 iso f funksiyasinin Riss ¢evirmosinin paylanma

funksiyasidir.

[53, 74, 79, 80, 81, 82, 85, 89, 90, 95,96, 101, 102, 119] moqalslorindo R,

J
operatorunun digor klassik funksional fozalarda (Sobolev, Besov, Kampanato, Morri
vo s.) mohdudlugu arasdirilmisdir.

Biz bu fosildo R? fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss
cevirmolorinin  paylanma  funksiyalarmm A-—>+00 vo A —>0+ oldugda
asimptotikalarin1 veracoyik, Lebeq inteqralinin iimumilogsmasi olan A-integral
anlayisindan  istifado edorok modifikasiya olunmus Riss ¢evirmosi lg¢ilin Riss

borabarliyinin analoqunu isbat edacayik.

2.1. R® fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss

cevirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalari

Biz bu yarimfosildo R? fozasinda Lebeq menada inteqrallanan funksiyalarin
Riss cevirmasinin paylanma funksiyasinin 4 —>0+ vo A —>+oo sorti daxilindos
asimptotikalarini todqiq edacayik.

Teorem 2.1.1. Forz edok ki, f e L,(R?). Onda

lim am{x e R* :|(R, f () > 2{=0 (2.1.1)

A—>+o0
asimptotik baraborliyi 6donilir.

Isbati. f e Ll(Rd) oldugu tigiin Lebeq inteqralinin miitloq kosilmozlik

Xassasing asasan ixtiyari £ >0 odadi gotiirsok elo Ne N va r >0 adodloari tapa bilorik
ki,

&
)34—C1 (2.1.2)

[ -[f]

Ll(Rd
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borabarsizliyi 6donilir, burada
[f ]:(X): [f ]nZ(U(o;r))(X)’
[f(x)]" = f(x), |[f(x)<n oldugda, [f(x)]"=0, |f(x)>n oldugda,
Xy (X) is0 U(0;r)= {x e R® : x| < r | kiirosinin xarakteristik funksiyasidir.

(2.0.2) vo (2.1.2) barabarsizliklorindon alariq ki, ixtiyari A >0 odadi ii¢iin

m{XeRd Ry (1 —[f]’r‘Xx)(>%}s%Hf _[f] (2.1.3)

&
<2
LR T 22

6donilir. [f]'(x) funksiyast kompleks miistovido mohdud funksiya oldugundan
f eL,(R?) miinasibatindon aliur ki, ixtiyari p>1 tigiin [f ] e L, (R?) miinasiboti do

ddonilir. Onda ixtiyari p>1 tigin R,[f ] L (R?) olar.

Fl(x): Rj[f ]:(X) Z(u(o;zr))(x)’ Fz(x): Rj[f ]?(X)'Z(Rd\U(O;Zr))(X)

1sara edak. [f ]? funksiyasinin Riss ¢evirmasini

Rj [f ]rr] (X): Fl(x)+ Fz(x)
soklinda gostara bilarik. Fl(x) funksiyas1 U (0;2r) qapal1 kiirasinda, FZ(X) funksiyasi
iso onun R%\U(0;2r) tamamlayicisinda comlonib. Ixtiyari p>1 igiin
R, [f]' e Lp(Rd) miinasibotindon F,(x)e Lp(Rd) miinasibatinin do 6donildiy1 alinir.
F,(x) funksiyas1 mohdud ¢oxluqda comlondiyi iiciin onda F,(x)e I_l(Rd) olar. Buna
gora do 4 >0 adadinin kifayst godor bdyiik qiymatlorinds

%m{XE R :|F,(x) > A/4}< ﬂFl(x)1dx<§ (2.1.4)

{xeRY: |y (x)>4/4
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borabersizliyi ddenilocok. Digar torofden, ixtiyari x € R® \U (O; 2r) noqtasi liglin

‘ (f] X )1 ‘[f]n(Y)(dy<

\—y\

< %U(L)\[f ]?(y)(dy— \

<70
L{RY) ™ pd L1 Rd

borabarsizliyinden alariq ki, F,(x) funksiyasi mohduddur. Buradan vo (2.1.4)

qiymotlondirmosindon almir ki, A >0 adadinin kifayat qoder bdyiik giymetlorinda
m{x cRY: ‘Rj [f] (x){ > /1/2}3 mixeR® :|F,(x) > A/4}< i (2.1.5)
olur. Ixtiyari A >0 odadi ii¢iin
{XE R® :‘(Rj f )(x)( >/1}c{x6 R® :‘Rj[f]:(xj >%}U{XE R® :‘Rj(f —[f]fXx)( >%}

minasibati 6donildiyindon (2.1.3) vo (2.1.5) barabarsizliklorindon alariq ki, 4A>0
adadinin kifayat qadar boyiik qiymaetlarinda

m{XE R* :‘(ij)(x){>/1}§
_m{XERd :‘Rj[f]f(x)(>%}+m{x6 RY :‘Rj(f —[f]?Xx)(>%}<§+§:%

borabarsizliyi 6donir. Bu 1so (2.1.1) asimptotik boraborliyinin 6donildiyini gostorir.

Teorem isbat olundu.

Teorem 2.1.2. Forz edok ki, f € L,(R"). Onda
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lim /Im{x eR’: ‘(Rj fXXX > /1}= Y9

A0+

j f(x)dx‘ (2.1.6)

Rd

d J— p—
asimptotik barabarliyi 6donilir, burada € :2— z { i } \E) a-1 ilo d-1
@7 d - (d-1p\ 2 2 2

adadinin tam hissasi isars olunub.

Teoremin isbatina kegmozdon ovval asagidaki kdmokei lemmani isbat edok.

Lemma 2.1.1. 9gar f e L,(R?) vo [ f(x)dx=0 olarsa, onda
Rd

mixeR*:|(R, F Nx) > 2f=0(/2), A0+ (2.1.7)

asimptotik barabarliy1 6danilir.
Lemma 2.1.1-in isbati. Ovvolco forz edok ki, f funksiyasi miioyyan
U(0;r)c R* dairasindo comlonib. Bu halda \x\ >2r sortini 6doyon ixtiyari x e R*

noqtasi Ugln

X. =Y.
Rj(f)(x):7(d I : dilf(y)dyz

)U(O;r)‘X— y‘
Xi =Y, X;
=7 ——7 Ty)dy—» = fly)dy=
(d)U('(').;r)‘X— y‘d 1 ( ) (d)U(_([;r)‘X‘d 1 ( )
=Y X%
= — d
7(d)u(.([r)[‘x_ ‘d+1 ‘X‘d-'—l} (y) y

=yl

‘X‘dﬂ _ ‘X _ y‘d+1
‘Rj(f)(xXSy(d)Uj |:XJ d+1‘ ‘d+1 +

d+l 1 \y,-\ Cy
<7a) J. ‘XJ‘MZ drk kT d+1 ‘f(y)‘dyg—d+1 (2.1.8)
u(or) cAx=y X [x-y] X

qiymatlondirilmasi 6danilir, burada
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Co = (d +2)2 f|

LRd

(2.1.8) gqiymatlondirmasindon isa

m{XE R* :‘(Rj f)(x)| >/1}£ {xeRY | <2r}+ m{xG RY: \XTM >/1}:

d
d/2 d/2 a4
=2 _.(2r)' +m XeRd:\x\<d+C—° =2 _|r)+ Co 1
d A d A
F(2+1j F( +lj

boraborsizliyi alimir ki, bu da baxilan halda (2.1.7) asimptotik boraborliyinin
Odonildiyini gostarir.

Indi iso lemmani iimumi sokildo isbat edok. I f dX 0 sortindon alarq ki,
Rd

ixtiyari &>0 odadi iigiin elo f, vo f, funksiyalar tapa bilorik ki, asagidak: sortlor
Odonilsin:

i) f=f+f,;

i) f, funksiyas: miioyyen U (0;r)c R? dairasindo comlonib va j f,(x)dx=0;

Rd

i) f, funksiyasi H fZHLl(Rd)<% miinasibotini  6doyir, burada C, (2.0.2)
1

borabarsizliyindoki sabitdir.

i) sortino asason f, funksiyast U(0;r)c R? dairesindo comlonib I f,(x)dx=0
Rd

sortini 6dodiyindon lemmanin isbat etdiyimiz hissosino asason f; funksiyasi Ggln

(2.1.7) asimptotik barabarliyi 6donilir. Buna gors do elo /1(5) >0 ododi var ki, ixtiyari
0< A< Ale) tgiin

zm{XE R*:|(R, fl)(x)(>%}<g (2.1.9)
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boraborsizliyi 6donilir. Digor torofdon iii) sortino vo (2.0.2) borabarsizliyino osason

ixtiyari A >0 Ugun
A g
/lm{x eR*:[(R; T, Jx)> E} < 2G| ) <5 (2.1.10)

borabarsizliyi do 6donilir. Onda (2.1.9) vo (2.1.10) borabarsizliklori vo
[xeR?: (R, )x) > = {x eR*:[(R; £ Jx) > %}U{x eR*:[(R; T, ()| > %}

miinasibatindon alariq ki, ixtiyari 0< A < /1(3) ucn

amix e R :|(R, f (x| > A<

s;tm{xG RY:[(R; £ Jx) > Z}Mm{xE R*:[(R; , Xx) >%}<g

olur. Bu isa onu gostorir ki, (2.1.7) asimptotik boraborliyi ixtiyari f e Li(Rd)
funksiyas1 li¢lin 6donilir. Lemma isbat olundu.

Teorem 2.1.2-nin isbati. If dx 0 halinda teoremin hokmii lemma

2.1.1-don birbasa alinir.

halina baxagq.
fl(x) =anNgmXu (0;1))(X)’ f, (X) = f (X)_ fl(x)

d/2
Pt

isars edok, burada 7 = VO Xupn) 119 U(0;1) vahid dairosinin

xarakteristik funksiyasi isara olunub. Onda

jf X )dx = jf X )dx — jf Jdx=a —ang [dx=0
U()
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oldugundan lemma 2.1.1-0 9sason
mix R :[(R, f, x> 4}=0(t/2), 10+ (2.1.12)

asimptotik baraborliyi ddonilir. Ixtiyari X € {X eRY:x > 2} noqtasi liclin

‘Rj(fl)(x)(:’?w)ﬂd)\a\ f ox— ‘fildy
X |+1 X +1 X
<l | o=l Pl
X
‘Rj(fl)(x)‘ ‘04 HX‘ ‘+1 1Y) ‘X‘dﬂ

qiymatlondirmalori va ixtiyari A >0 Ugln

‘Xj

mixeR’: > b= dx=—2
{ ‘X‘d ' } {XeRd:X;';ﬂde} A

1 da
m{xeR®: %ﬂ >t=m{xeR’ :\x\<(£jd“ :i(ijd”
‘X‘ A ) A

boraborliklorindon 4 — 0+ sorti daxilindo limito kegmokls alariq ki,

x

limsup Am{x € R* :|(R, f, x| > 2 70,6\, (2.1.12)
A—0+
liminf m{xe R*: R, £,)x)} > 4{< (5 0 e (2.1.13)

borabarsizliklori 6donir. (2.1.12), (2.1.13) borabarsizliklorindon 1iso alariq ki,
lim ﬂ.m{x eR: ‘(R f XX)( > /1} limiti var vo

A—0+

lim amixe R? : (R, £,)X) > 4}= 70 (2.1.14)

A0+
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asimptotik barabarliyi 6donilir. Ixtiyari 0 <& <1 Ucln

eR® (R, f,)x) > @+ £)A)\ e R :[(R, £, )x) > 2 )
c {Xe R :‘(Rj fXX)‘>/1}C

< {xeR? (R £, )(x) > eAjU x e R (R £.Xx) >(1-¢)A)

miinasibotlori vo (2.1.11), (2.1.14) asimptotik boraborliklorino osason alariq ki,

Yl .. . ,
%‘ﬁ‘gllmwm-m{xe R’ _‘(ij)(z)|>l}ﬁ

<limsupA - m{XE R® 1‘(R,- f )(x)| >,1}£ V)l

A0+ l1-¢

barabarsizliklori 6donir. Burada iso O<e& <1 odadi ixtiyari oldugundan alarq ki,

(2.1.6) asimptotik barabarliyi 6donilir. Teorem isbat olundu.

2.2. Modifikasiya olunmus Riss ¢evirmosi

Forz edok ki, Q R fazasinda verilmis oblastdir vo f e L,(Q).

. X~ Y, .
(Rj,gf)(x)= R, (2o f JX)= 7 lim —L 2L f(y)dy, j=12,...,d, zeQ

&0 {yeQ:\x—y\>g}‘X — y‘

funksiyasina f funksiyasinin modifikasiya olunmus Riss ¢evirmosi deyilir, burada

Yo — Q coxlugunun xarakteristik funksiyasidir. 1< p <oo olduqda Riss ¢evirmasi

Lp(Rd) fazasinda mohdud operator oldugundan alariq ki, modifikasiya olumus Riss

58



cevirmoasi do Lp(Q) fozasinda mohdud operatordur, yani elo €, > 0 sabit odadi var
ki, ixtiyari f e L (€) Uglin
IRjofll, <CollfIl, (221)

borabarsizliyi 6denilir. p=1 halinda, yoni f e L,(Q) olduqda iso yalniz
mixe Q:[R, o FIx) > 4}< %Hf”w >0 (22.2)

soklinda zaif barabarsizlik ddanilir.
Teorem 2.1.1-don notico kimi alariq ki, modifikasiya olunmus Riss

cevirmoasinin paylanma funksiyasi {i¢iin asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 2.2.1. Forz edok ki, f e L,(Q). Onda
lim Am{x € Q:[(R; o f ) > 2}=0 (2.2.3)

asimptotik boraborliyi 6danilir.

isbati. Dogurdan da, ixtiyari f e L,(Q) funksiyasi iigiin modifikasiya olunmus

Riss ¢cevirmasinin torifina vo teorem 2.1.1-9 asason alariq ki,

Wﬂm{x eQ: ‘(RLQ f ij > ﬂ}g Wim{x eR": ‘(RjyQ f Xx] > }L}z

A+ A—>+0

=W/1m{x e Q:[R; (7o f Xx) >/1}=0-

A—+0

Buradan iso (2.2.3) asimptotik baraborliyi alinir. Teorem isbat olundu.

2.3. A-inteqral vo modifikasiya olunmus Riss c¢evirmasi iiciin Riss

barabarliyi

Q < R? mohdud oblastinda 6lgiilon f funksiyas iiciin
[F ()], =[f(x)]" = f(x), |f(x)<n oldugda,
[f(x)], =nson f(x), [f(x)]'=0, |f(x)>n oldugda,
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isaro edok, burada ne N .

Kompleks mistavidos 6l¢iilon funksiyalar tigiin Q - vo Q' -inteqral anlayislarina

analoji yolla Qc R" oblastinda 6lgiilon funksiyalar iiciin do Q- vo Q'-integral

anlayislarini daxil edok.

Tarif 2.3.1. ©gor sonlu
lim [[f (x)], dx

n—)oo

(uygun olaraq IImj[f ] dx)

limiti varsa, onda f funksiyasina Q oblastinda Q -integrallanan (uygun olaraq Q'-
integrallanan) funksiya deyilir vo f € Q(Q) (f € Q'(Q)) kimi isars olunur. Bu Imitin
qiymoti iso f funksiyasinin Q -inteqrali (Q'-inteqrali) adlanir vo

Q) f (x)ix ((a)if(x)dxj

O
kimi isara olunur.

QcR? oblastinda &lgiilon funksiyalar {iciin do Q- vo Q'-integrallar
funksiyalara nozoron additivlik xassosini Odomirlor. Lakin Q -inteqralin (Q’-
inteqralin) torifina

m{xeQ:|f(x)>2}=01/2), A—>+w (2.3.1)
sortini olavo etsok, onda Q- vo Q'-inteqral anlayislart st-listo diisor vo alman
funksiyalar sinfindo funksiyalara nozoron additivlik sortini 6doyarlor.

Torif 2.3.2. Ogor f funksiyas1i QcR® mohdud oblastinda Q-
inteqrallanandirsa (vo ya Q’-inteqrallanandirsa) vo (2.3.1) sorti ddoanilarss, onda f

funksiyasina Q oblastinda A-inteqrallanan funksiya deyilir vo f € A(Q) kimi isaro

olunur. Bu halda Ilmj[f x)|,dx (vo ya Ilmj )]"dx) limitinin giymoti iso f

funksiyasinin A-integrali adlanir vo

(A)] f(x)dx

Q
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kimi isars olunur.

Sinqulyar inteqral operatorlarin xassalorina asason (bax, masolon, [111]) alariq
ki, ixtiyari Q= R" 8lgiilon goxlugu iicin f eL (Q), p>1 vo gelL,(Q), q>1,

1/p +1/q =1 olarsa, onda

JO0OR o P )=y lim [ -0 £ (y)g(x)dydx=

Q &0 {x,yeQ:\x—y\>g} X— y‘

— i f(x)R, o9 (X)dx (2.3.2)

baraboarliyi 6doanilir. Bu barabarliya Riss ¢evirmasi lglin Riss borabarliyi (bazanss

hissa-hissa integrallama dulsturu) deyilir. Biz bu yarimfasildo gostaracayik Ki,
QcR® mohdud oblast olarsa, onda f eL,(Q) funksiyasinin Riss cevirmosi Q
oblastinda A-inteqrallanandir va (2.3.2) barabarliyinin analoqu 6danilir.

Teorem 2.3.1. Forz edok ki, Q= R® mohdud oblastdir, f eL,(Q) vo g(z)

funksiyas: Q oblastinda verilmis elo mahdud funksiyadir ki, (Rjygg)(x) funksiyasi da
Q oblastinda mohduddur. Onda g(x)-(R;,f)x) funksiyasi Q oblastinda A-

integrallanandir va
(A)f g(X)(R, o f fx)dx = [ f (X)R, o9 JX)dx (2.3.3)

barabarliyi 6danilir.
Isbati. A-integral funksiyalara nozoran additivlik xassesini 6dadiyi lctin forz

edo bilarik ki, f funksiyasi Q oblastinda verilmis hoaqiqi funksiyadir, ixtiyari x e Q

tigiin f(x)>0 vo

maxjg(x),[(R, o g )<

borabarsizliklori ddenilir. ixtiyari x  Q Gciin f(x)=0 oldugunu qobul edocayik.

61



Teoremin isbatin1 birinci fasilds isbat etdiyimiz teorem 1.3.1-in isbatina oxsar

qaydada aparacagiq. Isbatin sadsliyi {igiin onu bir ne¢o addima bdluriik.

n n

1-ci addim. Biz bu hissodo isbatda bizo lazim olacaq Gp, L., L, T

coxluglarini vo CDn(X), CD;(X) funksiyalarin1 qurub xassolorini dyronacayik.

@, (x)= f(x)=[f(x)]
isara edok. Onda n — oo oldugda

a, = [®,(x)dx—0
Q
olar. ne N nomrasini elo se¢ok ki, , <1 olsun. Tutaq ki,
E,={xeQ:f(x)>n}.
d/2

Ixtiyari X € E, ndqtosi ii¢iin {r >0: 'fd)n(y)dy = %

B(x;r)

T d
——r" -n;# < oldugda
r(L+d/2) } |

1 7f? q
r, :sup{r >O:B(£g>n(y)dy:§-r(Td/2)r -n},
1 92 d )
{r >0:B(;[;rd)>n(y)dy:§-mr -n}:® olduqgda iso

r =0

isaro edok. Qeyd edok ki, ogor xeE, nogtesi @ (x) funksiyasinin Lebeq
noqtasidirss, onda r, >0 olur vo buna géro do E \ E; ¢oxlugu sifir dlgiilii goxluqdur,
burada E! ={x<E, : r >0}.

U(xr, )}er; ¢oxluglar sistemina baxaq. Ortiik haqqinda teoremdon (bax, [88])

alinir ki, on ¢oxu hesabi sayda elo x, € E/, kel < N noqtalori var ki, U(Xk;r )

Xk
k € | dairalari ciit-ciit kasigsmirlor vo

JU(xr,)=Uu (x:5r, )

xeE;, kel

munasibati 6danilir.

G, :U(xl;Ser)\ UU(xk;rxk )

k>1
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G, =u(xp;5rxp)\ﬁjc;k U[UU(xk;er)ﬂ, p>2, pel

k>p

isars edok. Onda G, p €| ¢oxluglar ciit-cit kasigmirlar va

Ulx,:r, )G, cUlx,:5r, ) pel,
E, = YU(xr)e UG, =Julx,:5r, )

xeE, pel pel

daxilolma miinasibatlori ddonilir. xe G, pel olduqda

vo xeR*\JG, oldugda

pel

isara edok. Onda ixtiyari p el tcln

6I @, (y)dy= [@;(y)dy

Gp

olar. Qeyd edok ki, ixtiyari xe G,, p € | ndqtasi iigiin

r(+d/2) 17"-5°r

0<D (X)< @, (y)y<
(x) (e, B(XPL )(y) y

Xp

barabarsizliyi 6danilir.

L, =UG,. L, =UBlx,;1or, )

pel pel

isara edok. Onda

m(L, )<

d/2 gd .d

T d 2

pze:‘l“(1+d/2; ﬁde(xpj;rxp)” T on

7?2 TA+d2)

(2.3.4)

5'n
2
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710°r¢  2.10%a
p < n

L)< < 2.3.5
m{L) ; r'(l+d/2) n (2:35)
olar. Forz edok ki, T, = Q\ L. Ovvalco gostarak ki,
0@, — @, (x)dx<C, -a, (2.3.6)
Tn
boraborsizliyi 6donilir.
hn (X) = Rj,Q (q)n - CI): XX)
isaro edok. Ixtiyari x e T, noqtasi ii¢iin
y
0 () =6 I—dil[ (y)ly =
a[x-y|
.[ d+1 [ )_ CD:(y)]dy <
G
X; =Y —Y;
T2 | g Palydy - s 7 (y)dy (23.7)
pel ep\x—y\ Gp\x—y\

6danilir. Inteqral {iciin orta qiymat teoremino asasen alariq ki, ixtiyari p e | ii¢iin elo

y® P ¢ B(XIO;SI’Xp ) noqtalori var ki,

S(p)
X =Y . X, - 9}
| = @n(y)dy J—d+1 Joi(y)dy.

Onda (2.3.4) baraboarliyi va (2.3.7) barabarsizliyindon alariq ki,
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- [@,(y)dy. (2.3.8)

ixtiyari y, ¥ € B(x,;5r, |ve xeT, gtn

X; =Y XY, ‘_ (6 =y =917 =0 =7, ) x =y ™ -

‘X_y‘d+1 ‘X_y‘d+l - ‘X y‘d+1 ‘X— ‘d+1 -
[0 =y e ey | -7, ™
- ‘X_y‘d+l ‘X— ‘d-%—l
~ ~k d-k
<‘Xj—yjH\x—y\—\x—yH-é\x—y\ x=y| +‘yj—yj
‘X—y‘d+1°‘x—y‘d+l ‘X—~‘d+1
(d +1)-10r, -2 10r 2% 10(d +2)- 2% -,
< p _ p
‘X_Xp d+1 ‘X X d+1 ‘X_Xp d+1

giymatlondirilmasi 6danildiyi iigiin (2.3.8) borabarsizliyindon alariq ki,

10(d +2)- 2" -r,

‘hn(xxgy(d) d+1 - J.CDn(y)dyS
pel ‘X—Xp G,
10(d +2)-2°*.r, (1 g2 re+
<y, " L= rxd.nJ:C.n. P o
= [ - N (2 rL+d/2) " i pze:‘x—xpdl

r'((d +1)/2)-10(d +2)-2°

burad Cs = T d2)

. Buradan isa

[Ih,(x)dx<C,- and”j dx
T, el T [x—x,

d+1 —
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<C,-n-yr" | _ax

p d+1
pel {XERdZ‘X—Xp‘ZlOI’Xp} X— Xp

d/2 +00 dr C 7Z_d/2
_C n- d+1 — 3 n- I,d —
20 (d/2)10r 2 ez
C,z"?  2a, T'(l+d/2) C,d
— n . d/2 — an’
5r(d/2)  n n 5

yani (2.3.6) borabarsizliyinin édonildiyini alarq.
f (x) funksiyasin:

F(x)=[f ()] + @ (x)+]@, —@7|x) (2.3.9)
soklinda goOstorak.

2-ci addim. Biz bu hissada

n—>oo

nmjg (X)(R mf)(x)dx:—i f(x)R, o9 (X)dx (2.3.10)

barabarliyinin 6denildiyini gostoracayik.

( JQfXX {( JQ[f XX RJ,QCDZXX)"'RLQ(CDn_(D:XX)}dXZ
:Tjg(x)(R,-,Q[f i Xx)dx+Tjg(x)(RjngD’;)(x)dx+Tjg(x)RjYQ(q)n — @ (x)dx=

=5, +S5,+S, (2.3.11)

integralina baxaq. Kvadrati ilo integrallanan funksiyalar G¢iin (2.3.2) boraboarliyino

asasan yaza bilorik ki,

Slszg( ( jQ[f] XX ( jQ[f XX ( jQ[f] XX
= _Hf (X)]n (Rj,QgXX)dX_ Ig(x)(Rj,Q[f ]n XX)dX = Sll + S12

Q L
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Nozors alsaq ki,

_ !g(x)(Rj,Q[f]”Xx)dx4 < E”(Rjyg[f]”xx)(dxg

|
1
3
—~
|_
)
~
0 —

Q

olur, onda (2.3.5) qiymotlondirmasina asason

nN—o0 n—oo

lims, _—Ilmj X)I'(R J.’Qg)(x)dx:—g[f(x)(Rj’Qg)(x)dx

oldugunu alariq. S, inteqralim

TRl F o] <o m) frr o <

(2.3.12)

S, :Tjg(x)(Rj,QCD:j)(x)dx: jg(x)(Rj,QCD:)(x)dx— jg(x)(Rj’QcD:)(x)dx:

Q L,

=[5 ()R, 00 (X)dx— [g(X)R, o @} NX)dx = 5P + S

Q L

soklindo gostars bilarik.

‘S ‘_‘ICD x)(RJQg)(x dx < g[ (J’Qg)(xjdxg
SE[CD i (x)dx=a,

‘ng)‘ :‘jg(x)(RjngD’;Xx)d{ < H(RLQCD: )(x){dx <
L L
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oldugu ii¢iin (2.3.5) gqiymotlondirmasindon alariq Ki,
limS, =0. (2.3.13)

nN—oo

S, inteqralin1 qiymatlondirmak ti¢iin (2.3.6) barabarsizliyindan istifads edacoyik:

1S,| = jg(x)Rj’Q(ch —cD:)(x)dx STHQ(X)R,-,Q((Dn —(D:)(x)idXS

Tﬂ

< HRLQ(CI)n —CD’;)(X)(dx<C2 a,.

Tn
Buradan iss aliriq ki,
limS, =0. (2.3.14)

nN—oo

(2.3.11), (2.3.12), (2.3.13) vo (2.3.14) borabarliklorindon iss (2.3.10) barabarliyinin
6danildiyini aling.

3-cl addim. Biz bu hissada

(A g(x)R, o f (x)dx = lim Tj g()(R, o f Nx)dx (2.3.15)

nN—oo
Q

barabarliyinin 6denildiyini gostoracayik.

TIQ(X)(RLQ f )(x)dx—gj)[t_:j(x)(Rj,Q £ )x)[ dx = _![g(x)(Rj'Q £ )x)[ dx+

+ Tf WONR,o F))=[g0NR, o F JX)] Jdx =5 +5@ (2.3.16)

inteqrallar forqins baxaq.

barabarsizliyinden alariq ki,

lims® =0 (2.3.17)

boraborliyi 6donilir.
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o, =xeQ: ‘g(x)(Rj'Q f )(x)| >n}
isaro edok.
m{xGQ: ‘(Rj,Q i )(x){ > n}: o(l/n), n >
miinasibotino osason
m(o,)=0(/n), n > o

olar. (2.3.6) borabarsizliyi vo (2.3.9) ayrilisindan alariq ki,

s®)| < ﬂg(x)(RLQ f )(x)(dx < ”(RLQ f )(x)‘dx <

T,Noy, T.Noy,
< ”(Rjyg[f]” Xx)(dx+ H(Rjygtb’;)(x)idx+ HRLQ((Dn —QJ:XX)‘dxs
op op Ty

I {m(an). J(R,00;) (x)dez \C, o <

< [m(an). IRl (0

12

+C(2){m(on)- i(cp;(x))zdxr +C,oa <

< C(Z){m(on )1 o

Bu 1s9 onu gostarir ki,

lims® =0 (2.3.18)

Nn—oo

boraborliyi 6donilir. g(X)-(Rj’QfXX) funksiyas1 tii¢iin (2.3.1) sorti teorem 2.2.1-0
asason Odonilir. Onda (2.3.16), (2.3.17) vo (2.3.18) barabarliklorindon (2.3.15)

borabarliyinin 6donildiyini alariq.

(2.3.10) vo (2.3.15) boraborliklorindon iso (2.3.3) boraborliyi alinir. Teorem
isbat olundu.

Natica 2.3.1. Forz edok ki, QQ — sorhadi Lyapunov sothi olan mohdud oblastdir
vo fel(Q).Onda (R iaof XX) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir vo
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(AR, f Nx)dx=~ i f(x)(R, oL(x)dx (2.3.19)

Q

boraborliyi 6donilir.
Isbati. Dogrudan da, Q — sorhodi Lyapunov sothi olan mohdud oblast
oldugundan g(x)sl gotiirsak, (R jYQgXX) funksiyasi da mohdud olar (bax: [5]), onda

teorem 2.3.1-0 osason alanq ki, (RjVQfXX) funksiyast € oblastinda A-

inteqrallanandir vo (2.3.19) boraborliyi 6donilir. Notico isbat olundu.
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III FOSIL

KOMPLEKS RiSS CEVIRMOSI VO ONUN BOZI XASSOLORI

Forz edok ki, kompleks miistovido p=>1 dorocodon inteqrallanan, yoni

fe Lp(C), 1< p < oo funksiyasi verilmisdir. Ixtiyari k e Z , k #0 Ugln

K i [ Z=%)" ¢ wdmw), zeC

<[k
27[" a0 {WeC:\z—W\>s}‘Z - M

(R(") f Xz):

sinqulyar inteqralina f funksiyasinin k tortibli kompleks Riss ¢evirmosi deyilir

(bax: [75]). Kompleks Riss ¢evirmasi vurugu

mk(r):mk, %0

g

olan multiplikatordur. k =0 halinda R olaraq eynilik operatoru gétirilir: R® =1 .
k =2 halinda iso kompleks Riss ¢evirmasi Alfors-Beurling g¢evirmosi ilo {ist-iisto
diigiir. Buna goro do kompleks Riss cevirmosino Alfors-Beurling ¢evirmasinin
imumilogsmosi kimi baxa bilorik. Kompleks Riss c¢evirmoasi kompleks doyisonli
funksiyalar nozoriyyoesindo miithiim ohomiyyst dasiyan operatorlardan biridir.
Kompleks Riss c¢evirmasindon kvazikonform inikaslar nozoriyyasinds, eloco do
elliptik tip xiisusi toromali diferensial tonliklorin holli zamani genis istifado olunur
(bax: [75]).

Sinqulyar inteqral operatorlar nazoriyyssindon molumdur ki (bax: [111]),

1< p <oo oldugda kompleks Riss gevirmasi Lp(C) fozasinda mohdud operatordur,

yoni bu halda f e Lp(C) miinasibotinden R")(f)e Lp(C) miinasibotinin ddonilmaesi
alinir vo yalniz p>1 adadindon asili olan elo C, >0 sabit adadi var ki, ixtiyari
f eL,(C) tgln
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HR(k)fHLp(c) SCprHLp(c) (3.0.1)

barabarsizliyi 6danilir.

p =1 halinda, yoni f e I_l(C) olduqda iso yalniz
mizeC:|RYF)z)> 4f< %HfHLl, A>0 (3.0.2)

soklindo zoif borabarsizlik ddonilir, burada C, f funksiyasindan asili olmayan

sabitdir.

Biz bu fosildo kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin
kompleks Riss c¢evirmolorinin paylanma funksiyalarimn A -—»>+0 vo A—>0+
oldugda asimptotikalarim1 veracoyik, Lebeq inteqralinin {imumilogmoasi olan A-
inteqral anlayisindan istifads edorok modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmasi

liclin Riss baraboarliyinin analoqunu isbat edacayik.

3.1. Kompleks miistavido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin

kompleks Riss ¢evirmoasinin paylanma funksiyasimin asimptotikalar

Biz bu yarimfasildo kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan
funksiyalarin kompleks Riss c¢evirmasinin paylanma funksiyasinin A —>0+ vo
A —+oo sorti daxilindo asimptotikalarini todqiq edacoyik.

Teorem 3.1.1. Forz edok ki, f e L,(C). Onda

lim am{z e C: R}z > 2{=0 (3.1.1)

A—>+00
asimptotik barabarliyi 6danilir.

isbati. f €L,(C) oldugundan Lebeq inteqralinin miitloq kesilmozlik xassosino
asasan ixtiyari £ >0 adadi tiglin elo N e N va r >0 adadlari tapa bilorik ki,

Je-11}

< & (3.1.2)
L) 4C,

borabarsizliyi ddenilir, burada [ f [!(2)=[f]" 7 (0x)(2).
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(3.0.2) va (3.1.2) barabarsizliklorindon alariq ki, ixtiyari A >0 adadi ii¢iin

& (3.1.3)

m{ZeC:‘R(k)(f —[f]sz)(>%}§%Hf —[fT © 537

odonilir. [f ]:(Z) funksiyas1 kompleks miistovido mohdud funksiya oldugundan
f e L,(C) miinasibotinden almir ki, ixtiyari p>1 Ggin [f] e Lp(C) miinasibati
Odonilir. Onda kompleks Riss ¢evirmosinin yuxarida geyd etdiyimiz xassasino asason

ixtiyari p>1 dgin R¥[f] e L (C) olar.

Fl(z): R(k)[f ]: (Z) Z(U(O;Zr))(z)’ Fz(z): R(k)[f ]:(Z) Z(C\U(O;Zr))(z)
isaro edok. [f ] funksiyasmimn kompleks Riss ¢evirmosini

RU[F]1(2)=FR(2)+F,(2)

soklindo gostora bilarik. F,(z) funksiyas: U(0;2r) qapali dairasinda, F,(z) funksiyas
iso C\U(0;2r) ¢oxlugunda comlonib. ixtiyari p>1 icin RY[f] e Lp(C)
miinasibotindon F,(z)e Lp(C) miinasibotinin do 6denildiyi almir. F,(z) funksiyast
mohdud ¢oxlugda comlondiyi tgln Fl(z)e Lp(C), p >1 miinasibotindon alariq ki,

Fl(z) el (C) Buna gora do A >0 adadinin kifayot godor boyiik qiymotlorindo

%m{z eC:|F(z) > A/4f< HFl(szm(Z)<% (3.14)

{zeC:| R (2)>2/4}

borabarsizliyi 6donilocok. Digoar torafdon, ixtiyari ze C \U(0;2r) noqtesi tigiin
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[}

Yy < K
‘R(k)([f I Xz){ < 27ru(£;r) W dm(w)<
K M L

boraborsizliyindon alanq ki, Fz(z) funksiyasi mohduddur. Buradan vo (3.1.4)

qiymatlondirmasindon alinir ki, A >0 adadinin kifayat godor bdyiik giymatlorinda

m{z eC: ‘R(")[f ]’r‘(z)( > /1/2}3 m{zeC:|F,(z) > /1/4}<i (3.1.5)

olur. Ixtiyari A >0 odadi ii¢iin

{z ec:\(R<k)f)(z)(>ﬂ}c {z eC:‘R(k)[f]f(zj>%}U{z EC:‘R(k)(f —[f]?)(d%}

miinasibati 6donildiyindon (3.1.3) va (3.1.5) giymatlondirmoalorindon alariq ki, 4 >0
adadinin kifayat qadar boyiik qiymatlarinda

m{z eC: ‘(R(")sz)( >ﬂ,}£
Sm{ZGC:‘R(k)[f]f(z)(>%}+m{zeC:‘R(k)(f —[f]?Xz)(>%}<§+i:%

borabarsizliyi 6donilir. Bu iso (3.1.1) asimptotik baraborliyinin 6donildiyini gostorir.
Teorem isbat olundu.
Teorem 3.1.2. Forz edok ki, f € L,(C). Onda

| f(z)dm(z)< (3.16)

C

lim Amfz eC:|RY £ (z) > g}:M.

A—0+ 2

asimptotik borabarliyi 6danilir.

Teoremin isbatina kegmozdon avval asagidaki komok¢i lemmani isbat edok.
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Lemma 3.1.1. Ogar f eL,(C) vo [ f(z)dm(z)=0 olarsa, onda
C

mizeC:|R¥f \z)> Aj=0/2), A—>0+ (3.17)

asimptotik borabarliyi 6danilir.

Lemma 3.1.1-in isbati. Ovvolco forz edok ki, f funksiyasi miioyyon

U(0;r)c C dairosindo comlonib. Bu halda ixtiyari z =0 ndqtosi Uiglin

(z-w)

7 _ \N‘k+2

(R1)2)=

‘k‘ lim
27 8%0{ eC:|z-w|>s}

K (z-w) R (z)
= lim ~——— f(w)dm(w)— f (w)dm(w
2711“(‘ 5»0{ U(O;rJ;:z—w>g}Z—\A/‘k+2 ( ) ( ) kau(£ )‘Z‘k+2 ( ) ( )
boraborliyindon alariq ki, k >0 halinda
(RWf)z)=
_ __\k _k k+2 . . k+2
‘k‘ lim (Z _W) k?zz +Z" ‘Z‘ k+2 ‘Z W‘ku f(W)dm(W):
2721‘ | gﬁo{eUOr )| z-w|>e ‘Z—VV‘ ‘Z‘ -‘Z—\N‘
W kfz‘(z W)
K - a8 g -lz-w
= lim =0 +Z°. . — | f (w)dm(w),
2721“(‘ g—>0{ U (0: rIz W‘>g} 7 —W‘k+2 g‘z‘kﬂ—l "Z _W‘|+1 ( ) ( )
k <0 halinda
R Y)-
[k|+2 [k|+2
= ‘k‘k lim (Z_W)kk_Zk +2 ‘Z‘k i _Mk f (w)dm(w)=
2711 590{ U (0;r ) z-w|>¢ ‘Z—V\/‘ +2 ‘ ‘ +2 ‘ M +2
kZ:l ( )\k\ —1-i
K “Wegremw T e L
lim +Zz"- : — | f(w)dm(w
2721‘ | 8%0{ U(O;rJ;:z—w>g} ‘Z— “kHZ i:o‘Z“kHz_l .‘Z_W‘Hl ( ) ( )

75



baraboarliyi 6donilir. Bu barabarliklordon isa ‘Z‘ > 2r oldugda

2K K42
‘(R(k)fxzx r‘k‘[ ‘k‘_"_z‘z k‘+2J _Hf de ‘d? (3.1.8)

qiymatlondirilmasini alariq, burada
r 2/k| IK[+2
S b+ 2 (2

(3.1.8) giymatlondirmasindan isa
m{z eC: ‘(R“HXZ)‘ >A}s m{z e C:|z|<2r}+ m{z eC: ‘d—‘03>ﬂ,}:
z

2/3
- m{z eC:lz|< 2r}+ m{z eC:lz< 3\/%} =4m? + 72'(%)

boraborsizliyi alinir ki, bu da baxilan halda (3.1.7) asimptotik boraborliyinin
Odonildiyini gostorir.

Indi iso lemmani timumi sokilds isbat edok. I f(z)dm(z) =0 sortindon alariq ki,
C

ixtiyari £ >0 odadi tiglin elo f, vo f, funksiyalan tapa bilorik ki, asagidaki gortlor
Odanilsin:

) f="1f+f,;

i) f, funksiyas: miioyyon U(0;r)c C dairasinds comlonib vo I f.(z)dm(z)=0;

C

i) f, funksiyast |f,| <% miinasibotini  6doyir, burada C, (3.0.2)

barabarsizliyindaki sabitdir.

ii) sortino osasen f, funksiyasi U(0;r)cC  dairesinde comlenib

j f(z)dm(z)=0 sortini 6dodiyindon lemmanin isbat etdiyimiz hissosino osason f,
Cc
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funksiyasi ticlin (3.1.7) asimptotik barabarliyi 6donilir. Buna gors do elo 1(8)>0

odadi var ki, ixtiyari 0< A< A(g) tiglin

im{ZeC;‘(R(k) f1Xz)|>%}<g (3.1.9)

borabarsizliyi 6donilir. Digor torofdon iii) sortino vo (3.0.2) boraborsizliyino asason
ixtiyari 4 >0 U¢un

A
im{z <C:[RYF, ) > E} <2C 1] )< (3.1.10)

borabarsizliyi do 6danilir. Onda (3.1.9) vo (3.1.10) borabarsizliklori vo

{z eC: ‘(R(") f )(z)( > l}c {z eC: ‘(R(k) fl)(z)( > %} U {z eC: ‘(R(k) fZXz){ > %}
miinasibatindon alariq ki, ixtiyari 0< A < ﬂ(&‘) dcuin

im{z eC: ‘(R(k) f )(z)( > /1}3

< ﬂm{z eC: ‘(R(") fl)(z)( > g} + im{z eC: ‘(R(") fZXz)| > %} <&

olur. Bu iso onu gostorir ki, (3.1.7) asimptotik boraborliyi ixtiyari f e L, (C)
funksiyast Uigiin 6danilir. Lemma isbat olundu.

Teorem 1.1.2-nin isbati. jf(z)dm(z): 0 halinda teoremin hékmii lemma
C

3.1.1-don birbasa alinir.

halina baxagq.
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isaro edok, burada »(U(0;1)) ilo U(0;1) vahid dairesinin xarakteristik funksiyas1 isaro

olunub. Onda

([fz(z)dm(z):jf(z)dm(z)—j f(z)dm(z)=n -2 [dm(z)=0

C C 7T u(0;1)
oldugundan lemma 3.1.1-0 asason

mizeC:|(RYF, (2> 2}=0/2), 1 —0+ (3.1.11)

asimptotik boraborliyi 6denilir. Ixtiyari ‘Z‘ > 2 noqtasi tiglin

) gl 1
o5

Mdmv\/%>
u<£;1>uz\— e (w) >

k7 ki (z]-1)*
>R d >
21’ eU(!J.;l)HZ‘—W‘kJrZ mw) 27 (]z\+1)‘k‘+2

—
N
I
=
—=

borabarsizliklori 6donildiyindon ixtiyari A >0 Ugln

m{ZEC:‘(R"fl)(z)|>ﬂ}3m{ZEC:\2\32}+m{2ec:‘kﬂ‘- 1 >/1}:

2 -7
K kil |
:47r+m{ZeC:‘Z‘<l+ M}:4ﬂ+7{1+ M} (3.1.12)
27/ 2r.

m{ZEC:‘(R"f1Xz)(>/l}2m{\z\22: k] (2-9)" >;L}:

27[ (JZ‘ n 1)“(\-%—2

[k|+2
:m{\z\ZZ' (20" ‘k"‘} (3.1.13)

CE
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borabarsizliklorinin 6donildiyini alariq. Nozoro alsaq ki, ixtiyari X e [0;1] Vo ixtiyari
me N ododlori {igiin
@+x)"<1+m-2"-x

borabarsizliyi 6donilir, onda (3.1.13) borabarsizliyindon alariq ki,

m{z eC: ‘(Rk fl)(z)( >/1}2 m{‘z‘ >2: (1+\k\ olK ‘Z‘L_J : (]Z\ +1) <%}2

2
m{\z\zz: Qz\+\k\-2k+3)2<M}m[ M—\k\-zk”J ~4z. (4.1.14)

27/ 27A

(4.1.12) vo (4.1.14) qiymatlondirmslorindon 4 — 0+ sorti daxilinds limito kegmoklo
alariq ki,

lim amiz eC:|RY 1, Xz) > 2= ‘2'7‘ (4.1.15)

A0+

asimptotik borabaorliyi ddenilir. Ixtiyari 0< & <1 Uglin

{ZEC ‘( f)(z)( L+e)A } {ZGC ‘( (k)fz)(z)|>g/1}c
C{ZEC:‘(R(k)fX2j>ﬂ,}C
c{ZeC:‘(R(")fZ)(z)(>g/1} {ZGC ‘( f)(z)( }

miinasibatlori vo (4.1.11), (4.1.15) asimptotik barabarliklorine asasan alariq ki,

k .
et 2 e R1)e) 2
i . () k7|
< Ilglsotlpxl m{z eC: ‘(R f)(z)| >/1}g 2= 2)

borabarsizliklori 6donir. Burada iso O<e& <1 odadi ixtiyari oldugundan alariq ki,

(3.1.6) asimptotik barabarliyi 6danilir. Teorem isbat olundu.
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3.2. Modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmasi

Forz edok ki, Q kompleks miistovido verilmis oblastdir vo f e L (Q).

(R¥T)z)=RY(x, f )z)= ‘k_‘k lim | (7_—V_Vk)k2 f(w)dm(w), zeQ
2721‘ 550 {WeQ:\z—w\>g}‘Z _VV‘

funksiyasina f funksiyasinin modifikasiya olunmug kompleks Riss ¢evirmasi deyilir.
1< p<oo oldugda kompleks Riss cevirmasi Lp(C) fazasinda moahdud operator
oldugundan alariq ki, modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmosi do Lp(Q)
fozasinda mohdud operatordur, yoni elo C >0 sabit ododi var ki, ixtiyari f € Lp(Q)
ucln

HRg)fHLp(Q) SCprHLp(g) (3.2.1)
boraborsizliyi 6donilir. p =1 halinda, yoni f € Ll(Q) olduqda is9 yalniz

mizeQ:|[RYz)> 2)< %HfHLl(Q), A>0 (32.2)

soklinda zoif barabarsizlik ddanilir.
Teorem 3.1.1-don noatico kimi alariq ki, modifikasiya olunmus kompleks Riss

cevirmoasinin paylanma funksiyasi {i¢iin asagidaki teorem dogrudur.

Teorem 3.2.1. Forz edok ki, f e L,(Q). Onda
lim Zmiz e Q:|RYf )z) > A{=0 (3.2.3)

A—>+o0

asimptotik barabarliyi 6danilir.

isbati. Dogurdan da, ixtiyari f e L (Q) funksiyas: ii¢iin modifikasiya olunmus

kompleks Riss ¢evirmasinin tarifine va teorem 3.1.1-5 asasan alariq ki,

W/lm{z cQ: ‘(Rg‘) f Xz] > i}g Wﬁm{z eC: ‘(Rg) i ij > i}z

I
A—+0 A—>+0
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=W/1m{z eQ: ‘R(k)(;ggf)(zj > /1}: 0.

A—+0

Buradan is9 (3.2.3) asimptotik boraborliyi alinir. Teorem isbat olundu.

3.3. A-inteqral vo modifikasiya olunmus kompleks Riss cevirmasi iiciin

Riss baraboarliyi

Sinqulyar inteqral operatorlarin xassaloring asason (bax, mosalon, [8]) alariq ki,

ixtiyari Qc C olgiilon ¢oxlugu Tigiin feLp(Q), p>1 vo geLq(Q), g>1,

1/p +1/q =1 olarsa, onda

Jo@RE Nemz)= - tim ] =) ¢ g(aam(wam(z) -

k
Q 2721‘ a0 {w,zeQ:|z-w[>s} |2 M

= (1) [ f(2)ARY g )z)dm

(3.3.1)

barabarliyi 6danilir. Bu borabarliys kompleks Riss ¢evirmasi G¢tin Riss barabarliyi
deyilir. Biz bu yarimfasildo gostoracoayik ki, Q< C mohdud oblast olarsa, onda

f e L,(Q) funksiyasinin kompleks Riss cevirmasi Q oblastinda A-integrallanandur

va (3.3.1) barabarliyinin analoqu 6danilir.
Teorem 3.3.1. Forz edok ki, QO kompleks miustovido mohdud oblastdir,
f e (Q) vo g(z) funksiyas: Q oblastinda verilmis elo mohdud funksiyadir ki,

( g)(z ) funksiyast da Q oblastinda mshduddur. Onda g(z) ( f)(z ) funksiyast

Q oblastinda A-integrallanandir vo

(A 9(@)RY' T Nz)dm(z)=(-1) [ T (2)RY g Nz)dm(z) (33.2)

Q Q
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barabarliyi 6danilir.
Isbati. A-integral funksiyalara nozoran additivlik xassesini 6dadiyi lciin forz

edo bilorik ki, f funksiyasi Q oblastinda verilmis haqiqgi funksiyadir, ixtiyari z € Q
tigiin f(z)>0 va

max{g(z), RV z) =<1

borabarsizliklori 6denilir. Ixtiyari z ¢ Q tciin f(z)=0 oldugunu qobul edocoayik.
Teoremin isbatini birinci fosildo isbat etdiyimiz teorem 1.3.1-in isbatina oxsar

gaydada aparacagiq vo teorem 1.3.1-in isbatinda toyin etdiyimiz E_, E;, G, L, L,

T coxluglari, @ (z), ®}(z) funksiyalar1 vo a,, r, odedlorinden istifade edocoyik.

Sadolik Giglin teoremin isbatini bir ne¢o addima bollrik.
1-ci addim. Gostorak ki,

[RY(@, - ®; Xz)dm(z)<d, -, (3.3.3)
Tn

boraborsizliyi ddenilir, burada d, =4000-3* -|k|.
h,(z2)=R{ (@, - @, )2)

isaro edok. Ixtiyari z e T, noqtasi ii¢iin

_ Ik

iTk);[q’n(W)—CDZ(W)]dm(W)‘ =

s Gfpf_‘—ﬁhn(w)—@:(w)]dm(w){s

odonilir. Inteqral {iciin orta qiymot teoremina osason alariq ki, ixtiyari p € | iigiin elo

w,; €U (Zp;SrZp ), i=14 noqtalori var ki,
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Y i N S | ]
(= )= re 27 1) i @) | g i),
GP‘Z_W‘ i ‘Z W, ‘Z—Wp’2 G,
Y S I | 1
= )= | Re ) )|
Co ‘Z _M ‘Z W, ‘Z —W,, G,
Onda (1.3.4) barabarliyi vo (3.3.4) borabarsizliyindon alariq Ki
—\K Kk
K 2 1Z-w,; Z-W,,,
‘ n( XSMZZ ( ID’k)+2 o ( : 2|<)+2 ) j@n(w)dm(w). (3.3.5)
7T pel i=1 ‘z _Wp,i ‘Z _Wp,i+2 Gy
1xtiyari w,veU (Zp;Ser ) va zeT, Ugln
_y)| 400-3%.r
‘ (z-v) ‘< 2, (3.36)

V_V
‘ M ‘Z_V‘kJrZ -

3
2z,
qiymatlondirilmasi 6donilir. Dogrudan da k >0 halinda

(z-w) (z-v)

‘Z_V‘k+2 ‘Z_V‘kJrZ

z-w) (-vf| |z-w) (z-w)|
k2 kzS k2 ez T
2w v w2

2"~z -w' fz-w) - (z-v)
= <

+
‘Z—V\/‘Z -‘Z—V‘k+2 ‘Z_V‘k+2

M S M S
“1Z—=V 1=0 ‘Z—V‘

k+1-1 k—-1-1
Z-w +\V—W\ <z —w|
Z-V \z—v\ Slz-v|

e B
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80 L (e oy 400-3" . r,
(gt
0 -2,

I
o
T

k <0 halinda da

(z-w)  (z-v) ‘< 400-3" -1,

‘Z _ V\I“k‘JrZ ‘Z _ V“kHZ -

(z-w) (z-v)|_
‘Z_\N‘k+2 ‘Z_V‘k+2‘

3
2z,

oldugundan alariq ki, (3.3.6) boraborsizliyi k parametrinin hor bir k #0 giymotindo

Odanilir. (3.3.6) barabarsizliyini (3.3.5) gqiymatlondirmosinds nazors alsaq

|k .800-3"-r,

h,(z) < = (@, (w)dm(w) <

27Z'pe| ‘Z—Z‘ G

p

Z7-25r2 -

_IK M(l
2 ‘o

) 10000- 3" -|k|-r? -n
n|= i
pel

- 3
T el ‘z—zp‘ ‘z—zp‘

oldugunu alariq. Buradan iso

dm(z)

‘3

ﬂh z)dm(z)<10000-3% -k -n- 3r? j <

pel ‘z—zp

<10000-3"-[k[-n- 31 | dm(z)3 =

pel {z:‘z—zp‘zlorzp} Z— Zp‘
=10000-3" -|k|-n-Xr? - 27 OIIr—2ooo 3 K-z n-Tr =
pel ’ 101, r pel
. 20

=2000- 3"/ -|k|- " =4000-3" - K- e,

yani (3.3.3) barabarsizliyinin 6danildiyini alang.
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f(z) funksiyasim

f(2)=[f@)] +o;(2)+ [0, - J2)

soklindoa gostarak.
2-ci addim. Biz bu hissado

im [9(2IRS"Yaim(a)=(-2) [ £ 2R gNaim(a)

Q

borabarliyinin 6donildiyini gostoracayik.

(3.3.7)

(3.3.8)

jg(z)(Rg)f)(z)dm(z) [a(2) {( [f]Xz @:)(z)+Rg)(®n—d)’;)(z)}dm(z):

:TJ.Q(Z)(RS()[f ]n Xz)dm(z)+ IQ(Z)(RS)QDZ )(Z)dm(z)+

Ta

+ [g(2)RY(®, —@; Nz)dm(z)=S, +5, +S,

Tn

(3.3.9)

integralina baxaq. Kvadrati ilo integrallanan funksiyalar tg¢lin (3.3.1) boraborliyino

asason yaza bilarik ki,

Sl:Tj (( O[] dem g{g ( ] dem jg ( f]dem

-2 [[f @) (R )ekimia)- [a)RE LT Na)am(z)=s

Q

Noazars alsaq ki,

541

85



< C{n -m(Ly)- | f(z)dm(z)T2

Q

olur, onda (1.3.5) qiymotlondirmasine asason

lims, = (-2 lim [[f ()] R¥g z)dm(z) = (- 1) [ f 2)R¥g ) z)dm(z)  (3.3.10)

n—o0 nN—o0
Q

oldugunu alariq. S, inteqralini

S, =Tjg(z)(Rg)®’;)(z)dm(z): jg(z)(Rg)cD;)(z)dm(z)— jg(z)(Rg)QD;)(z)dm(z):

L

= (-1) [ (2)RYg Nz)dm(z) - LI g(2)RE®; Nz)dm(z) =S + 5P

Q n

soklindo gostara bilorik.

oldugu ti¢iin (1.3.5) giymetlondirmosindon alariq ki,
limS, =0. (3.3.11)

n—o0

S, inteqralin1 giymotlondirmak {igiin (3.3.3) borabarsizliyindon istifads edacayik:
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\ss\sz g(z)RY(®, — ®: )z)dm(z <ﬂg RY(®, - @; Yz)dm(z) <
STHRQk (@, —CDZ)(Zde(z)< d, o, .

Buradan iss alirq ki,
limS, =0. (3.3.12)

n—w

(3.3.9), (3.3.10), (3.3.11) wvo (3.3.12) boraborliklorindon isa (3.3.8)
barabarliyinin 6danildiyini aling.

3-cu addim. Biz bu hissada

(A 9@)RY f Nz)dm(z) —nmjg (2)RY f )z)dm(z) (3.3.13)

n—>oo
Q

barabarliyinin ddenildiyini gostoracayik.

Jotole 1 Yeximte)- (0w 1) amto)=— (o e ot
{ 2\R¥)z)-| f)(z]}dm (3.3.14)

Tn

inteqrallar forqino baxagq.
s®|<n-m(L;)
barabarsizliyindon alariq ki,

lims® =0 (3.3.15)

n—oo

barabarliyi 6danilir.
o, =l eq: 9(@)(RYf )z)> n}

isaro edok.

m{ZEQ:‘(R}zk)f)(z)hn}:o( n), n—
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miinasibating asasan

m(c,)=0(/n), n >

olar. (3.3.3) barabarsizliyi vo (3.3.7) ayrilisindan alariq ki,

50)< Hg(z>(Rg>f)(z)|dm [RYf Xz)dm(z) <

T.Noy, Tﬂa

”( sl Xz)(dm Yo, )(z)(dm HR (CD — @ )(z)‘dm

<[ o) [RE11T ok (i”+[mwn)-i(Rg@:)z(z)dm(z)r+dk-ans

— q1/2

Bu i1s9 onu gostarir ki,

lims® =0 (3.3.16)

borabarliyi édonilir. g(z)-(R¥f)z) funksiyasi iigiin (1.3.1) sorti teorem 3.2.1-0
asason Odonilir. Onda (3.3.14), (3.3.15) vo (3.3.16) boraborliklorindon (3.3.13)

borabarliyinin 6donildiyini alariq.
(3.3.8) vo (3.3.13) borabarliklorindon isa (3.3.2) borabarliyi alinir. Teorem isbat
olundu.

Natico 3.3.1. Forz edak ki, QO — sarhadi Lyapunov ayrisi olan mohdud oblastdir
vo felL(Q).Onda (Rg‘) f XZ) funksiyas1 Q oblastinda A-inteqrallanandir vo

(A i( 'f Jz)dm(z) = (—2) [ £ (2)RV1)z)dml(z) (3.3.17)

Q

boraborliyi 6donilir.
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Isbati. Dogrudan da, Q — sorhodi Lyapunov oyrisi olan mohdud oblast
oldugundan g(z)sl gotiirsak, (Rg‘)gXZ) funksiyas1 da mohdud olar (bax: [5]), onda

teorem 3.3.1-0 osason alariq ki, (Rg(zk)fXZ) funksiyas1 () oblastinda A-

inteqrallanandir vo (3.3.17) baraborliyi 6donilir. Notico isbat olundu.
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NOTIiCO

Dissertasiya isi harmonik analizin osas inteqral ¢evirmoalorindon olan Alfors-
Beurling vo Riss ¢evirmolorinin xassolorinin todqiqins hosr olunmusdur.
Dissertasiyada asagidaki asas elmi naticalor alinmigdar:

- kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin, habels
sinqulyar hissasi atomar diskret 6l¢ii olan sonlu kompleks olgiilorin Alfors-Beurling
cevirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifads edilorok mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin, habelo sinqulyar hissosi atomar diskret 6l¢ii olan
sonlu kompleks oOl¢iilorin modifikasiya olunmus Alfors-Beurling ¢evirmasi ticiin Riss
boraborliyinin analoqu isbat olunmusdur;

- RY fozasinda Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin Riss ¢evirmosinin
paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifado edilorok mohdud oblastda Lebeq
monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus Riss ¢evirmasi {li¢iin Riss
borabarliyinin analoqu isbat olunmusdur;

- kompleks miistovido Lebeq monada inteqrallanan funksiyalarin kompleks
Riss ¢evirmasinin paylanma funksiyasinin asimptotikalar1 verilmisdir;

- imumilosmis inteqral anlayislarindan istifads edilorok mohdud oblastda Lebeq

monada inteqrallanan funksiyalarin modifikasiya olunmus kompleks Riss ¢evirmasi

liclin Riss baraborliyinin analoqu isbat olunmusdur.
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