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GİRİŞ 

 

Mövzunun aktuallığı və işlənmə dərəcəsi.  

Dissertasiya işi harmonik analizin əsas inteqral çevirmələrindən olan Alfors-

Beurlinq və Riss çevirmələrinin xassələrinin tədqiqinə həsr olunmuşdur. Fizika və 

mexanikanın bir çox məsələlərinin  gətirildiyi xüsusi törəməli diferensial tənliklərin 

həlli zamanı istifadə olunan potensiallar əsasən sinqulyar inteqral operatorlar olurlar 

ki, onların da əsasını adlarını yuxarıda qeyd etdiyimiz inteqral çevirmələri təşkil edir. 

Bu isə dissertasiya mövzusunun kifayət qədər aktual və praktiki əhəmiyyətə malik 

olduğunu göstərir. 

Alfors-Beurlinq çevirməsi ikidəyişənli kvadratik formanın kanonik şəklə 

gətirilməsi məsələsi və kompleks müstəvidə kvazikonform inikasların qurulması 

məsələləri zamanı yaranmışdır. Belə ki, bu məsələlər Beltrami diferensial tənliklər 

sisteminə gətirilərək həll edilir. L.Ahlfors (bax: [54]) göstərmişdir ki, Beltrami 

diferensial tənliklər sisteminin kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyaların Koşi inteqralı şəklində göstərilən həlli var və axtarılan funksiya Alfors-

Beurlinq çevirməsi vasitəsilə verilən inteqral tənliyin həllidir. Bu inteqral tənliyin 

həllinin varlığı isə Alfors-Beurlinq çevirməsini müəyyən funksiyalar sinfində 

məhdudluğundan və xassələrindən asılıdır (bax: [19, 54, 75, 100]).  

Riss çevirməsi isə Hilbert çevirməsinin çoxölçülü analoqu olub, Furye 

çevirməsinın tətbiqi zamanı və elliptik tip xüsusi törəməli diferensial tənliklər üçün 

qoyulmuş Dirixle məsələsinin və Neyman məsələsinin həlli zamanı geniş istifadə 

olunur (bax: [42, 51, 75, 91, 94, 111, 115]). 

İlk dəfə analitik funksiyalar üçün Riman və Hilbert sərhəd məsələlərinin həlli 

və Furye sıralarının yığılması məsələlərindən qarşıya çıxan birölçülü sinqulyar 

inteqral operator olan Hilbert çevirməsinin kvadratı ilə inteqrallanan funksiyalar 

fəzasında məhdudluğu D.Hilbert tərəfindən 1905-ci ildə göstərilmişdir (bax [120]). 

Sonralar, 1922-ci ildə A.Plessner tərəfindən Lebeq mənada inteqrallanan funksiyalar 

üçün Hilbert çevirməsinin sanki hər yerdə varlığı isbat olunduqdan sonra (bax [77]), 

1928-ci ildə M.Riss tərəfindən Hilbert çevirməsinin ixtiyari  p1  üçün pL  
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fəzasında məhdudluğu isbat edilmişdir (bax: [110]). 1=p  halında isə Hilbert 

çevirməsi 1L  fəzasından 1L  fəzasına təsir etmir, daha dəqiq desək, Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyanın Hilbert çevirməsi Lebeq mənada inteqrallanan olmaya da 

bilər. A.Kolmoqorov (bax: [97]) göstərmişdir ki, 1=p  halında isə Hilbert çevirməsi 

1L  fəzasından zəif 1L  fəzasına təsir edir. A.Plessner və M.Rissin isbat üsulları 

kompleks analizin metodlarına əsaslandıqlarından bu üsullar çoxölçülü sinqulyar 

inteqral operatorların, o cümlədən geniş tətbiqləri olan Alfors-Beurlinq və Riss 

çevirmələrinin tədqiqinə imkan vermir. Bu məqsədlə ilk dəfə N.Luzin tərəfindən 

məsələ qoyuldu ki, Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Hilbert çevirməsinin 

varlığı və Hilbert çevirməsinin pL ,  p1  fəzalarında məhdudluğunu həqiqi 

analizin metodları vasitəsilə isbat etmək olarmı. Bu məsələ E.Titçmarş  [112] 

tərəfindən öz həllini tapdı. E.Titçmarşın isbat metodunu təkmilləşdirərək 1952-ci ildə 

A.Kalderon və A.Ziqmund (bax: [78, 111]) çoxölçülü halda Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyaların sinqulyar inteqrallarının sanki hər yerdə varlığını, 

çoxölçülü sinqulyar inteqral operatorların, o cümlədən Alfors-Beurlinq və Riss 

çevirmələrinin pL ,  p1  fəzalarında məhdudluğunu, 1=p  halında isə 1L  

fəzasından zəif 1L  fəzasına təsir etdiyini göstərdilər. Sonralar isə R.Hunt, 

B.Muckenhoupt, R.Wheeden [92], F.Chiarenza, M.Frasca [79],   J.Peetre [107], 

D.R.Adams [52, 53], R.Coifman [81, 82],  E.Stein, G.Weiss [42], C.Fefferman [89], 

A.Cianchi [80], E.Nakai [101, 102], S.Samko [74, 85, 90, 94], V.Kokilashvilli [94-

96], R.Banuelos, P.Janakiraman [76], V.Cruz, X.Tolsa [83], T.Iwaniec [93], V.Cruz, 

J.Mateu, J.Orobitg [84], E.Doubtsov, A.V.Vasin [86], O.Dragicevic [87], H.Kwok-

Pun [98], M.Prats [108], X.Tolsa [113], Z.Guo, P.Li, L.Peng [119], A.V.Vasin [116]  

və digər tədqiqatçılar sinqulyar inteqral operatorların, o cümlədən Alfors-Beurlinq və 

Riss çevirmələrinin çəkili Lebeq, Orliç, Morri, Sobolev, Besov, Kampanato, Hölder 

və s. funksional fəzalarda məhdudluğu və digər xassələrini tədqiq etmişlər. 

Azərbaycan riyaziyyatçılarından bu sahədə A.Ə.Babayev [1, 11], İ.А.Əliyev, 

А.C.Hacıyеv [5], S.К.Аbdullayev [1-3], V.S.Quliyev [55, 85, 90], R.М.Rzayev [36], 
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C.H.Həsənov [74, 90], R.Mustafaev [55] və digər tədqiqatçıların işlərini qeyd etmək 

olar. 

Qeyd etdiyimiz kimi Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Alfors-

Beurlinq və Riss çevirmələri ümumiyyətlə götürsək Lebeq mənada inteqrallanan 

olmadıqlarından Lebeq mənada inteqral anlayışından istifadə etməklə 1L  fəzasından 

olan funksiyaların Alfors-Beurlinq və Riss çevirmələrini tam tədqiq etmək mümkün 

deyil. 1929-cu ildə E.Titçmarş [112]  tərəfindən Q - və Q -inteqral anlayışları daxil 

edildi. Bu məqalədə E.Titçmarş göstərmişdir ki, Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyaların Furye sıralarına qoşma triqonometrik sıraları tədqiq edərkən Lebeq 

inteqralının ümumiləşməsi olan Q -inteqral daha təbii nəticələr verir. Lakin həqiqi və 

kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinə Q - və Q -inteqral anlayışlarının 

tətbiqini çətinləşdirən əsas fakt bu inteqralların funksiyalara nəzərən additivlik 

xassəsini ödəməmələridir, yəni iki funksiyanın Q -inteqrallanmasından onların 

cəminin də Q -inteqrallanan olması alınmır. Bundan əlavə cəm Q -inteqrallanan olsa 

belə cəmin inteqralı inteqrallar cəminə bərabər olmaya da bilər. Lakin  ba;  

parçasında ölçülən funksiyaların Q -inteqralının (Q -inteqralının) tərifinə 
 

           ,          +→  
 

şərtini əlavə etsək, onda Q - və Q -inteqral anlayışları üst-üstə düşər və alınan 

funksiyalar sinfində funksiyalara nəzərən additivlik şərtini ödəyərlər, burada m  –  

çoxluğun Lebeq ölçüsüdür (bu halda f  funksiyası  ba;  parçasında A -inteqrallanan, 

Q -inteqralın qiyməti isə f  funksiyasının A -inteqralı adlanır).  

A-inteqralın xassələri və tətbiqləri P.L.Ulyanovun [43-49], Yu.S.Oçanın [35], 

İ.L.Bondinin [12-17], T.P.Lukaşenkonun [31-34, 99], İ.A.Vinoqradovanın [20-27], 

F.S.Vaxerin [18], Q.A.Xuskivadzenin [50], K.Yonedanın [117, 118], V.İ.Rıbakovun 

[37], O.D.Çeretelinin [114], V.A.Skvorçovun [41], A.B.Aleksandrovun [4], 

A.V.Rıbkinin [38, 109], T.S.Səlimovun [39], А.A.Saiyadın [8-10] və digər 

müəlliflərin, Q  və Q -inteqralların xassələri və tətbiqləri isə E.Titçmarşın [112], 
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T.S.Səlimovun [40, 56], M.P.Yefimovanın [28-30] və R.Ə.Əliyevin [6,7, 56-68] 

işlərində ətraflı tədqiq olunmuşdur. 

Dissertasiya işində Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə kompleks 

müstəvidə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin 

Alfors-Beurlinq və modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirmələrinin, habelə 

Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss və kompleks Riss çevirmələrinin 

paylanma funksiyalarının asimptotikaları verilmiş və Lebeq inteqralının 

ümumiləşməsi olan A-, Q - və Q -inteqral anlayışlarından istifadə edilərək bu 

çevirmələr üçün Riss bərabərliklərinin analoqları alınmışdır.  

Tədqiqatın obyekt və predmeti.  

Alfors-Beurlinq çevirməsi, Riss çevirməsi, kompleks Riss çevirməsi. 

Tədqiqatın məqsəd və vəzifələri.  

Dissertasiya işinin əsas məqsədi Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

Alfors-Beurlinq, Riss və kompleks Riss çevirmələrinin paylanma funksiyalarının 

asimptotikalarını vermək, Lebeq inteqralının ümumiləşməsi olan inteqral 

anlayışlarından istifadə etməklə modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq, Riss və 

kompleks Riss çevirmələrinin xassələrini tədqiq edib, onlar üçün Riss bərabərliyinin 

analoqlarını almaqdır. 

Tədqiqat metodları.  

Dissertasiya işində həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinin, 

sinqulyar inteqral operatorlar nəzəriyyəsinin və funksional analizin metodlarından 

istifadə edilmişdir. 

Müdafiəyə çıxarılan əsas müddəalar.  

1. Kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə 

sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları, məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan 

sonlu kompleks ölçülərin modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu; 

2. dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsinin 
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paylanma funksiyasının asimptotikaları, məhdud oblastda Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu; 

3. Kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların kompleks 

Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları, məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi 

üçün Riss bərabərliyinin analoqu. 

Tədqiqatın elmi yeniliyi. Dissertasiyada aşağıdakı əsas nəticələr alınmışdır: 

         - kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə 

sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan 

sonlu kompleks ölçülərin modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur; 

- dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsinin 

paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur; 

- kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların kompleks 

Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi 

üçün Riss bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur. 

Tədqiqatın nəzəri və praktiki əhəmiyyəti.  

Dissertasiyanın nəticələri əsasən nəzəri xarakter daşıyır. Dissertasiya işində 

alınan nəticələrdən xüsusi törəməli diferensial tənliklərin, riyazi fizikanın və 

mexanikanın müxtəlif məsələlərinin həlli zamanı istifadə oluna bilər. 
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Aprobasiyası və tətbiqi.  

Dissertasiya işinin əsas nəticələri Xəzər Universitetinın “Riyaziyyat” 

departamentinin (rəhb. r.ü.f.d. Ə.Hüseynli) elmi seminarlarında, BDU-nun “Riyazi 

analiz” kafedrasının (rəhb. prof. S.S.Mirzəyev) elmi seminarlarında, AMEA RMİ-nin  

“Funksiyalar nəzəriyyəsi” şöbəsinin (rəhb. r.e.d. V.E.İsmayılov)  elmi seminarlarında 

müzakirə edilmişdir. Bundan əlavə dissertasiyada alınmış nəticələr aşağıdakı 

beynəlxalq elmi konfranslarda məruzə edilmişdir: “Operators, Functions, and 

Systems of Mathematical Physics Conference” adlı beynəlxalq elmi konfranslarda 

(Bakı,  2018, 2019) (bax: [70, 106]), “Complex Analysis, Mathematical Physics and 

Nonlinear Equations” adlı beynəlxalq elmi konfransda (Ufa, Rusiya, 2021) (bax: 

[73]). 

Alınan nəticələr həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsində 

tətbiq edilə bilər. Alınan nəticələrdən kompleks müstəvidə kvazikonform inikasların 

qurulması zamanı, ikidəyişənli kvadratik formanın kanonik şəklə gətirilməsi 

məsələlərində və elliptik tip xüsusi törəməli diferensial tənliklərin həllinə gətirilən 

riyazi fizika və mexanika məsələlərinin həlli zamanı istifadə oluna bilər. 

Nəşrlər. 

- Azərbaycan Respublikası Prezidenti yanında AAK tərəfindən tövsiyyə olunan 

elmi nəşrlərdə – 6 (bax: [69, 71, 72, 103-105]) (o cümlədən Beynəlxalq bazalara 

daxil olan elmi nəşrlərdə – 3 (bax: [69, 71, 72]); həmmüəllifsiz – 3 (bax: [103-105])). 

 - Tezislər – 3 (bax: [70, 73, 106])  (o cümlədən nəticələri xaricdə dərc olunan 

– 1 (bax: [73])).  

Dissertasiya işinin yerinə yetirildiyi təşkilatın adı. Dissertasiya işi Xəzər 

Universiteti “Təbiət elmləri, Sənət və Texnologiya yüksək təhsil” fakültəsinin 

“Riyaziyyat” departamentində yerinə yetirilmişdir. 

Dissertasiyanın struktur bölmələrinin ayrılıqda həcmi qeyd olunmaqla 

dissertasiyanın işarə ilə ümumi həcmi. Titul səhifəsi - 318 işarə, mündəricat – 1390 

işarə, giriş - 30761 işarə, üç fəsildən ( I fəsil - 64000 işarə, II fəsil - 42000 işarə, III 

fəsil - 38000 işarə), nəticə - 1246 işarə. Dissertasiyanın ümumi həcmi - 177715 

işarədən ibarətdir. 
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          Dissertasiya işinin qısa məzmunu ilə tanış olaq. Dissertasiya işi giriş, üç fəsil, 

nəticə və ədəbiyyat siyahısından ibarətdir. 

Birinci fəsil Alfors-Beurlinq çevirməsinin xassələrinə həsr olunmuşdur. Bu 

fəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə 

sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları alınmış və Lebeq inteqralının 

ümumiləşməsi olan inteqral anlayışlarından istifadə edilməklə məhdud oblastda 

Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə sinqulyar hissəsi atomar diskret 

ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi 

üçün Riss bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur. 

Fərz edək ki, kompleks müstəvidə 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni 

( )CLf p ,  p1  funksiyası verilmişdir. 

( )( )
( )

( )
( )

 


−
→ −

−=


 wzCw

wdm
wz

wf
zBf

:
20

lim
1

,   Cz  

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. 

Birinci fəslin 1.1 paraqrafında Alfors-Beurlinq çevirməsinin paylanma 

funksiyasının +→  və +→0  olduqda asimptotikaları verilmişdir. 

Teorem 0.1. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda  

( )( )  0:lim =
+→




zBfCzm  

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Teorem 0.2. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda 

( )( )  ( ) ( )=
+→

C

zdmzfzBfCzm 


:lim
0

 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Fərz edək ki,    kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

 


−
→


−

−==





wzw

wdm
wz

wf
zfBzfB

:
20

lim
1

,   z  
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funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi 

deyilir, burada   –   çoxluğunun xarakteristik funksiyasıdır.   

Birinci fəslin 1.2 paraqrafında modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyasının +→  və +→0  olduqda asimptotikaları 

verilmişdir. 

Teorem 0.3. Fərz edək ki, ( ) 1Lf . Onda  

( )( )  0:lim = 
+→




zfBzm  

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Teorem 0.4. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və 

( ) 1Lf . Onda 

( )( )  ( ) ( ) ( )





+→

= zdmzfdzfBzm 


:suplim
0

, 

( )( )  ( ) ( ) ( )



+→

= zdmzfdzfBzm 


:inflim
0

 

 

asimptotik bərabərlikləri ödənilir, burada 

 

( )
( )( )

( )( )rUm

rUm
d

r ;0

;0
suplim


=

+→

 ,    ( )
( )( )

( )( )rUm

rUm
d

r ;0

;0
inflim


=

+→


. 

 

C  məhdud oblastında ölçülən kompleks qiymətli f  funksiyası üçün 

( )  ( )  ( )zfzfzf
n

n
== ,                    ( ) nzf   olduqda, 

( )  ( )zfnzf
n

sgn= ,  ( )  0=
n

zf ,      ( ) nzf   olduqda, 

işarə edək, burada Nn , www=sgn , 0w  olduqda və 00sgn = . 

1929-cu ildə E.Titçmarş [112] tərəfindən   oblastında ölçülən funksiyalar 

üçün Q - və Q -inteqral anlayışları daxil edilmişdir. 

Tərif 0.1. Əgər sonlu 
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( )  ( )


→
zdmzf

n
n
lim  (uyğun olaraq ( )  ( )


→

zdmzf
n

n
lim ) 

 

limiti varsa, onda f  funksiyasına   oblastında Q -inteqrallanan (uyğun olaraq Q -

inteqrallanan) funksiya deyilir və ( )Qf  ( )( )Qf  kimi işarə olunur. Bu lmitin 

qiyməti isə f  funksiyasının  Q -inteqralı (Q -inteqralı) adlanır və 

( ) ( ) ( )


zdmzfQ     ( ) ( ) ( )







 


zdmzfQ  

kimi işarə olunur. 

 E.Titçmarş göstərmişdir ki, Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Furye 

sıralarına qoşma sıraları tədqiq edərkən Q -inteqral daha təbii nəticələr verir. Lakin 

həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinə Q -inteqral və Q -inteqral 

anlayışlarının tətbiqini çətinləşdirən fakt bu inteqralların funksiyalara nəzərən 

additivlik xassəsini ödəməməsidir, yəni iki funksiyanın Q -inteqrallanmasından (Q -

inteqrallanmasından) onların cəminin də Q -inteqrallanan (Q -inteqrallanan) olması 

alınmır. Bundan əlavə cəm Q -inteqrallanan (Q -inteqrallanan) olsa belə cəmin 

inteqralı inteqrallar cəminə bərabər olmaya da bilər. Lakin Q -inteqralın (Q -

inteqralın) tərifinə 

( )  ( ) 1: ozfzm = ,       +→                        (0.1) 

 

şərtini əlavə etsək, onda Q - və Q -inteqral anlayışları üst-üstə düşər və alınan 

funksiyalar sinfində funksiyalara nəzərən additivlik şərtini ödəyərlər. 

Tərif 0.2. Əgər f  funksiyası   oblastında Q -inteqrallanandırsa (və ya Q -

inteqrallanandırsa) və (0.1) şərti ödənilərsə, onda f  funksiyasına   oblastında A -

inteqrallanan funksiya deyilir və ( ) Af  kimi işarə olunur. Bu halda 

( )  ( )


→
zdmzf

n
n
lim  (və ya ( )  ( )


→

zdmzf
n

n
lim ) limitinin qiyməti isə f  funksiyasının  

A-inteqralı adlanır və 

( ) ( ) ( )


zdmzfA  
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kimi işarə olunur. 

Birinci fəslin 1.3 paraqrafında C  məhdud oblastında Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyanın Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss bərabərliyinin analoqu 

isbat olunmuşdur. 

 Teorem 0.5. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə məhdud oblastdır, 

( ) 1Lf  və ( )zg  funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, 

( )( )zgB  funksiyası da   oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )zfBzg   funksiyası   

oblastında A-inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 = zdmzgBzfzdmzfBzgA  

bərabərliyi ödənilir. 

Nəticə 0.1. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblastdır 

və  ( ) 1Lf . Onda  ( )( )zfB  funksiyası   oblastında A-inteqrallanandır və 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 = zdmzBzfzdmzfBA 1  

bərabərliyi ödənilir. 

 Birinci fəslin 1.4 yarımfəslində isə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan 

sonlu kompleks ölçünün Alfors-Beurlinq çevirməsinin xassələri öyrənilmişdir. 

Tərif 0.3. Fərz edək ki, CX   çoxluğu verilmişdir. Əgər elə 0  ədədi 

varsa ki, ixtiyari Xyx ,  elementləri üçün − yx  bərabərsizliyi ödənilir, onda 

X  çoxluğuna atomar çoxluq deyəcəyik. 

 Aydındır ki, atomar çoxluğun ən çoxu hesabi sayda elementi var. 

 Tərif 0.4. Əgər kompleks müstəvidə verilmiş   ölçüsü atomar çoxluqda 

cəmlənibsə, onda ona atomar diskret ölçü deyəcəyik. 

 Kompleks müstəvidə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu 

kompleks ölçülər çoxluğunu aM  ilə işarə edəcəyik. 

 Tərif 0.5. Fərz edək ki, aM   ölçüsü verilmişdir. 

( )( )
( )

( ) 


−
→ −

−=









wzCw wz

wd
zB

:
20

lim
1

,   Cz  

funksiyasına   ölçüsünün Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. 
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 Aydındır ki, ixtiyari aM  ölçüsünün Alfors-Beurlinq çevirməsi sanki hər bir 

Cz  nöqtəsində təyin olunub və əgər 

 

( ) ( ) ( ) ( )zdzdmzfzd s += ,   
JjjzX


==ssupp ,  ( ) jjs z  = , Jj  

 

olarsa, onda sanki hər yerdə 

( )( ) ( )( )
( )

 −
−=

Jj j

j

zz
zBfzB

2

1 


  

olar, burada s    ölçüsünün sinqulyar hissəsidir. 

 Teorem 0.6. Fərz edək ki, aM . Onda 

( )( )  szBCzm 


=
+→

:lim  

asimptotik bərabərliyi ödənilir, burada s    ölçüsünün sinqulyar hissəsi, s  isə s  

ölçüsünün tam variasiyasıdır. 

Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır.   oblastında 

cəmlənmiş, sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülər 

çoxluğunu ( )aM  ilə işarə edəcəyik. ( ) aM  ölçüsü üçün 

 

( )( )
( )

( ) 


−
→


−

−=









wzw wz

wd
zB

:
20

lim
1

,   Cz  

 

funksiyasına   ölçüsünün modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. 

Teorem 0.7. Fərz edək ki,   – kompleks müstəvidə sərhədi Lyapunov əyrisi 

olan məhdud oblastdır və ( ) aM . Əgər g  funksiyası   oblastının qapanmasında 

Hölder mənada kəsilməz funksiyadırsa, onda ( )( ) ( )zgzB   funksiyası   oblastında 

Q -inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )






 = zdzgBzdmzBzgQ   

bərabərliyi ödənilir. 
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Nəticə 0.2. Fərz edək ki,   – kompleks müstəvidə sərhədi Lyapunov əyrisi 

olan məhdud oblastdır və ( ) aM . Əgər g  funksiyası   oblastının qapanmasında 

Hölder mənada kəsilməz funksiyadırsa, onda ( )( ) ( )zgzB   funksiyası   oblastında 

Q -inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )






 = zdzgBzdmzBzgQ   

bərabərliyi ödənilir. 

İkinci fəsil Riss çevirməsinin xassələrinə həsr olunmuşdur. Bu fəsildə dR  

fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsinin paylanma 

funksiyasının asimptotikaları alınmış və Lebeq inteqralının ümumiləşməsi olan 

inteqral anlayışlarından istifadə edilməklə məhdud oblastda Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur. 

 Fərz edək ki, dR  fəzasında 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni ( )d

p RLf  , 

 p1  funksiyası verilmişdir. 

 

( )( ) ( ) ( )
 


−

+→ −

−
=





yxRy

d

jj

dj
d

dyyf
yx

yx
xfR

:

10
lim ,  dj ....,2,1  

 

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının j -ci dəyişənə nəzərən Riss çevirməsi deyilir, 

burada ( )

( )( )
( ) 21

21
+

+
=

dd

d


 , ( ) 

+
−−=

0

1 dtetz tz  isə Eylerin Qamma funksiyasıdır. 

İkinci fəslin 2.1 paraqrafında Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının 

+→  və +→0  olduqda asimptotikaları verilmişdir. 

Teorem 0.8. Fərz edək ki, ( )dRLf 1 . Onda  

( )( )  0:lim =
+→




xfRRxm j

d  

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Teorem 0.9. Fərz edək ki, ( )dRLf 1 . Onda 
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( )( )  ( ) ( ) ( )=
+→

dR

ddj

d dxxfxfRRxm 


:lim
0

 

 

asimptotik bərabərliyi ödənilir, burada ( ) ( )








 −










−
=

2

1

2!!1

2
d

d

d
dd


  və 







 −

2

1d
 ilə 

2

1−d
 

ədədinin tam hissəsi işarə olunub. 

Fərz edək ki,    dR  fəzasında verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
 


−

+→


−

−
==





yxy

d

jj

djj dyyf
yx

yx
xfRxfR

:
10

, lim , dj ...,,2,1= ,   z  

 

funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi deyilir. 

İkinci fəslin 2.3 paraqrafında C  məhdud oblastında Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyanın Riss çevirməsi üçün Riss bərabərliyinin analoqu isbat 

olunmuşdur. 

Teorem 0.10. Fərz edək ki, dR  məhdud oblastdır, ( ) 1Lf  və ( )zg  

funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, ( )( )xgR j ,  funksiyası da 

  oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )xfRxg j  ,  funksiyası   oblastında A -

inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )






 −= dxxgRxfdxxfRxgA jj ,,  

bərabərliyi ödənilir. 

Nəticə 0.3. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov səthi olan məhdud oblastdır və  

( ) 1Lf . Onda  ( )( )xfR j ,  funksiyası   oblastında A -inteqrallanandır və 

( ) ( )( ) ( )( )( )







−= dxxRxfdxxfRA jj 1,,  

bərabərliyi ödənilir. 

Üçüncü fəsil kompleks Riss çevirməsinin xassələrinə həsr olunmuşdur. Bu 

fəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların kompleks Riss 
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çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları alınmış və Lebeq inteqralının 

ümumiləşməsi olan inteqral anlayışlarından istifadə edilməklə məhdud oblastda 

Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş kompleks Riss 

çevirməsi üçün Riss bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur. 

Fərz edək ki, kompleks müstəvidə 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni 

( )CLf p ,  p1  funksiyası verilmişdir. İxtiyari Zk , 0k  üçün 

 

( )( )( )
( )

( ) ( )
 


−

+→ −

−
=


 wzCw

k

k

k

k wdmwf
wz

wz

i

k
zfR

:
20

lim
2

,   Cz  

 

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının k  tərtibli kompleks Riss çevirməsi deyilir. 

0=k  halında ( )0R  olaraq eynilik operatoru götürülür: ( ) IR =0 . 2=k  halında isə 

kompleks Riss çevirməsi Alfors-Beurlinq çevirməsi ilə üst-üstə düşür. Buna görə də 

kompleks Riss çevirməsinə Alfors-Beurlinq çevirməsinin ümumiləşməsi kimi baxa 

bilərik. 

Üçüncü fəslin 3.1 paraqrafında kompleks Riss çevirməsinin paylanma 

funksiyasının +→  və +→0  olduqda asimptotikaları verilmişdir. 

Teorem 0.11. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda  

( )( )( )  0:lim =
+→




zfRCzm k  

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Teorem 0.12. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda 

( )( )( )  ( ) ( )=
+→

C

k zdmzf
k

zfRCzm
2

:lim
0




 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

Fərz edək ki,    kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( )( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )
 


−

+→


−

−
==





wzw

k

k

k

kk wdmwf
wz

wz

i

k
zfRzfR

:
20

lim
2

,   z  
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funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi deyilir.   

Üçüncü fəslin 3.3 paraqrafında C  məhdud oblastında Lebeq mənada 

inteqrallanan funksiyanın kompleks Riss çevirməsi üçün Riss bərabərliyinin analoqu 

isbat olunmuşdur. 

Teorem 0.13. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə məhdud oblastdır, 

( ) 1Lf  və ( )zg  funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, 

( )( )( )zgR k

  funksiyası da   oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )( )zfRzg k

  funksiyası 

  oblastında A-inteqrallanandır və 

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 −= zdmzgRzfzdmzfRzgA kkk 1  

bərabərliyi ödənilir. 

Nəticə 0.4. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblastdır 

və  ( ) 1Lf . Onda  
( )( )( )zfR k

  funksiyası   oblastında A -inteqrallanandır və 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 −= zdmzRzfzdmzfRA kkk 11  

bərabərliyi ödənilir. 
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I FƏSİL 

 

ALFORS-BEURLİNG ÇEVİRMƏSİ VƏ ONUN BƏZİ XASSƏLƏRİ 

 

 Fərz edək ki, kompleks müstəvidə 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni 

( )CLf p ,  p1  funksiyası verilmişdir. 

 

( )( )
( )

( )
( )

 


−
→ −

−=


 wzCw

wdm
wz

wf
zBf

:
20

lim
1

,   Cz  

 

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. Alfors-

Beurlinq çevirməsi kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsində mühüm əhəmiyyət 

daşıyan operatorlardan biridir. Ona bəzən kompleks müstəvidə “Hilbert çevirməsi” 

də deyilir. [54, 75, 84, 100] işlərində göstərilmişdir ki, Alfors-Beurlinq çevirməsi 

kvazikonform inikas nəzəriyyəsində, eləcə də kəsilən əmsallı Beltrami diferensial 

tənliyinin həlli zamanı mühüm rol oynayır. 

 Sinqulyar inteqral operatorlar nəzəriyyəsindən məlumdur ki (bax: [111]), 

 p1  olduqda Alfors-Beurlinq çevirməsi ( )CLp  fəzasında məhdud operatordur, 

yəni bu halda ( )CLf p  münasibətindən ( ) ( )CLfB p  münasibətinin ödənilməsi 

alınır və yalnız 1p  ədədindən asılı olan elə 0pC  sabit ədədi var ki, ixtiyari 

( )CLf p  üçün 

( ) ( )CLpCL pp

fCBf                                                   (1.0.1) 

bərabərsizliyi ödənilir.  

1=p  halında, yəni ( )CLf 1  olduqda isə yalnız 

 
 

( )( ) 
( )CL

f
C

zBfCzm
1

1:


  ,  0                              (1.0.2) 
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şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir, burada m  çoxluğun Lebeq ölçüsü, 1C   f  

funksiyasından asılı olmayan sabit,  ( )( )  zBfCzm : , 0  isə f  

funksiyasının Alfors-Beurlinq çevirməsinin paylanma funksiyasıdır. 

[76, 83, 84, 86, 87, 93, 98, 108, 113, 116] məqalələrində B  operatorunun digər 

funksional fəzalarda (Sobolev, Besov, Kampanato, Morri və s.) məhdudluğu 

araşdırılmışdır. 

Biz bu fəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

Alfors-Beurlinq çevirmələrinin paylanma funksiyalarının +→  və +→0  

olduqda asimptotikalarını verəcəyik, Lebeq inteqralının ümumiləşməsi olan, 

E.Titchmarsh tərəfindən daxil edilən  A-inteqral və Q -inteqral anlayışlarından  

istifadə edərək modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqlarını isbat edəcəyik. 

 

 

1.1. Kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

Alfors-Beurlinq çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları 

 

Biz bu yarımfəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyaların Alfors-Beurlinq çevirməsinin paylanma funksiyasının +→0  və 

+→  şərti daxilində asimptotikalarını tədqiq edəcəyik. 

Teorem 1.1.1. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda  

 

( )( )  0:lim =
+→




zBfCzm                                         (1.1.1) 

 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. ( )CLf 1  olduğundan Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzlik xassəsinə 

əsasən ixtiyari 0  ədədi üçün elə Nn  və 0r  ədədləri tapa bilərik ki, 



20 

 

 
( )

141 C
ff

CL

n

r


−                                                   (1.1.2) 

bərabərsizliyi ödənilir, burada 

  ( )   ( )( )( )zfzf rU

nn

r ;0= , 

( )  ( )zfzf
n
= ,  ( ) nzf   olduqda,  ( )  0=

n
zf ,  ( ) nzf   olduqda, 

( )( )( )zrU ;0  isə ( )  rzCzrU = :;0  dairəsinin xarakteristik funksiyasıdır. 

(1.0.2) və (1.1.2) bərabərsizliklərindən alarıq ki, ixtiyari 0  ədədi üçün 

 

 ( )( )  
( ) 







2

2

2
:

1

1 −








−
CL

n

r

n

r
ff

C
zffBCzm                       (1.1.3) 

 

ödənilir.   ( )zf
n

r  funksiyası kompleks müstəvidə məhdud funksiya olduğundan 

( )CLf 1  münasibətindən alınır ki, ixtiyari 1p  üçün   ( )CLf p

n

r
  münasibəti 

ödənilir. Alfors-Beurlinq çevirməsinin yuxarıda qeyd etdiyimiz xassəsinə əsasən 

ixtiyari 1p  üçün   ( )CLfB p

n

r
  olar. 

 

( )   ( ) ( )( )( )zzfBzF rU

n

r 2;01 = ,    ( )   ( ) ( )( )( )zzfBzF rUC

n

r 2;0\2 =  

 

işarə edək.  n
r

f  funksiyasının Alfors-Beurlinq çevirməsini 

  ( ) ( ) ( )zFzFzfB
n

r 21 +=  

şəklində göstərə bilərik. ( )zF1  funksiyası ( )rU 2;0  qapalı dairəsində, ( )zF2  funksiyası 

isə ( )rUC 2;0\  çoxluğunda cəmlənib. İxtiyari 1p  üçün   ( )CLfB p

n

r
  

münasibətindən ( ) ( )CLzF p1  münasibətinin də ödənildiyi alınır. ( )zF1  funksiyası 

məhdud çoxluqda cəmləndiyi üşün ( ) ( )CLzF p1 , 1p  münasibətindən alarıq ki, 

( ) ( )CLzF 11  . Buna görə də 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 
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( )  ( ) ( )
( )  8

4:
4 4:

11

1








 
 zFCz

zdmzFzFCzm                   (1.1.4) 

  

bərabərsizliyi ödəniləcək. Digər tərəfdən, ixtiyari ( )rUCz 2;0\  nöqtəsi üçün 

 

 ( )( )
  ( )

( )
( )


−

 
rU

n

rn

r
wdm

wz

wf
zfB

;0
2

1


 

  ( ) ( )
( )

 
( ) ( )CLCL

n

r

rU

n

r
f

r
f

r
wdmwf

r 1
1

22
;0

2

111


=   

 

bərabərsizliyindən alarıq ki, ( )zF2  funksiyası məhduddur. Buradan və (1.1.4) 

qiymətləndirməsindən alınır ki, 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

  ( )  ( ) 





2
4:2: 1  zFCzmzfBCzm

n

r
            (1.1.5) 

 

olur. İxtiyari 0  ədədi üçün 

 

( )( )    ( )  ( )( )








−









2

:
2

::


 zffBCzzfBCzzBfCz
n

r

n

r
  

 

münasibəti ödənildiyindən (1.1.3) və (1.1.5) qiymətləndirmələrindən alarıq ki, 0  

ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

( )( )  zBfCzm :  

  ( )  ( )( )











=+









−+









222

:
2

: zffBCzmzfBCzm
n

r

n

r  
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bərabərsizliyi ödənilir. Bu isə (1.1.1) asimptotik bərabərliyinin ödənildiyini göstərir. 

Teorem isbat olundu.  

Teorem 1.1.2. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda 

( )( )  ( ) ( )=
+→

C

zdmzfzBfCzm 


:lim
0

                             (1.1.6) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Teoremin isbatına keçməzdən əvvəl aşağıdakı köməkçi lemmanı isbat edək. 

 Lemma 1.1.1. Əgər ( )CLf 1  və ( ) ( ) 0=
C

zdmzf  olarsa, onda 

( )( )  ( ) 1: ozBfCzm = ,    +→ 0                           (1.1.7) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Lemma 1.1.1-in isbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, f  funksiyası müəyyən 

( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib. Bu halda Cz 0  nöqtəsini qeyd etsək, ixtiyari 

0zz   üçün 

( )( )
( )

( )
( )

( ) 

=
−

−= 
−

→


 wzrUw

wdm
wz

wf
zBf

:;0
20

lim
1

 

( )
( )

( )
( ) 

( )
( )

( )
( )

=
−

+
−

−= 
−

→
rUwzrUw

wdm
zz

wf
wdm

wz

wf

;0
2

0:;0
20

1
lim

1

 


 

( )
( ) ( ) ( )( )

( ) ( )
( ) 


−
→










−−
+

−−
−=


 wzrUw

wdmwf
zzwzzzwz

wz
:;0

2

00

20
0

11
lim

1
 

 

bərabərliyindən  00 ,max2 zrrz =  olduqda 

 

( )( ) ( ) ( )
( )

3

0

;0

03

16

z

k
wdmwfwz

z
zBf

rU

=− 


                     (1.1.8) 

 

qiymətləndirilməsini alarıq, burada 

( ) ( )
( )
 −=

rU

wdmwfwzk
;0

00

16


. 
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(1.1.8) qiymətləndirməsindən isə 

( )( )    =












+ 
3

0
0 :::

z

k
CzmrzCzmzBfCzm  

 
32

02

0
3 0

0 :: 







+=









+=





k
r

k
zCzmrzCzm  

 

bərabərsizliyi alınır ki, bu da baxılan halda (1.1.7) asimptotik bərabərliyinin 

ödənildiyini göstərir. 

İndi isə lemmanı ümumi şəkildə isbat edək. ( ) ( ) 0=
C

zdmzf  şərtindən alarıq ki, 

ixtiyari 0  ədədi üçün elə 1f  və 2f  funksiyaları tapa bilərik ki, aşağıdakı şərtlər 

ödənilsin: 

i) 21 fff += ; 

ii)  1f  funksiyası müəyyən ( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib və ( ) ( ) 01 =
C

zdmzf ; 

iii) 2f  funksiyası 
1

2
41 C

f
L


  münasibətini ödəyir, burada 1C  (1.0.2) 

bərabərsizliyindəki sabitdir. 

ii) şərtinə əsasən 1f  funksiyası ( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib 

( ) ( ) 01 =
C

zdmzf  şərtini ödədiyindən lemmanın isbat etdiyimiz hissəsinə əsasən 1f  

funksiyası üşün (1.1.7) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Buna görə də elə ( ) 0  

ədədi var ki, ixtiyari ( ) 0  üçün 

( )( )
22

: 1


 









 zBfCzm                                         (1.1.9) 

bərabərsizliyi ödənilir. Digər tərəfdən iii) şərtinə və (1.0.2) bərabərsizliyinə əsasən 

ixtiyari 0  üçün 

 

( )( )
( ) 2

2
2

:
1

212


 










CL

fCzBfCzm                             (1.1.10) 
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bərabərsizliyi də ödənilir. Onda (1.1.9) və (1.1.10) bərabərsizlikləri və  

 

( )( )  ( )( ) ( )( )


















2

:
2

:: 21


 zBfCzzBfCzzBfCz   

 

münasibətindən alarıq ki, ixtiyari ( ) 0  üçün 

( )( )   zBfCzm :  

( )( ) ( )( ) 





 








+









2

:
2

: 21 zBfCzmzBfCzm  

 

olur. Bu isə onu göstərir ki, (1.1.7) asimptotik bərabərliyi ixtiyari ( )CLf 1  

funksiyası üçün ödənilir. Lemma isbat olundu. 

 Teorem 1.1.2-nin isbatı.  ( ) ( ) 0=
C

zdmzf   halında teoremin hökmü lemma 

1.1.1-dən birbaşa alınır. 

( ) ( ) 0= 
C

zdmzf  

halına baxaq. 

( ) ( )( )( )zzf U 1;01 



= ,      ( ) ( ) ( )zfzfzf 12 −=  

işarə edək, burada ( )( )1;0U  ilə ( )1;0U  vahid dairəsinin xarakteristik funksiyası işarə 

olunub. Onda 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1;0

12 =−=−= 
UCCC

zdmzdmzfzdmzfzdmzf



  

 

olduğundan lemma 1.1.1-ə əsasən  

 

( )( )  ( ) 1: 2 ozBfCzm = ,  +→0                                (1.1.11) 
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asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 2z  nöqtəsi üçün 

 

( )( )
( )

( )( ) ( )21;0
221

1

1

−


−
= 

zwz

wdm
zBf

U 






, 

( )( )
( )

( )( )

( )

( )( )


−

=
−

= 
1;0

22
1;0

221

UU wz

wdm

wz

wdm
zBf








 

( )

( )( )

( )
( )4

2

1;0
22

1

1
Re

+

−
















−
 

z

z

wz

wdm

U 






 

 

bərabərsizlikləri ödənildiyindən ixtiyari 





49
0   üçün 

 

( )( )   
( )

=













−

+ 





21

1

1
:2::

z
CzmzCzmzBfCzm  

2

141:4













++=













++=








 zCzm ,                (1.1.12) 

( )( ) 
( )
( )

=













+

−
 






4

2

1

1

1
:2:

z

z
zmzBfCzm  

( )















−

++=













−

+
=









1

4
3:2

1

1
:2

2

z
zzm

z

z
zm  










477:2

2

−













−













+ zzm                  (1.1.13) 

 

bərabərsizliklərinin ödənildiyini alarıq. (1.1.12) və (1.1.13) bərabərsizliklərindən 

+→0  şərti daxilində limitə keçməklə alarıq ki, 

( )( )  


=
+→

zBfCzm 1
0

:lim                                   (1.1.14) 
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asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 10   üçün 

 

( )( ) ( )  ( )( ) +  zBfCzzBfCz 21 :\1:  

( )( )  zBfCz :  

( )( )  ( )( ) ( )  − 1:: 12 zBfCzzBfCz   

 

münasibətləri və (1.1.11), (1.1.14) asimptotik bərabərliklərinə əsasən alarıq ki, 

  

( )( ) 
+ +→







zBfCzm :inflim

1 0
 

( )( ) 





 −


+→ 1
:suplim

0

zBfCzm  

 

bərabərsizlikləri ödənir. Burada isə 10   ədədi ixtiyari olduğundan alarıq ki, 

(1.1.6) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Teorem isbat olundu.  

 

 

1.2. Modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi 

 

Fərz edək ki,    kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( ) ( )( )
( )

( )
( )

 


−
→


−

−==





wzw

wdm
wz

wf
zfBzfB

:
20

lim
1

,   z  

 

funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi 

deyilir, burada   –   çoxluğunun xarakteristik funksiyasıdar.   p1  olduqda 

Alfors-Beurlinq çevirməsi  ( )CLp  fəzasında məhdud operator olduğundan alarıq ki, 
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modifikasiya olumuş Alfors-Beurlinq çevirməsi də ( )pL  fəzasında məhdud 

operatordur, yəni elə 0pC  sabit ədədi var ki, ixtiyari ( ) pLf  üçün 

( ) ( ) 
pp LpL

fCfB                                              (1.2.1) 

bərabərsizliyi ödənilir. 1=p  halında, yəni ( ) 1Lf  olduqda isə yalnız 

( )( ) 
( ) 

1

1:
L

f
C

zfBzm


 ,   0                             (1.2.2) 

şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir. 

 Teorem 1.1.1-dən nəticə kimi alarıq ki, modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyası üçün aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 1.2.1. Fərz edək ki, ( ) 1Lf . Onda  

 

( )( )  0:lim = 
+→




zfBzm                                     (1.2.3) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

İsbatı. Doğurdan da, ixtiyari ( ) 1Lf  funksiyası üçün modifikasiya olunmuş 

Alfors-Beurlinq çevirməsinin tərifinə və teorem 1.1.1-ə əsasən alarıq ki, 

 

( )( )  ( )( ) = 
+→


+→




zfBCzmzfBzm :lim:lim  

( )( )  0:lim == 
+→




zfBzm . 

 

Buradan isə (1.2.3) asimptotik bərabərliyi alınır. Teorem isbat olundu. 

 C  çoxluğu üçün 

 

( )
( )( )

( )( )rUm

rUm
d

r ;0

;0
suplim


=

+→

 ,    ( )
( )( )

( )( )rUm

rUm
d

r ;0

;0
inflim


=

+→


 

 

işarə edək. Aydındır ki, ixtiyari   çoxluğu üçün 

 

( ) ( ) 10  

 dd  
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bərabərsizliyi ödənilir. Xüsusi halda, əgər   çoxluğu məhduddursa, onda 

( ) ( ) 0== 

 dd  

olar. 

Teorem 1.2.2. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və 

( ) 1Lf . Onda 

 

( )( )  ( ) ( ) ( )





+→

= zdmzfdzfBzm 


:suplim
0

,              (1.2.4) 

( )( )  ( ) ( ) ( )



+→

= zdmzfdzfBzm 


:inflim
0

               (1.2.5) 

 

asimptotik bərabərlikləri ödənilir. 

 İsbatı. ( ) ( ) 0=


zdmzf  halında lemma 1.1.1-ə əsasən 

 

( )( )  ( )( ) = 
+→


+→




zfBCzmzfBzm :inflim:inflim
00

 

( )( )  0:inflim
0

== 
+→




zfBCzm  

 

olduğundan bu halda (1.2.4) və (1.2.5) bərabərlikləri ödənilir. 

( ) ( ) 0=


zdmzf  

halına baxaq.    oblastının ixtiyari 0z  daxili nöqtəsini götürək. Onda elə 00   

ədədi var ki, ( ) 00 ;zU  olar. 

 

( )
( )( ) ( )( )z
zUm

zf zU 00 ;

00

1
;





= ,   ( ) ( ) ( )zfzfzf 12 −=  

 

işarə edək. Onda 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( )
( )

0
;

00 ;00

12 =−=−= 
 




zU

zdm
zUm

zdmzfzdmzfzdmzf  

 

olduğundan yuxarıdakı mühakimələrə əsasən  

( )( )  ( ) 1: 2 ozfBzm =  ,   +→0                            (1.2.6) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 00 2− zz  nöqtəsi üçün 

 

( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )200;

2

00

1

1

;
00 







 −−


−
= 

zzwz

wdm

zUm
zfB

zU

, 

( )( )
( )( )

( )
( )( ) ( )( )

( )

( )( )


−−

=
−

= 

000 ;0
2

000;
2

00

1
;;  







UzU wzz

wdm

zUmwz

wdm

zUm
zfB  

( )( )
( )

( )( )

( )
( )400

2

00

;0
2

000 0

Re
; 











 +−

−−
















−−
 

zz

zz

wzz

wdm

zUm U

 

 

bərabərsizlikləri ödənildiyindən ixtiyari 
2

049
0




   üçün 

 

( )( )   zfBzm 1:  

 
( )

=













−−

+− 





2

00

00

1
:2:

zz
zmzzzm  

=












+−+=



 00

2

0 :4 zzzm  




























+




























+














++=
















00

002

0

2

0

;

;

4

zUm

zUm 

,                (1.2.7) 
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( )( ) 
( )
( )

=













+−

−−
−  










4

00

2

00

001 2::
zz

zz
zzzmzfBzm  

( )
=














−−

+−
−=










00

2

00

00 2:
zz

zz
zzzm  















−−

++−−=





1

4
32:

0

2

0
0000

zz
zzzzzm  














+−−



 0000 72: zzzzzm  

2

0

00

002

0 4

7;

7;

7 















 −




























−




























−














−

zUm

zUm 

          (1.2.8) 

 

bərabərsizliklərinin ödənildiyini alarıq. (1.2.7) və (1.2.8) bərabərsizliklərindən 

+→0  şərti daxilində limitə keçməklə alarıq ki, 

 

( )( )  ( ) 


= 


+→

dzfBzm 1
0

:suplim ,                       (1.2.9) 

( )( )  ( ) 


= 
+→

dzfBzm 1
0

:inflim                       (1.2.10) 

 

asimptotik bərabərlikləri ödənilir. İxtiyari 10   üçün 

 

( )( ) ( )  ( )( ) +  zBfzzBfz 21 :\1:  

( )( )  zBfz :  

( )( )  ( )( ) ( )  − 1:: 12 zBfzzBfz   

 

münasibətləri və (1.2.6), (1.2.9), (1.2.10) asimptotik bərabərliklərinə əsasən alarıq ki, 
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( ) ( )( )  ( )









 −


+
 

+→



1
:suplim

1 0

dzBfzmd , 

( ) ( )( )  ( )









 −


+
 

+→


1
:inflim

1 0
dzBfzmd  

 

bərabərsizlikləri ödənir. Burada isə 10   ədədi ixtiyari olduğundan alarıq ki, 

(1.2.4), (1.2.5) asimptotik bərabərlikləri ödənilir. Teorem isbat olundu. 
 

 

 

1.3. A-inteqral və modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün 

Riss bərabərliyi 

 

C  məhdud oblastında ölçülən kompleks qiymətli f  funksiyası üçün 

( )  ( )  ( )zfzfzf
n

n
== ,                    ( ) nzf   olduqda, 

( )  ( )zfnzf
n

sgn= ,  ( )  0=
n

zf ,      ( ) nzf   olduqda, 

işarə edək, burada Nn , www=sgn , 0w  olduqda və 00sgn = . 

1929-cu ildə E.Titçmarş [112] tərəfindən   oblastında ölçülən funksiyalar 

üçün Q - və Q -inteqral anlayışları daxil edilmişdir. 

Tərif 1.3.1. Əgər sonlu 

( )  ( )


→
zdmzf

n
n
lim  

(uyğun olaraq ( )  ( )


→
zdmzf

n

n
lim ) 

limiti varsa, onda f  funksiyasına   oblastında Q -inteqrallanan (uyğun olaraq Q -

inteqrallanan) funksiya deyilir və ( )Qf  ( )( )Qf  kimi işarə olunur. Bu lmitin 

qiyməti isə f  funksiyasının  Q -inteqralı (Q -inteqralı) adlanır və 

( ) ( ) ( )


zdmzfQ     ( ) ( ) ( )







 


zdmzfQ  
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kimi işarə olunur. 

 [112] məqaləsində E.Titçmarş göstərmişdir ki, Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyaların Furye sıralarına qoşma sıraları tədqiq edərkən Q -inteqral daha təbii 

nəticələr verir. Lakin həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinə Q -

inteqral və Q -inteqral anlayışlarının tətbiqini çətinləşdirən fakt bu inteqralların 

funksiyalara nəzərən additivlik xassəsini ödəməməsidir, yəni iki funksiyanın Q -

inteqrallanmasından (Q -inteqrallanmasından) onların cəminin də Q -inteqrallanan 

(Q -inteqrallanan) olması alınmır. Bundan əlavə cəm Q -inteqrallanan (Q -

inteqrallanan) olsa belə cəmin inteqralı inteqrallar cəminə bərabər olmaya da bilər. 

Lakin Q -inteqralın (Q -inteqralın) tərifinə 

( )  ( ) 1: ozfzm = ,        +→                              (1.3.1) 

şərtini əlavə etsək, onda Q - və Q -inteqral anlayışları üst-üstə düşər və alınan 

funksiyalar sinfində funksiyalara nəzərən additivlik şərtini ödəyərlər. 

Tərif 1.3.2. Əgər f  funksiyası   oblastında Q -inteqrallanandırsa (və ya Q -

inteqrallanandırsa) və (1.3.1) şərti ödənilərsə, onda f  funksiyasına   oblastında A -

inteqrallanan funksiya deyilir və ( ) Af  kimi işarə olunur. Bu halda 

( )  ( )


→
zdmzf

n
n
lim  (və ya ( )  ( )


→

zdmzf
n

n
lim ) limitinin qiyməti isə f  funksiyasının  

A-inteqralı adlanır və 

( ) ( ) ( )


zdmzfA  

kimi işarə olunur. 

Q - və Q -inteqralların xassələri [7, 28-30, 59, 63, 112] işlərində, A -, Q - və 

Q -inteqralların həqiqi və kompleks dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinə tətbiqləri isə 

[6-10, 12-18, 20-27, 31-35, 37-41, 43-50, 56-68, 99, 109, 117, 118] işlərində geniş 

tədqiq olunub. 
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 Sinqulyar inteqral operatorların xassələrinə əsasən (bax, məsələn, [111]) alarıq 

ki, ixtiyari C  ölçülən çoxluğu üçün ( ) pLf , 1p  və ( ) qLg , 1q , 

111 =+ qp  olarsa, onda 

 

( )( )( ) ( )
( ) ( )

( )
( ) ( )

 

=
−

−= 
−

→





 wzzw

zdmwdm
wz

zgwf
zdmzfBzg

:,
20

lim
1

 

( )( )( ) ( )


= zdmzgBzf                                         (1.3.2) 

  

bərabərliyi ödənilir. Bu bərabərliyə Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss bərabərliyi 

(bəzənsə hissə-hissə inteqrallama düsturu) deyilir. Biz bu yarımfəsildə göstərəcəyik 

ki, C  məhdud oblast olarsa, onda ( ) 1Lf  funksiyasının Alfors- Beurlinq 

çevirməsi   oblastında A-inteqrallanandır və (1.3.2) bərabərliyinin analoqu ödənilir. 

 Teorem 1.3.1. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə məhdud oblastdır, 

( ) 1Lf  və ( )zg  funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, 

( )( )zgB  funksiyası da   oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )zfBzg   funksiyası   

oblastında A-inteqrallanandır və 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 = zdmzgBzfzdmzfBzgA                          (1.3.3) 

 

bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. A-inteqral funksiyalara nəzərən additivlik xassəsini ödədiyi üçün fərz 

edə bilərik ki, f  funksiyası   oblastında verilmiş həqiqi funksiyadır, ixtiyari z  

üçün ( ) 0zf  və 

( ) ( )( )  1,max 


zgBzg
z

 

bərabərsizlikləri ödənilir. İxtiyari z  üçün ( ) 0=zf  olduğunu qəbul edəcəyik.  

Teoremin isbatı həqiqi dəyişənli funksiyalar nəzəriyyəsinin köməkliyi ilə 

qoşma funksiyanın varlığının Bezikoviç [77] tərəfindən verilmiş birbaşa isbat üsuluna 
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oxşar qaydada aparılacaq. Qoşma funksiyaların xassələrini tədqiq edərkən bu üsul 

Titçmarş [112] və Ulyanov [48] tərəfindən təkmilləşdirilmişdir. Qeyd edək ki, 

Bezikoviç-Titçmarş-Ulyanov üsulu yalnız bir həqiqi dəyişəndən asılı funksiyalara 

tətbiq oluna bilər, belə ki, bu üsulda istifadə olunan bəzi faktlar yalnız birdəyişənli 

halda ödənilir. Məsələn, bu üsulda ixtiyari açıq çoxluğun ən çoxu hesabi sayda 

kəsişməyən intervalların birləşməsi şəklində göstərilə bilməsindən istifadə olunur (bu 

çətinliyi aradan qaldırmaq üçün biz Vitalinin sonlu örtük haqqında lemmasından 

istifadə edəcəyik). Bu üsulu kompleks dəyişənli funksiyalara da tətbiq edə bilmək 

üçün biz konstuksiyanı bir qədər təkmilləşdirdik və isbatın sadəliyi üçün onu bir neçə 

addıma böldük. 

1-ci addım. Biz bu hissədə isbatda bizə lazım olacaq pG , nL , nL , nT  

çoxluqlarını və ( )zn , ( )zn

  funksiyalarını qurub xassələrini öyrənəcəyik. 

( ) ( ) ( ) nn zfzfz −=  

işarə edək. Onda →n  olduqda 

( ) ( ) 0→= 


zdmznn  

olar. Nn  nömrəsini elə seçək ki, 1n  olsun. Tutaq ki, 

( ) nzfzEn = : . 

İxtiyari nEz  nöqtəsi üçün ( ) ( )
( )










=  nrwdmwr
rzU

n

2

; 2

1
:0   olduqda 

( ) ( )
( ) 








==  nrwdmwrr
rzU

nz

2

; 2

1
:0sup  , 

 

( ) ( )
( )

=








=  nrwdmwr
rzU

n

2

; 2

1
:0   olduqda isə 

0=zr  
 

işarə edək. Qeyd edək ki, əgər nEz  nöqtəsi  ( )zn  funksiyasının Lebeq 

nöqtəsidirsə, onda 0zr  olur və buna görə də nn EE \  çoxluğu sıfır ölçülü 

çoxluqdur, burada  0: = znn rEzE . 
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 ( ) 
nEzzrzU


;  çoxluqlar sisteminə baxaq. Örtük haqqında teoremdən (bax, [88]) 

alınır ki, ən çoxu hesabi sayda elə nk Ez  , NIk   nöqtələri var ki, ( )
kzk rzU ; , 

Ik  dairələri cüt-cüt kəsişmirlər və 

( ) ( )
Ik

zk
Ez

z k

n

rzUrzU


 5;;  

münasibəti ödənilir. 

 

( ) ( )
1

11 ;\5;
1



=
k

zkz k
rzUrzUG , 

( ) ( ) 















=



−

=

 
pk

zk

p

k
kzpp kp

rzUGrzUG ;\5;
1

1

, 2p , Ip  

 

işarə edək. Onda pG , Ip  çoxluqları cüt-cüt kəsişmirlər və 

  

( ) ( )
pp zppzp rzUGrzU 5;;  , Ip , 

( ) ( )
Ip

zp
Ip

p
Ez

zn p

n

rzUGrzUE


= 5;;  

  

daxilolma münasibətləri ödənilir. pGz , Ip  olduqda 

( )
( )

( ) ( )=

pG

n

p

n wdmw
Gm

z
1

 

və 
Ip

pGCz


 \  olduqda 

( ) 0= zn  

işarə edək. Onda ixtiyari Ip  üçün 

( ) ( ) ( ) ( )
=

pp G

n

G

n zdmzzdmz                                          (1.3.4) 

olar. Qeyd edək ki, ixtiyari pGz , Ip  nöqtəsi üçün 
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( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) 2

25
25

2

11

;

1
0 2

2
5;

n
nr

r
wdmw

rzUm
z

p

ppzpp

z

zrzU

n

zp

n = 
 


 

 

bərabərsizliyi ödənilir. 


Ip

pn GL


= , ( )
Ip

zpn p
rzUL



= 10;  

işarə edək. Onda 

 

( ) ( ) ( )
( )

( ) ( )
n

wdmw
n

wdmw
n

rLm n
n

Ip rzU

n
Ip

zn

pzp

p




50502
2525

;

2 =  


, 

( )
n

rLm n

Ip
zn p




200
100 2  



                                        (1.3.5) 

 

olar. Fərz edək ki, nn LT = \ . Əvvəlcə göstərək ki, 

( )( ) ( ) n

T

nn

n

zdmzB −


 800                                  (1.3.6) 

bərabərsizliyi ödənilir. 

( ) ( )( )zBzh nnn



 −=  

işarə edək. İxtiyari nTz  nöqtəsi üçün 

 

( )
( ) ( )

( )
( )

( ) ( )

( )
( ) 

−

−
=

−

−
=  









Ip G

nnnn

n

p

wdm
wz

ww
wdm

wz

ww
zh

22

11


 

( )

( )
( )

( )

( )
( ) 





−


−

−




Ip G

n

G

n

pp

wdm
wz

w
wdm

wz

w
22

1


                        (1.3.7) 

 

ödənilir. İnteqral üçün orta qiymət teoreminə əsasən alarıq ki, ixtiyari Ip  üçün elə 

( ) ( ) ( )
pzp

i

p

i

p rzUww 5;~,  , 2,1=i  nöqtələri var ki, 
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( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( ) 















−
+

−
=

−



pp G

n

pp
G

n wdmw
wz

i
wz

wdm
wz

w
22212

1
Im

1
Re , 

( )

( )
( )

( )( ) ( )( )
( ) ( )




















−
+

−
=

−



pp G

n

pp
G

n wdmw
wz

i
wz

wdm
wz

w
22212 ~

1
Im

~

1
Re . 

 

Onda (1.3.4) bərabərliyi və (1.3.7) bərabərsizliyindən alarıq ki, 

 

( )
( )( ) ( )( )

( ) ( ) 
 =


−

−
−


Ip G

n
i

i

p

i

p

n

p

wdmw
wzwz

zh
2

1
22 ~

111


.                    (1.3.8) 

 

İxtiyari ( )
pzp rzUww 5;~,   və nTz  üçün 

  

( ) ( ) 32222

80

~

~~

~
11

p

z

zz

r

wzwz

wzwzww

wzwz

p

−




−−

−+−−
=

−
−

−
 

 

qiymətləndirilməsi ödənildiyi üçün (1.3.8) bərabərsizliyindən alarıq ki, 

 

( ) ( ) ( )
−


  

Ip G

n

p

z

n

p

p

wdmw
zz

r
zh

3

1601


 


 −


=










−




Ip
p

z

Ip
z

p

z

zz

nr
nr

zz

r
p

p

p

3

3

2

3

2000
25

2

11601



. 

 

Buradan isə 

( ) ( )
( )


−

  
Ip T

p

z

T

n

n

p

n zz

zdm
rnzdmzh

3

32000  
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( )

 
=

−
  

 −Ip rzzz
p

z

pzp

p

zz

zdm
rn

10:

3

32000  

===  


+

Ip
z

Ip r

z p

pz

p
rn

r

dr
rn 2

10
2

3 40022000   

n

n

n
n 




 == 800

2
400 , 

 

yəni (1.3.6) bərabərsizliyinin ödənildiyini alarıq. 

 ( )zf  funksiyasını 

( ) ( )  ( )  ( )zzzfzf nnn

n  −++=                         (1.3.9) 

şəklində göstərək. 

2-ci addım. Biz bu hissədə 

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )



→

= zdmzgBzfzdmzfBzg
nT

n
lim                  (1.3.10) 

bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 

 

( )( )( ) ( ) ( )  ( )( ) ( )( ) ( )( )  ( ) =−++= 








nn T

nnn

n

T

zdmzBzBzfBzgzdmzfBzg  

( )  ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )++= 




nn T

n

T

n
zdmzBzgzdmzfBzg  

( ) ( )( ) ( ) 321 SSSzdmzBzg
nT

nn ++=−+ 


                       (1.3.11) 

 

inteqralına baxaq. Kvadratı ilə inteqrallanan funksiyalar üçün (1.3.2) bərabərliyinə 

əsasən yaza bilərik ki, 

 
 

( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) =−== 








nn L

nn

T

n
zdmzfBzgzdmzfBzgzdmzfBzgS1  

( )  ( )( ) ( ) ( )  ( )( ) ( ) ( ) ( )2

1

1

1 SSzdmzfBzgzdmzgBzf
nL

nn
+=−= 







 . 
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Nəzərə alsaq ki, 

( ) ( )  ( )( ) ( )  ( )( ) ( )= 








nn L

n

L

n
zdmzfBzdmzfBzgS 2

1  

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
















 





21
2

2

21
2

zdmzfLmCzdmzfBLm
n

n

n

n  

( ) ( ) ( )
21

2 







 


zdmzfLmnC n  

 

olur, onda (1.3.5) qiymətləndirməsinə əsasən 

 

( )  ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )







→→

== zdmzgBzfzdmzgBzfS
n

nn
limlim 1                    (1.3.12) 

 

olduğunu alarıq. 2S  inteqralını 

 

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) =−== 
















nn L

nn

T

n zdmzBzgzdmzBzgzdmzBzgS2  

( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )2

2

1

2 SSzdmzBzgzdmzgBz
nL

nn +=−= 










  

 

şəklində göstərə bilərik. 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )= 










 zdmzgBzzdmzgBzS nn

1

2  

( ) ( ) ( ) ( ) nnn zdmzzdmz == 


 , 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )= 












nn L

n

L

n zdmzBzdmzBzgS 2

2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) 
















 











21
2

2

21
2

zdmzLmCzdmzBLm nnnn  
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( ) ( ) ( ) ( )
21

2

21

2
2

25

2

25








=








 





nnnn LmnCzdmzLmnC   

 

olduğu üçün (1.3.5) qiymətləndirməsindən alarıq ki, 

0lim 2 =
→

S
n

.                                                (1.3.13) 

3S  inteqralını qiymətləndirmək üçün (1.3.6) bərabərsizliyindən istifadə edəcəyik: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )−−= 








nn T

nn

T

nn zdmzBzgzdmzBzgS3  

( )( ) ( ) n

T

nn

n

zdmzB − 


 800 . 

 

Buradan isə alırıq ki, 

0lim 3 =
→

S
n

.                                             (1.3.14) 

 (1.3.11), (1.3.12), (1.3.13) və (1.3.14) bərabərliklərindən isə (1.3.10) 

bərabərliyinin ödənildiyini alırıq. 

3-cü addım. Biz bu hissədə 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( ) ( ) 
→



 =
nT

n
zdmzfBzgzdmzfBzgA lim                 (1.3.15) 

 

bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 

 

( )( )( ) ( ) ( )( )( )  ( ) ( )( )( )  ( )+−=− 








nn L

nn

T

zdmzfBzgzdmzfBzgzdmzfBzg  

( )( )( ) ( )( )( )   ( ) ( ) ( )21 SSzdmzfBzgzfBzg
nT

n
+=−+                 (1.3.16) 

 

inteqrallar fərqinə baxaq. 
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( ) ( )nLmnS 1  

bərabərsizliyindən alarıq ki, 

( ) 0lim 1 =
→

S
n

                                              (1.3.17) 

bərabərliyi ödənilir. 

( )( )( ) nzfBzgzn = :  

işarə edək. 

( )( )  ( )nonzfBzm 1: =  , →n  

münasibətinə əsasən 

( ) ( )nom n 1= , →n  

olar.  (1.3.6) bərabərsizliyi və (1.3.9) ayrılışından alarıq ki, 
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nnnn TT
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 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) +







+








 







nnn

n

n zdmzmCzdmzfmC  800

21
2

2

21
2

2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) nnnn zdmzmnCzdmzfmnC  +







+








 







800
2

25
21

2

21

2 . 

 

Bu isə onu göstərir ki, 

( ) 0lim 2 =
→

S
n

                                                 (1.3.18) 

bərabərliyi ödənilir. ( ) ( )( )zfBzg   funksiyası üçün (1.3.1) şərti teorem 1.2.1-ə 

əsasən ödənilir. Onda  (1.3.16), (1.3.17) və (1.3.18) bərabərliklərindən (1.3.15) 

bərabərliyinin ödənildiyini alarıq. 



42 

 

(1.3.10) və (1.3.15) bərabərliklərindən isə (1.3.3) bərabərliyi alınır. Teorem 

isbat olundu. 

Nəticə 1.3.1. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblastdır 

və  ( ) 1Lf . Onda  ( )( )zfB  funksiyası   oblastında A-inteqrallanandır və 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 = zdmzBzfzdmzfBA 1                          (1.3.19) 

 

bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. Doğrudan da,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblast 

olduğundan ( ) 1zg  götürsək, ( )( )zgB  funksiyası da məhdud olar (bax: [5]), onda 

teorem 1.3.1-ə əsasən alarıq ki, ( )( )zfB  funksiyası   oblastında A -inteqrallanandır 

və (1.3.19) bərabərliyi ödənilir. Nəticə isbat olundu. 

 

 

1.4. Q -inteqral və sonlu kompleks ölçünün Alfors-Beurlinq çevirməsi 

 

Tərif 1.4.1. Fərz edək ki, CX   çoxluğu verilmişdir. Əgər elə 0  ədədi 

varsa ki, ixtiyari Xyx ,  elementləri üçün − yx  bərabərsizliyi ödənilir, onda 

X  çoxluğuna atomar çoxluq deyəcəyik. 

 Aydındır ki, atomar çoxluğun ən çoxu hesabi sayda elementi var. 

 Tərif 1.4.2. Əgər kompleks müstəvidə verilmiş   ölçüsü atomar çoxluqda 

cəmlənibsə, onda ona atomar diskret ölçü deyəcəyik. 

 Aydındır ki, hər bir atomar diskret ölçü sinqulyardır. 

 Kompleks müstəvidə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu 

kompleks ölçülər çoxluğunu aM  ilə işarə edəcəyik. 

 Tərif 1.4.3. Fərz edək ki, aM   ölçüsü verilmişdir. 
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( )( )
( )

( ) 


−
→ −

−=









wzCw wz

wd
zB

:
20

lim
1

,   Cz  

funksiyasına   ölçüsünün Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. 

 Aydındır ki, ixtiyari aM  ölçüsünün Alfors-Beurlinq çevirməsi sanki hər bir 

Cz  nöqtəsində təyin olunub və əgər 

 

( ) ( ) ( ) ( )zdzdmzfzd s += ,   
JjjzX


==ssupp ,  ( ) jjs z  = , Jj  

 

olarsa, onda sanki hər yerdə 

( )( ) ( )( )
( )

 −
−=

Jj j

j

zz
zBfzB

2

1 


  

olar, burada s    ölçüsünün sinqulyar hissəsidir. 

 Teorem 1.4.1. Fərz edək ki, aM . Onda 

 ( )( )  szBCzm 


=
+→

:lim                                         (1.4.1) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir, burada s    ölçüsünün sinqulyar hissəsi, s  isə s  

ölçüsünün tam variasiyasıdır. 

 Əvvəlcə aşağıdakı köməkçi lemmanı isbat edək. 

 Lemma 1.4.1. Əgər   kompleks müstəvidə verilmiş sonlu atomar diskret 

ölçüdürsə, onda 

( )( )  


=
+→

zBCzm :lim                                         (1.4.2) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Lemma 1.4.1-in isbatı. Fərz edək ki, 

 
Jjjz


=supp   və  ( ) jjz  = , Jj . 

Aşağıdakı işarələmələri aparaq: 

( )  0supp,:,inf0 = wzν,wzwz ,   







=

 4
; 0

0


j

Jj

zUK  . 

İxtiyari 0\ KCz  nöqtəsi üçün 
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( )( )
( )













2

0

22

1611


−


−
= 

 Jj
j

j

Jj j

j

zzzz
zB  

bərabərsizliyindən alarıq ki, 



2

0

16
  olduqda ( )( )   zBKCz :\ 0  çoxluğu 

boş çoxluqdur və buna görə də 



2

0

16
  olduqda 

( )( )  0:\ 0 =  zBKCzm                                 (1.4.3) 

ödənir. İxtiyari  









4
; 0

0


jzUz  üçün 

 

( )










 2

0,
2

,
2

1611

00


−


−


 jjJj

j

j

jjJj j

j

zzzz
 

 

qiymətləndirməsindən alarıq ki, ixtiyari Jj 0  üçün 

 

( )( ) =


















+→






zBzUzm j :

4
;lim 0

0
 

0

0

0

0 2

0 1
:

4
;lim j

j

j

j

zz
zUzm 









=
















−









=

+→
                  (1.4.4) 

 

bərabərliyi ödənilir. (1.4.3) və (1.4.4) bərabərliklərindən isə 

 

( )( ) =
+→




zBCzm :lim  

( )( ) 





==
















 


+→

Jj
j

Jj
j zBzUzm

0

0

0

0
:

4
;lim 0  

 

olduğunu alarıq. Lemma isbat olundu. 

 Teorem 1.4.1-in isbatı. Fərz edək ki, 
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( ) ( ) ( ) ( )zdzdmzfzd s += ,  

burada   ölçüsünün sinqulyar hissəsi olan s  - sonlu atomar diskret ölçüdür. Onda 

lemma 1.4.1-ə əsasən 

( )( )  ss zBCzm 


=
+→

:lim                                  (1.4.5) 

və teorem 1.1.1-ə əsasən 

( )( )  0:lim =
+→




zBfCzm                                      (1.4.6) 

bərabərlikləri ödənilir. 

( )( ) ( )( ) ( )( )zBzBfzB s +=  

olduğundan ixtiyari 10   üçün 

 

( )( ) ( )  ( )( ) +  zBfCzzBCz s :\1:  

( )( )   zBCz :  

( )( )  ( )( ) ( )  − 1:: zBCzzBfCz s  

 

münasibətləri ödənilir. Bu münasibətlər və (1.4.5), (1.4.6) bərabərliklərindən alarıq 

ki, 

( )( ) 
+ +→







zBCzm

s
:inflim

1 0
 

( )( ) 





 −


+→ 1
:suplim

0

s
zBCzm . 

 

Burada 10   ədədi ixtiyari olduğundan alırıq ki, (1.4.1) asimptotik bərabərliyi 

ödənir. Teorem isbat olundu.  

 Tərif 1.4.4. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə verilmiş məhdud oblastdır. 

( )CM ;  ilə   oblastında ölçülən və sonlu 

( ) 



+→

zfzm :lim  

limitlərinə malik f  funksiyalar çoxluğunu işarə edək. 
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 ( )CM ;  funksiyalar sinfində Q - və Q -inteqrallanan funksiyaların bizə 

gələcəkdə lazım olacaq bəzi xassələrini qeyd edək. 

 Teorem 1.4.2 [12]. ( )CM ;  funksiyalar sinfində Q - və Q -inteqral 

anlayışları üst-üstə düşürlər, yəni ( )CMf ;  funksiyasının   oblastında Q -

inteqrallanan olması üçün zəruri və kafi şərt f  funksiyasının   oblastında Q -

inteqrallanan olmasıdır və bu zaman 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


= zdmzfQzdmzfQ  

bərabərliyi ödənilir. 

Teorem 1.4.3 [12]. Əgər ( )CMf ;  funksiyası   oblastında Q -

inteqrallanan, g  funksiyası isə   oblastında A -inteqrallanan olarsa, onda 

( )CMgf ;+  funksiyası   oblastında Q -inteqrallanandır və 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


+=+ zdmzgAzdmzfQzdmzgzfQ  

 

bərabərliyi ödənilir. 

Nəticə 1.4.1 [12]. Əgər ( )CMf ;  funksiyası   oblastında Q -

inteqrallanan, g  funksiyası isə   oblastında A -inteqrallanan olarsa, onda 

( )CMgf ;+  funksiyası   oblastında Q -inteqrallanandır və 

 

( ) ( ) ( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )


+=+ zdmzgAzdmzfQzdmzgzfQ  

 

bərabərliyi ödənilir. 

Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır.   oblastında 

cəmlənmiş, sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülər 

çoxluğunu ( )aM  ilə işarə edəcəyik. ( ) aM  ölçüsü üçün 
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( )( )
( )

( ) 


−
→


−

−=









wzw wz

wd
zB

:
20

lim
1

,   Cz  

funksiyasına   ölçüsünün modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi deyilir. 

Teorem 1.4.4. Fərz edək ki,   – kompleks müstəvidə sərhədi Lyapunov əyrisi 

olan məhdud oblastdır və ( ) aM . Əgər g  funksiyası   oblastının qapanmasında 

Hölder mənada kəsilməz funksiyadırsa, onda ( )( ) ( )zgzB   funksiyası   oblastında 

Q -inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )






 = zdzgBzdmzBzgQ                           (1.4.7) 

bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. Fərz edək ki, 

( ) ( ) ( ) ( )zdzdmzfzd s += , 

burada s    ölçüsünün sinqulyar hissəsidir. Əvvəlcə göstərək ki, 

 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )






 = zdzgBzdmzBzgQ ss                           (1.4.8) 

 

bərabərliyi ödənilir. g  funksiyası   oblastının qapanmasında kəsilməz olduğundan 

məhduddur. Buna görə də, elə 0M  ədədi var ki, ixtiyari z  üçün ( ) Mzg   

bərabərsizliyi ödənilir.   məhdud çoxluq, s  bu çoxluqda cəmlənən atomar diskret 

ölçü olduğundan 

  =
=

n

kkz
1ssupp   

olar. Fərz edək ki, ( ) kks z  = , nk ,1= . 

 

( ) ( )( )( )
( )

( )
=


−

=−=
n

k k

k
s zg

zz
zBzgzG

1
2


 , 

( )  0supp,:,inf s0 =  jiji zzzz , 
2

0

1

16




 snM
=  
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və ixtiyari 1   üçün 


n

k

k

k

nM
zUK

1
,1 ;

=













=




 ,      

( )

n

k

kk

k

zg
zUK

1 1

,2 ;
=















+
=




  

 

işarə edək. Onda ixtiyari 1   üçün 

( )    ,2,1 \:\ KzGzK   

və +→  olduqda 

 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

+













++ 

0:
11,2,1

\

\
,2,1 kzgk kKK zg

M
KKmzdmzG 



 

( ) ( )
( )

( )
0

0:
2

→
−

−
+  

=
−

k k
k

zgk
k

nM
zz k

k
zdm

zz

zgzg






 

 

münasibətlərindən alarıq ki, ( ) ( ) ( )


 zdmzGQ  inteqralı var və 

 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )  ( )

( ) ( )
 

=
−

==  
= −

+→


+→


n

k zzz k

k

zGz k

zdmzg
zz

zdmzGzdmzGQ
1 :

20
:

limlim








 

( )( ) ( )( ) ( )



=

 −=−= zdzgBzgB s

n

k
kk 

1

, 

 

yəni (1.4.8) bərabərliyi ödənilir. Onda teorem 1.4.1, teorem1.4.3, teorem 1.3.1 və 

(1.4.8) bərabərliyinə əsasən 

( ) ( )( )( ) ( )= 


 zdmzBzgQ   

( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )=+= 






 zdmzfBzgAzdmzBzgQ s  

( )( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )










 =+= zdzgBzdmzfzgBzdzgB s   
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olar. Teorem isbat olundu. 

Nəticə 1.4.2. Fərz edək ki,   – kompleks müstəvidə sərhədi Lyapunov əyrisi 

olan məhdud oblastdır və ( ) aM . Əgər g  funksiyası   oblastının qapanmasında 

Hölder mənada kəsilməz funksiyadırsa, onda ( )( ) ( )zgzB   funksiyası   oblastında 

Q -inteqrallanandır və 

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )





 = zdzgBzdmzBzgQ   

bərabərliyi ödənilir. 
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II FƏSİL 

 

RİSS ÇEVİRMƏSİ VƏ ONUN BƏZİ XASSƏLƏRİ 

 

 Fərz edək ki, dR  fəzasında 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni ( )d

p RLf  , 

 p1  funksiyası verilmişdir. 

 

( )( ) ( ) ( )
 


−

+→ −

−
=





yxRy

d

jj

dj
d

dyyf
yx

yx
xfR

:

10
lim ,  dj ....,2,1  

 

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının j -ci dəyişənə nəzərən Riss çevirməsi deyilir, 

burada ( )

( )( )
( ) 21

21
+

+
=

dd

d


 , ( ) 

+
−−=

0

1 dtetz tz  isə Eylerin Qamma funksiyasıdır. Riss 

çevrilməsi harmonik analizin əsas operatorlarından biridir. [42, 51, 75, 91, 94, 111]-

də göstərilmişdir ki, Riss çevrilməsi elliptik tip xüsusi törəməli dierensial tənliklərin 

həlli zamanı mühüm rol oynayır. 

Sinqulyar inteqral operatorlar nəzəriyyəsindən məlumdur ki (bax: [111]), 

 p1  olduqda Riss çevirməsi ( )d

p RL  fəzasında məhdud operatordur, yəni bu 

halda ( )d

p RLf   münasibətindən ( ) ( )d

pj RLfR   münasibətinin ödənilməsi alınır 

və yalnız 1p  ədədindən asılı olan elə 0pC  sabit ədədi var ki, ixtiyari ( )d

p RLf   

üçün 

( ) ( )d
p

d
p

RLpRLj fCfR                                             (2.0.1) 

bərabərsizliyi ödənilir.  

1=p  halında, yəni ( )dRLf 1  olduqda isə yalnız 

 

( )( )  ( )dRLj

d f
C

xfRRxm
1

1:


  ,  0                            (2.0.2) 
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şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir, burada 1C   f  funksiyasından asılı olmayan sabit,  

( )( )  xfRRxm j

d : , 0  isə f  funksiyasının Riss çevirməsinin paylanma 

funksiyasıdır. 

[53, 74, 79, 80, 81, 82, 85, 89, 90, 95,96, 101, 102, 119] məqalələrində jR  

operatorunun digər klassik funksional fəzalarda (Sobolev, Besov, Kampanato, Morri 

və s.) məhdudluğu araşdırılmışdır. 

Biz bu fəsildə dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss 

çevirmələrinin paylanma funksiyalarının +→  və +→0  olduqda 

asimptotikalarını verəcəyik, Lebeq inteqralının ümumiləşməsi olan A -inteqral 

anlayışından  istifadə edərək modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqunu isbat edəcəyik. 

 

 

2.1. dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss 

çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları 

 

Biz bu yarımfəsildə dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının +→0  və +→  şərti daxilində 

asimptotikalarını tədqiq edəcəyik. 

Teorem 2.1.1. Fərz edək ki, ( )dRLf 1 . Onda  

( )( )  0:lim =
+→




xfRRxm j

d                                      (2.1.1) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. ( )dRLf 1  olduğu üçün Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzlik 

xassəsinə əsasən ixtiyari 0  ədədi götürsək elə Nn  və 0r  ədədləri tapa bilərik 

ki, 

 
( )

141 C
ff

dRL

n

r


−                                              (2.1.2) 
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bərabərsizliyi ödənilir, burada 

  ( )   ( )( )( )xfxf rU

nn

r ;0= , 

( )  ( )xfxf
n
= ,  ( ) nxf   olduqda,  ( )  0=

n
xf ,  ( ) nxf   olduqda, 

( )( )( )xrU ;0  isə ( )  rxRxrU d = :;0  kürəsinin xarakteristik funksiyasıdır. 

(2.0.2) və (2.1.2) bərabərsizliklərindən alarıq ki, ixtiyari 0  ədədi üçün 

 

 ( )( )  
( ) 







2

2

2
:

1

1 −








−
dRL

n

r

n

rj

d ff
C

xffRRxm               (2.1.3) 

 

ödənilir.   ( )xf
n

r  funksiyası kompleks müstəvidə məhdud funksiya olduğundan 

( )dRLf 1  münasibətindən alınır ki, ixtiyari 1p  üçün   ( )d

p

n

r
RLf   münasibəti də 

ödənilir. Onda ixtiyari 1p  üçün   ( )d

p

n

rj RLfR   olar. 

 

( )   ( ) ( )( )( )xxfRxF rU

n

rj 2;01 = ,    ( )   ( )
( )( )( )xxfRxF

rUR

n

rj d 2;0\2 =  

 

işarə edək.  n
r

f  funksiyasının Riss çevirməsini 

  ( ) ( ) ( )xFxFxfR
n

rj 21 +=  

şəklində göstərə bilərik. ( )xF1  funksiyası ( )rU 2;0  qapalı kürəsində, ( )xF2  funksiyası 

isə onun ( )rURd 2;0\  tamamlayıcısında cəmlənib. İxtiyari 1p  üçün 

  ( )d

p

n

rj RLfR   münasibətindən ( ) ( )d

p RLxF 1  münasibətinin də ödənildiyi alınır. 

( )xF1  funksiyası məhdud çoxluqda cəmləndiyi üçün onda ( ) ( )dRLxF 11   olar. Buna 

görə də 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

( )  ( )
( )  8

4:
4 4:

11

1








 
 xFRx

d

d

dxxFxFRxm                     (2.1.4) 
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bərabərsizliyi ödəniləcək. Digər tərəfdən, ixtiyari ( )rURx d 2;0\  nöqtəsi üçün 

 

 ( )( ) ( )

  ( )

( )


−

 
rU

d

n

r

d

n

rj dy
yx

yf
xfR

;0

  

( )   ( )
( )

( )  
( )

( )

( )d
d RLd

d

RL

n

rd

d

rU

n

rd

d
f

r
f

r
dyyf

r 1
1;0


=   

 

bərabərsizliyindən alarıq ki, ( )xF2  funksiyası məhduddur. Buradan və (2.1.4) 

qiymətləndirməsindən alınır ki, 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

  ( )  ( ) 





2
4:2: 1  xFRxmxfRRxm dn

rj

d             (2.1.5) 

  

olur. İxtiyari 0  ədədi üçün 

 

( )( )    ( )  ( )( )








−









2

:
2

::


 xffRRxxfRRxxfRRx
n

rj

dn

rj

d

j

d   

 

münasibəti ödənildiyindən (2.1.3) və (2.1.5) bərabərsizliklərindən alarıq ki, 0  

ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

( )( )  xfRRxm j

d :  

  ( )  ( )( )











=+









−+









222

:
2

: xffRRxmxfRRxm
n

rj

dn

rj

d  

 

bərabərsizliyi ödənir. Bu isə (2.1.1) asimptotik bərabərliyinin ödənildiyini göstərir. 

Teorem isbat olundu.  

Teorem 2.1.2. Fərz edək ki, ( )dRLf 1 . Onda 
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( )( )  ( ) ( ) ( )=
+→

dR

ddj

d dxxfxfRRxm 


:lim
0

                           (2.1.6) 

 

asimptotik bərabərliyi ödənilir, burada ( ) ( )








 −










−
=

2

1

2!!1

2
d

d

d
dd


  və 







 −

2

1d
 ilə 

2

1−d
 

ədədinin tam hissəsi işarə olunub. 

 Teoremin isbatına keçməzdən əvvəl aşağıdakı köməkçi lemmanı isbat edək. 

 Lemma 2.1.1. Əgər ( )dRLf 1  və ( ) 0=
dR

dxxf  olarsa, onda 

( )( )  ( ) 1: oxfRRxm j

d = ,    +→ 0                           (2.1.7) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Lemma 2.1.1-in isbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, f  funksiyası müəyyən 

( ) dRrU ;0  dairəsində cəmlənib. Bu halda rx 2  şərtini ödəyən ixtiyari 
dRx  

nöqtəsi üçün 

( )( ) ( ) ( )
( )
 +

−

−
=

rU
d

jj

dj dyyf
yx

yx
xfR

;0
1

 = 

( ) ( )
( )

( ) ( )
( )

=−
−

−
=  ++

rU
d

j

d

rU
d

jj

d dyyf
x

x
dyyf

yx

yx

;0
1

;0
1

  

( ) ( )
( )















−

−

−
=

++
rU

d

j

d

jj

d dyyf
x

x

yx

yx

;0
11

  

bərabərliyindən  alarıq ki, 

( )( ) ( ) ( )
( )
















−
+

−

−−
  +++

++

rU
d

j

dd

dd

jdj dyyf
yx

y

xyx

yxx
xxfR

;0
111

11

  

( ) ( )
( )

1

0

;0
1

1

1
2

1
++

+

=
−+
















−
+

−
   d

rU
d

j
d

k
kkdjd

x

c
dyyf

yx

y

xyx
yx              (2.1.8) 

 

qiymətləndirilməsi ödənilir, burada 
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( ) ( ) ( )dRL

d

d fdrc
1

1

0 22 ++=  . 

(2.1.8) qiymətləndirməsindən isə 

 

( )( )    =












+
+


1

0:2::
d

dd

j

d

x

c
RxmrxRxmxfRRxm  

( ) ( )






















+









+

=








+









+

=
+

+
1

0

2

1 0

2

2

1
2

:2

1
2

d

d

d
d

d
dd

d c
r

d

c
xRxmr

d 






 

 

bərabərsizliyi alınır ki, bu da baxılan halda (2.1.7) asimptotik bərabərliyinin 

ödənildiyini göstərir. 

İndi isə lemmanı ümumi şəkildə isbat edək. ( ) 0=
dR

dxxf  şərtindən alarıq ki, 

ixtiyari 0  ədədi üçün elə 1f  və 2f  funksiyaları tapa bilərik ki, aşağıdakı şərtlər 

ödənilsin: 

i) 21 fff += ; 

ii)  1f  funksiyası müəyyən ( ) dRrU ;0  dairəsində cəmlənib və ( ) 01 =
dR

dxxf ; 

iii) 2f  funksiyası ( )
1

2
41 C

f dRL


  münasibətini ödəyir, burada 1C  (2.0.2) 

bərabərsizliyindəki sabitdir. 

ii) şərtinə əsasən 1f  funksiyası ( ) dRrU ;0  dairəsində cəmlənib ( ) 01 =
dR

dxxf  

şərtini ödədiyindən lemmanın isbat etdiyimiz hissəsinə əsasən 1f  funksiyası üçün 

(2.1.7) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Buna görə də elə ( ) 0  ədədi var ki, ixtiyari 

( ) 0  üçün 

( )( )
22

: 1


 









 xfRRxm j

d                                         (2.1.9) 
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bərabərsizliyi ödənilir. Digər tərəfdən iii) şərtinə və (2.0.2) bərabərsizliyinə əsasən 

ixtiyari 0  üçün 

( )( ) ( ) 2
2

2
:

1
212


 









 dRLj

d fCxfRRxm                             (2.1.10) 

bərabərsizliyi də ödənilir. Onda (2.1.9) və (2.1.10) bərabərsizlikləri və  

 

( )( )  ( )( ) ( )( )


















2

:
2

:: 21


 xfRRxxfRRxxfRRx j

d

j

d

j

d   

 

münasibətindən alarıq ki, ixtiyari ( ) 0  üçün 

 

( )( )   xfRRxm j

d :  

( )( ) ( )( ) 





 








+









2

:
2

: 21 xfRRxmxfRRxm j

d

j

d  

 

olur. Bu isə onu göstərir ki, (2.1.7) asimptotik bərabərliyi ixtiyari ( )dRLf 1  

funksiyası üçün ödənilir. Lemma isbat olundu. 

 Teorem 2.1.2-nin isbatı.   ( ) 0=
dR

dxxf   halında teoremin hökmü lemma 

2.1.1-dən birbaşa alınır. 

( ) 0= 
dR

dxxf  

halına baxaq. 

( ) ( ) ( )( )( )xxf Ud 1;01 = ,      ( ) ( ) ( )xfxfxf 12 −=  

işarə edək, burada ( ) 2

1
2

dd

d












+

=  və ( )( )1;0U  ilə ( )1;0U  vahid dairəsinin 

xarakteristik funksiyası işarə olunub. Onda 

( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1;0

12 =−=−= 
U

d

RRR

dxdxxfdxxfdxxf
ddd

  



57 

 

olduğundan lemma 2.1.1-ə əsasən  

( )( )  ( ) 1: 2 oxfRRxm j

d = ,  +→0                                (2.1.11) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari  2:  j

d xRxx  nöqtəsi üçün 

( )( ) ( ) ( )
( )


−

−
=  +

1;0
11

U
d

jj

ddj dy
yx

yx
xfR   

( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) 111
1;0

1

2

11

1

1

1

++++
+

−


−

+
=

−

+
  d

d

dd

j

dd

j

d

U
d

j

dd

xx

x

x

x
dy

x

x
 , 

( )( ) ( ) ( ) 111

2

1
++

−
+


d

d

dd

j

dj

xx

x
xfR   

 

qiymətləndirmələri və ixtiyari 0  üçün 

 

 

( )








d

xxRx

d

jd

d
j

d

dx
x

x
Rxm ==













 
+



+
1

:

1
: , 

( )

11

1

1

111
:

1
:

++

+ 







=























=














d

d

d

d
d

d

d xRxm
x

Rxm


  

 

bərabərliklərindən +→0  şərti daxilində limitə keçməklə alarıq ki, 

 

( )( )  ( ) ( )


ddj

d xfRRxm 
+→

1
0

:suplim ,                   (2.1.12) 

( )( )  ( ) ( )


ddj

d xfRRxm 
+→

1
0

:inflim                     (2.1.13) 

 

bərabərsizlikləri ödənir. (2.1.12), (2.1.13) bərabərsizliklərindən isə alarıq ki, 

( )( ) 



+→

xfRRxm j

d

1
0

:lim  limiti var və 

( )( )  ( ) ( )


ddj

d xfRRxm =
+→

1
0

:lim                        (2.1.14) 
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asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 10   üçün 

 

( )( ) ( )  ( )( ) +  xfRRxxfRRx j

d

j

d

21 :\1:  

( )( )  xfRRx j

d :  

( )( )  ( )( ) ( )  − 1:: 12 xfRRxxfRRx j

d

j

d   

 

münasibətləri və (2.1.11), (2.1.14) asimptotik bərabərliklərinə əsasən alarıq ki, 

  

( ) ( ) ( )( ) 
+ +→







zfRRxm j

ddd
:inflim

1 0
 

( )( )  ( ) ( )






 −


+→ 1
:suplim

0

dd

j

d xfRRxm  

 

bərabərsizlikləri ödənir. Burada isə 10   ədədi ixtiyari olduğundan alarıq ki, 

(2.1.6) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Teorem isbat olundu.  

 

 

2.2. Modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi 

 

Fərz edək ki,    dR  fəzasında verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( ) ( )( ) ( ) ( )
 


−

+→


−

−
==





yxy

d

jj

djj dyyf
yx

yx
xfRxfR

:
10

, lim , dj ...,,2,1= ,   z  

 

funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi deyilir, burada 

  –   çoxluğunun xarakteristik funksiyasıdır.   p1  olduqda Riss çevirməsi  

( )d

p RL  fəzasında məhdud operator olduğundan alarıq ki, modifikasiya olumuş Riss 
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çevirməsi də ( )pL  fəzasında məhdud operatordur, yəni elə  sabit ədədi var 

ki, ixtiyari ( ) pLf  üçün 

                                             (2.2.1) 

bərabərsizliyi ödənilir. 1=p  halında, yəni ( ) 1Lf  olduqda isə yalnız 

( )( ) 
1

1
,:

Lj f
C

xfRxm


   ,   0                             (2.2.2) 

şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir. 

 Teorem 2.1.1-dən nəticə kimi alarıq ki, modifikasiya olunmuş Riss 

çevirməsinin paylanma funksiyası üçün aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 2.2.1. Fərz edək ki, ( ) 1Lf . Onda  

( )( )  0:lim , = 
+→




xfRxm j                                   (2.2.3) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

İsbatı. Doğurdan da, ixtiyari ( ) 1Lf  funksiyası üçün modifikasiya olunmuş 

Riss çevirməsinin tərifinə və teorem 2.1.1-ə əsasən alarıq ki, 

 

( )( )  ( )( ) = 
+→


+→




xfRRxmzfRxm j

d

j ,, :lim:lim  

( )( )  0:lim == 
+→




xfRxm j
. 

 

Buradan isə (2.2.3) asimptotik bərabərliyi alınır. Teorem isbat olundu. 

 

2.3. A-inteqral və modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyi 

 

dR  məhdud oblastında ölçülən f  funksiyası üçün 

 

( )  ( )  ( )xfxfxf
n

n
== ,                    ( ) nxf   olduqda, 

( )  ( )xfnxf
n

sgn= ,  ( )  0=
n

xf ,      ( ) nxf   olduqda, 
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işarə edək, burada Nn . 

Kompleks müstəvidə ölçülən funksiyalar üçün Q - və Q -inteqral anlayışlarına 

analoji yolla dR  oblastında ölçülən funksiyalar üçün də Q - və Q -inteqral 

anlayışlarını daxil edək. 

Tərif 2.3.1. Əgər sonlu 

( ) 


→
dxxf

n
n
lim  

(uyğun olaraq ( ) 


→
dxxf

n

n
lim ) 

limiti varsa, onda f  funksiyasına   oblastında Q -inteqrallanan (uyğun olaraq Q -

inteqrallanan) funksiya deyilir və ( )Qf  ( )( )Qf  kimi işarə olunur. Bu lmitin 

qiyməti isə f  funksiyasının  Q -inteqralı (Q -inteqralı) adlanır və 

( ) ( )


dxxfQ     ( ) ( ) 







 


dxxfQ  

kimi işarə olunur. 

 dR  oblastında ölçülən funksiyalar üçün də Q - və Q -inteqrallar 

funksiyalara nəzərən additivlik xassəsini ödəmirlər. Lakin Q -inteqralın (Q -

inteqralın) tərifinə 

( )  ( ) 1: oxfxm = ,        +→                              (2.3.1) 

şərtini əlavə etsək, onda Q - və Q -inteqral anlayışları üst-üstə düşər və alınan 

funksiyalar sinfində funksiyalara nəzərən additivlik şərtini ödəyərlər. 

Tərif 2.3.2. Əgər f  funksiyası dR  məhdud oblastında Q -

inteqrallanandırsa (və ya Q -inteqrallanandırsa) və (2.3.1) şərti ödənilərsə, onda f  

funksiyasına   oblastında A -inteqrallanan funksiya deyilir və ( ) Af  kimi işarə 

olunur. Bu halda ( ) 


→
dxxf

n
n
lim  (və ya ( ) 


→

dxxf
n

n
lim ) limitinin qiyməti isə f  

funksiyasının  A-inteqralı adlanır və 

( ) ( )


dxxfA  
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kimi işarə olunur. 

 Sinqulyar inteqral operatorların xassələrinə əsasən (bax, məsələn, [111]) alarıq 

ki, ixtiyari dR  ölçülən çoxluğu üçün ( ) pLf , 1p  və ( ) qLg , 1q , 

111 =+ qp  olarsa, onda 

 

( )( )( ) ( ) ( ) ( )
 

=
−

−
= 

−
+→









yxyx

d

jj

dj dydxxgyf
yx

yx
dxxfRxg

:,
10

, lim  

( )( )( )


−= dxxgRxf j ,                                         (2.3.2) 

  

bərabərliyi ödənilir. Bu bərabərliyə Riss çevirməsi üçün Riss bərabərliyi (bəzənsə 

hissə-hissə inteqrallama düsturu) deyilir. Biz bu yarımfəsildə göstərəcəyik ki, 

dR  məhdud oblast olarsa, onda ( ) 1Lf  funksiyasının Riss çevirməsi   

oblastında A-inteqrallanandır və (2.3.2) bərabərliyinin analoqu ödənilir. 

 Teorem 2.3.1. Fərz edək ki, dR  məhdud oblastdır, ( ) 1Lf  və ( )zg  

funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, ( )( )xgR j ,  funksiyası da 

  oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )xfRxg j  ,  funksiyası   oblastında A -

inteqrallanandır və 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )( )






 −= dxxgRxfdxxfRxgA jj ,,                          (2.3.3) 

 

bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. A-inteqral funksiyalara nəzərən additivlik xassəsini ödədiyi üçün fərz 

edə bilərik ki, f  funksiyası   oblastında verilmiş həqiqi funksiyadır, ixtiyari x  

üçün ( ) 0xf  və 

( ) ( )( )  1,max , 


xgRxg j
x

 

bərabərsizlikləri ödənilir. İxtiyari x  üçün ( ) 0=xf  olduğunu qəbul edəcəyik.  
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Teoremin isbatını birinci fəsildə isbat etdiyimiz teorem 1.3.1-in isbatına oxşar 

qaydada aparacağıq. İsbatın sadəliyi üçün onu bir neçə addıma bölürük. 

1-ci addım. Biz bu hissədə isbatda bizə lazım olacaq pG , nL , nL , nT  

çoxluqlarını və ( )xn , ( )xn

  funksiyalarını qurub xassələrini öyrənəcəyik. 

( ) ( ) ( ) nn xfxfx −=  

işarə edək. Onda →n  olduqda 

( ) 0→= 


dxxnn  

olar. Nn  nömrəsini elə seçək ki, 1n  olsun. Tutaq ki, 

( ) nxfxEn = : . 

İxtiyari nEx  nöqtəsi üçün ( )
( ) ( )











+

=  nr
d

dyyr d
d

rxB

n
212

1
:0

2

;


 olduqda 

( )
( ) ( ) 









+

==  nr
d

dyyrr d
d

rxB

nx
212

1
:0sup

2

;


, 

( )
( ) ( )

=









+

=  nr
d

dyyr d
d

rxB

n
212

1
:0

2

;


 olduqda isə 

0=xr  

 

işarə edək. Qeyd edək ki, əgər nEx  nöqtəsi  ( )xn  funksiyasının Lebeq 

nöqtəsidirsə, onda 0xr  olur və buna görə də nn EE \  çoxluğu sıfır ölçülü çoxluqdur, 

burada  0: = xnn rExE . 

 ( ) 
nExxrxU


;  çoxluqlar sisteminə baxaq. Örtük haqqında teoremdən (bax, [88]) 

alınır ki, ən çoxu hesabi sayda elə nk Ex  , NIk   nöqtələri var ki, ( )
kxk rxU ; , 

Ik  dairələri cüt-cüt kəsişmirlər və 

( ) ( )
Ik

xk
Ex

x k

n

rxUrxU


 5;;  

münasibəti ödənilir. 

( ) ( )
1

11 ;\5;
1



=
k

xkx k
rxUrxUG , 
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( ) ( ) 















=



−

=

 
pk

xk

p

k
kxpp kp

rxUGrxUG ;\5;
1

1

, 2p , Ip  

 

işarə edək. Onda pG , Ip  çoxluqları cüt-cüt kəsişmirlər və 

  

( ) ( )
pp xppxp rxUGrxU 5;;  , Ip , 

( ) ( )
Ip

xp
Ip

p
Ex

xn p

n

rxUGrxUE


= 5;;  

  

daxilolma münasibətləri ödənilir. pGx , Ip  olduqda 

( )
( )

( )=

pG

n

p

n dyy
Gm

x
1

 

və 
Ip

p

d GRx


 \  olduqda 

( ) 0= xn  

işarə edək. Onda ixtiyari Ip  üçün 

( ) ( )
=

pp G

n

G

n dyydyy                                          (2.3.4) 

olar. Qeyd edək ki, ixtiyari pGx , Ip  nöqtəsi üçün 

 

( ) ( )( ) ( )
( )

( )
( ) 2

5

21

5

2

121

;

1
0

2

2
5;

n
n

d

r

r

d
dyy

rxBm
x

dd

x

dd

d

x

d
rxB

n

xp

n

p

ppxpp

=
+




+
 





 

 

bərabərsizliyi ödənilir. 


Ip

pn GL


= , ( )
Ip

xpn p
rxBL



= 10;  

işarə edək. Onda 

( )
( )

( )
( )

( )
n

dyy
n

dyy
nd

r
Lm n

d

n

d

Ip rxB

n

d

Ip

d

x

dd

n

pxp

p  52522
5

21

5

;

2


=




+


  



, 
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( )
( ) nd

r
Lm n

d

Ip

d

x

dd

n

p  102

21

102




+


 



                                      (2.3.5) 

 

olar. Fərz edək ki, nn LT = \ . Əvvəlcə göstərək ki, 

( )( ) n

T

nnj CdxxR
n

−


 2,                                  (2.3.6) 

bərabərsizliyi ödənilir. 

( ) ( )( )xRxh nnjn



 −= ,  

işarə edək. İxtiyari nTx  nöqtəsi üçün 

 

( ) ( ) ( ) ( )  =−
−

−
= 





+
dyyy

yx

yx
xh nnd

jj

dn 1
  

( ) ( ) ( )  −
−

−
=  





+
Ip G

nnd

jj

d

p

dyyy
yx

yx
1

  

( ) ( ) ( ) 




++


−

−
−

−

−


Ip G

nd

jj

G

nd

jj

d

pp

dyy
yx

yx
dyy

yx

yx
11

                  (2.3.7) 

 

ödənilir. İnteqral üçün orta qiymət teoreminə əsasən alarıq ki, ixtiyari Ip  üçün elə 

( ) ( ) ( )
pxp

pp rxByy 5;~,   nöqtələri var ki, 

 

( )
( )

( )
( ) 

−

−
=

−

−
++

pp G

nd
p

p

jj

G

nd

jj
dyy

yx

yx
dyy

yx

yx
11

, 

( )
( )

( )
( )



+



+


−

−
=

−

−

pp G

nd
p

p

jj

G

nd

jj
dyy

yx

yx
dyy

yx

yx
11 ~

~

. 

 

Onda (2.3.4) bərabərliyi və (2.3.7) bərabərsizliyindən alarıq ki, 
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( ) ( )

( )

( )

( )

( )
( ) 


++


−

−
−

−

−


Ip G

nd
p

p

jj

d
p

p

jj

dn

p

dyy
yx

yx

yx

yx
xh

11 ~

~
 .              (2.3.8) 

 

İxtiyari ( )
pxp rxByy 5;~,   və nTx  üçün 

 

( ) ( )


−−

−−−−−
=

−

−
−

−

−
++

++

++ 11

11

11 ~

~~

~

~

dd

d

jj

d

jj

d

jj

d

jj

yxyx

yxyxyxyx

yx

yx

yx

yx
 

( )   ( )


−−

−−−−−−−


++

+++

11

111

~

~~

dd

d

jj

dd

jj

yxyx

yxyyyxyxyx
 


−

−
+

−−

−−−−−−


+++

=

−


111

0

~

~

~

~~

d

jj

dd

d

k

kdk

jj

yx

yy

yxyx

yxyxyxyxyx

 

( ) ( )
1

1

1

1

1

1 22102102101

+

+

+

+

+

+

−

+
=

−


+

−

+


d

p

x

d

d

p

d

x

d

p

d

x

xx

rd

xx

r

xx

rd
ppp

 

  

qiymətləndirilməsi ödənildiyi üçün (2.3.8) bərabərsizliyindən alarıq ki, 

 

( ) ( )

( )
( ) 

−

+
  


+

+

Ip G

nd

p

x

d

dn

p

p
dyy

xx

rd
xh

1

12210
  

( )

( )

( )



+

+


+

+

−
=










+


−

+


Ip
d

p

d

x

Ip

d

x

d

d

p

x

d

d

xx

r
nCnr

dxx

rd
p

p

p

1

1

3

2

1

1

212

12210 
 , 

 

burada 
( )( ) ( )

( )21

221021
213

d

dd
C

d

+

++
=


. Buradan isə 

 

( ) 
−

  


+

+

Ip T
d

p

d

x

T

n

n

p

n xx

dx
rnCdxxh

1

1

3  
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 
=

−
  

 −

+

+

Ip rxxRx

d

p

d

x

pxp
d

p

xx

dx
rnC

10:

1

1

3
 

( ) ( )
=


=


=  



+
+

Ip

d

x

d

Ip r

d
d

x p

px

p
rn

d

C

r

dr

d
rnC

252

2
2

3

10
2

2
1

3


 

( )
( )

nd

n

d dCd

n
n

d

C






5

212

25

3

2

2

3 =
+




= , 

 

yəni (2.3.6) bərabərsizliyinin ödənildiyini alarıq. 

 ( )xf  funksiyasını 

( ) ( )  ( )  ( )xxxfxf nnn

n  −++=                         (2.3.9) 

şəklində göstərək. 

2-ci addım. Biz bu hissədə 

 

( )( )( ) ( )( )( )



→

−= dxxgRxfdxxfRxg j

T

j
n

n

,,lim                  (2.3.10) 

 

bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 

 

( )( )( ) ( )  ( )( ) ( )( ) ( )( )  =−++= 








nn T

nnjnj

n

j

T

j dxxRxRxfRxgdxxfRxg ,,,,  

( )  ( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )( ) =−++= 








nnn T

nnj

T

nj

T

n

j dxxRxgdxxRxgdxxfRxg ,,,  

321 SSS ++=                                                  (2.3.11) 

 

inteqralına baxaq. Kvadratı ilə inteqrallanan funksiyalar üçün (2.3.2) bərabərliyinə 

əsasən yaza bilərik ki, 

( )  ( )( ) ( )  ( )( ) ( )  ( )( ) =−== 








nn L

n

j

n

j

T

n

j dxxfRxgdxxfRxgdxxfRxgS ,,,1  

( )  ( )( ) ( )  ( )( ) ( ) ( )2

1

1

1,, SSdxxfRxgdxxgRxf
nL

n

jj

n
+=−−= 







 . 
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Nəzərə alsaq ki, 

( ) ( )  ( )( )  ( )( ) = 








nn L

n

j

L

n

j dxxfRdxxfRxgS ,,

2

1  

( )  ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 
















 





21
2

2

21
2

, dxxfLmCdxxfRLm
n

n

n

jn  

( ) ( ) ( )
21

2









 


dxxfLmnC n  

 

olur, onda (2.3.5) qiymətləndirməsinə əsasən 

 

( )  ( )( ) ( )( )( )







→→

−=−= dxxgRxfdxxgRxfS jj

n

nn
,,1 limlim               (2.3.12) 

 

olduğunu alarıq. 2S  inteqralını 

 

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( ) =−== 
















nn L

njnj

T

nj dxxRxgdxxRxgdxxRxgS ,,,2  

( )( )( ) ( )( )( ) ( ) ( )2

2

1

2,, SSdxxRxgdxxgRx
nL

njjn +=−−= 










  

şəklində göstərə bilərik. 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) = 










 dxxgRxdxxgRxS jnjn ,,

1

2  

( ) ( ) nnn dxxdxx == 


 , 

( ) ( )( )( ) ( )( ) = 












nn L

nj

L

nj dxxRdxxRxgS ,,

2

2  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) 
















 











21
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21
2

, dxxLmCdxxRLm nnnjn  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
21

2

21

2

2

5

2

5








=








 





nn

d

nn

d

Lm
n

CdxxLm
n

C   
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olduğu üçün (2.3.5) qiymətləndirməsindən alarıq ki, 

0lim 2 =
→

S
n

.                                                (2.3.13) 

3S  inteqralını qiymətləndirmək üçün (2.3.6) bərabərsizliyindən istifadə edəcəyik: 

 

( ) ( )( ) ( ) ( )( ) −−= 








nn T

nnj

T

nnj dxxRxgdxxRxgS ,,3  

( )( ) n

T

nnj CdxxR
n

− 


 2, . 

Buradan isə alırıq ki, 

0lim 3 =
→

S
n

.                                             (2.3.14) 

(2.3.11), (2.3.12), (2.3.13) və (2.3.14) bərabərliklərindən isə (2.3.10) bərabərliyinin 

ödənildiyini alırıq. 

3-cü addım. Biz bu hissədə 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )( ) 
→



 =
nT

j
n

j dxxfRxgdxxfRxgA ,, lim                 (2.3.15) 

 

bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 

 

( )( )( ) ( )( )( )  ( )( )( )  +−=− 








nn L

n

j

n

j

T

j dxxfRxgdxxfRxgdxxfRxg ,,,  

( )( )( ) ( )( )( )   ( ) ( )21

,, SSdxxfRxgxfRxg
nT

n

jj +=−+                (2.3.16) 

 

inteqrallar fərqinə baxaq. 

( ) ( )nLmnS 1  

bərabərsizliyindən alarıq ki, 

( ) 0lim 1 =
→

S
n

                                              (2.3.17) 

bərabərliyi ödənilir. 
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( )( )( ) nxfRxgx jn = ,:  

işarə edək. 

( )( )  ( )nonxfRxm j 1: , =  , →n  

münasibətinə əsasən 

( ) ( )nom n 1= , →n  

olar.  (2.3.6) bərabərsizliyi və (2.3.9) ayrılışından alarıq ki, 

 

( ) ( )( )( ) ( )( )   

nnnn T

j

T

j dxxfRdxxfRxgS
 

,,

2  

 ( )( ) ( )( ) ( )( ) −++ 








nnn T

nnjnj

n

j dxxRdxxRdxxfR ,,,


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






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


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


 









 nnjn

n

jn CdxxRmdxxfRm  2

21
2

,
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2

,  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( ) +







+








 







nnn

n

n CdxxmCdxxfmC  2
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2
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) nnn

d

n Cdxxm
n

CdxxfmnC  +







+








 







2

21

2

21

2

2

5
. 

 

Bu isə onu göstərir ki, 

( ) 0lim 2 =
→

S
n

                                                 (2.3.18) 

bərabərliyi ödənilir. ( ) ( )( )xfRxg j 
 ,  funksiyası üçün (2.3.1) şərti teorem 2.2.1-ə 

əsasən ödənilir. Onda  (2.3.16), (2.3.17) və (2.3.18) bərabərliklərindən (2.3.15) 

bərabərliyinin ödənildiyini alarıq. 

(2.3.10) və (2.3.15) bərabərliklərindən isə (2.3.3) bərabərliyi alınır. Teorem 

isbat olundu. 

Nəticə 2.3.1. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov səthi olan məhdud oblastdır 

və  ( ) 1Lf . Onda  ( )( )xfR j ,  funksiyası   oblastında A -inteqrallanandır və 
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( ) ( )( ) ( )( )( )







−= dxxRxfdxxfRA jj 1,,                          (2.3.19) 

bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. Doğrudan da,   – sərhədi Lyapunov səthi olan məhdud oblast 

olduğundan ( ) 1xg  götürsək, ( )( )xgR j ,  funksiyası da məhdud olar (bax: [5]), onda 

teorem 2.3.1-ə əsasən alarıq ki, ( )( )xfR j ,  funksiyası   oblastında A -

inteqrallanandır və (2.3.19) bərabərliyi ödənilir. Nəticə isbat olundu. 
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III FƏSİL 

 

KOMPLEKS RİSS ÇEVİRMƏSİ VƏ ONUN BƏZİ XASSƏLƏRİ 

 

 Fərz edək ki, kompleks müstəvidə 1p  dərəcədən inteqrallanan, yəni 

( )CLf p ,  p1  funksiyası verilmişdir. İxtiyari Zk , 0k  üçün 

 

( )( )( )
( )

( ) ( )
 


−

+→ −

−
=


 wzCw

k

k

k

k wdmwf
wz

wz

i

k
zfR

:
20

lim
2

,   Cz  

 

sinqulyar inteqralına f  funksiyasının k  tərtibli kompleks Riss çevirməsi deyilir 

(bax: [75]). Kompleks Riss çevirməsi vuruğu 

( )
k

k 












=




m ,   0  

olan multiplikatordur. 0=k  halında ( )0R  olaraq eynilik operatoru götürülür: ( ) IR =0 . 

2=k  halında isə kompleks Riss çevirməsi Alfors-Beurlinq çevirməsi ilə üst-üstə 

düşür. Buna görə də kompleks Riss çevirməsinə Alfors-Beurlinq çevirməsinin 

ümumiləşməsi kimi baxa bilərik. Kompleks Riss çevirməsi kompleks dəyişənli 

funksiyalar nəzəriyyəsində mühüm əhəmiyyət daşıyan operatorlardan biridir. 

Kompleks Riss çevirməsindən kvazikonform inikaslar nəzəriyyəsində, eləcə də 

elliptik tip xüsusi törəməli diferensial tənliklərin həlli zamanı geniş istifadə olunur 

(bax: [75]). 

 Sinqulyar inteqral operatorlar nəzəriyyəsindən məlumdur ki (bax: [111]), 

 p1  olduqda kompleks Riss çevirməsi ( )CLp  fəzasında məhdud operatordur, 

yəni bu halda ( )CLf p  münasibətindən 
( )( ) ( )CLfR p

k   münasibətinin ödənilməsi 

alınır və yalnız 1p  ədədindən asılı olan elə 0pC  sabit ədədi var ki, ixtiyari 

( )CLf p  üçün 
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( )

( ) ( )CLpCL

k

pp

fCfR                                                   (3.0.1) 

bərabərsizliyi ödənilir.  

1=p  halında, yəni ( )CLf 1  olduqda isə yalnız 

( )( )( ) 
1

1:
L

k f
C

zfRCzm


  ,  0                               (3.0.2) 

şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir, burada  1C   f  funksiyasından asılı olmayan 

sabitdir. 

Biz bu fəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

kompleks Riss çevirmələrinin paylanma funksiyalarının +→  və +→0  

olduqda asimptotikalarını verəcəyik, Lebeq inteqralının ümumiləşməsi olan A -

inteqral anlayışından  istifadə edərək modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi 

üçün Riss bərabərliyinin analoqunu isbat edəcəyik. 

 

 

3.1. Kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların 

kompleks Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları 

 

Biz bu yarımfəsildə kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan 

funksiyaların kompleks Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının +→0  və 

+→  şərti daxilində asimptotikalarını tədqiq edəcəyik. 

Teorem 3.1.1. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda  

( )( )( )  0:lim =
+→




zfRCzm k                                         (3.1.1) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. ( )CLf 1  olduğundan Lebeq inteqralının mütləq kəsilməzlik xassəsinə 

əsasən ixtiyari 0  ədədi üçün elə Nn  və 0r  ədədləri tapa bilərik ki, 

 
( )

141 C
ff

CL

n

r


−                                                 (3.1.2) 

bərabərsizliyi ödənilir, burada   ( )   ( )( )( )zfzf rU

nn

r ;0= . 
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(3.0.2) və (3.1.2) bərabərsizliklərindən alarıq ki, ixtiyari 0  ədədi üçün 

 

( )  ( )( )  
( ) 







2

2

2
:

1

1 −








−
CL

n

r

n

r

k ff
C

zffRCzm                       (3.1.3) 

 

ödənilir.   ( )zf
n

r  funksiyası kompleks müstəvidə məhdud funksiya olduğundan 

( )CLf 1  münasibətindən alınır ki, ixtiyari 1p  üçün   ( )CLf p

n

r
  münasibəti 

ödənilir. Onda kompleks Riss çevirməsinin yuxarıda qeyd etdiyimiz xassəsinə əsasən 

ixtiyari 1p  üçün ( )  ( )CLfR p

n

r

k   olar. 

 

( ) ( )  ( ) ( )( )( )zzfRzF rU

n

r

k

2;01 = ,    ( ) ( )  ( ) ( )( )( )zzfRzF rUC

n

r

k

2;0\2 =  

 

işarə edək.  n
r

f  funksiyasının kompleks Riss çevirməsini 

 

( )  ( ) ( ) ( )zFzFzfR
n

r

k

21 +=  

 

şəklində göstərə bilərik. ( )zF1  funksiyası ( )rU 2;0  qapalı dairəsində, ( )zF2  funksiyası 

isə ( )rUC 2;0\  çoxluğunda cəmlənib. İxtiyari 1p  üçün ( )  ( )CLfR p

n

r

k   

münasibətindən ( ) ( )CLzF p1  münasibətinin də ödənildiyi alınır. ( )zF1  funksiyası 

məhdud çoxluqda cəmləndiyi üçün ( ) ( )CLzF p1 , 1p  münasibətindən alarıq ki, 

( ) ( )CLzF 11  . Buna görə də 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

( )  ( ) ( )
( )  8

4:
4 4:

11

1








 
 zFCz

zdmzFzFCzm                   (3.1.4) 

 bərabərsizliyi ödəniləcək. Digər tərəfdən, ixtiyari ( )rUCz 2;0\  nöqtəsi üçün 
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( )  ( )( )
  ( )

( )
( )


−

 
rU

n

rn

r

k wdm
wz

wfk
zfR

;0
2

2
 

  ( ) ( )
( )

 
( ) ( )CLCL

n

r

rU

n

r
f

r

k
f

r

k
wdmwf

r

k

1
1

22
;0

2 222 
=   

 

bərabərsizliyindən alarıq ki, ( )zF2  funksiyası məhduddur. Buradan və (3.1.4) 

qiymətləndirməsindən alınır ki, 0  ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

 

( )  ( )  ( ) 





2
4:2: 1  zFCzmzfRCzm

n

r

k             (3.1.5) 

olur. İxtiyari 0  ədədi üçün 

 

( )( )( )  ( )  ( ) ( )  ( )( )








−









2

:
2

::


 zffRCzzfRCzzfRCz
n

r

kn

r

kk   

 

münasibəti ödənildiyindən (3.1.3) və (3.1.5) qiymətləndirmələrindən alarıq ki, 0  

ədədinin kifayət qədər böyük qiymətlərində 

( )( )( )  zfRCzm k:  

( )  ( ) ( )  ( )( )











=+









−+









222

:
2

: zffRCzmzfRCzm
n

r

kn

r

k  

 

bərabərsizliyi ödənilir. Bu isə (3.1.1) asimptotik bərabərliyinin ödənildiyini göstərir. 

Teorem isbat olundu.  

Teorem 3.1.2. Fərz edək ki, ( )CLf 1 . Onda 

( )( )( )  ( ) ( )=
+→

C

k zdmzf
k

zfRCzm
2

:lim
0




                             (3.1.6) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Teoremin isbatına keçməzdən əvvəl aşağıdakı köməkçi lemmanı isbat edək. 
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 Lemma 3.1.1. Əgər ( )CLf 1  və ( ) ( ) 0=
C

zdmzf  olarsa, onda 

( )( )( )  ( ) 1: ozfRCzm k = ,    +→ 0                           (3.1.7) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

 Lemma 3.1.1-in isbatı. Əvvəlcə fərz edək ki, f  funksiyası müəyyən 

( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib. Bu halda ixtiyari 0z  nöqtəsi üçün 

 

( )( )( )
( )

( ) ( )
 
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−
= 
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:
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( ) ( )
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−
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−
=

rU
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wzrUw
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z

z

i

k
wdmwf

wz

wz

i

k

;0
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:;0
20 2

lim
2  


 

 

bərabərliyindən alarıq ki, 0k  halında 

( )( )( )=zfR k  

( )
( ) ( )

( ) 

=


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
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
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z
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wzzw
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0
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0
lim

2
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0k  halında 

( )( )( )=zfR k  

( )
( ) ( )

( ) 

=






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


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

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


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bərabərliyi ödənilir. Bu bərabərliklərdən isə rz 2  olduqda 

 

( )( )( )
( ) 

( ) ( )
( )

3

0

;0
3

22
222

z

d
wdmwf

z

kkkr
zfR

rU

kk

k =
++

 

+


            (3.1.8) 

 

qiymətləndirilməsini alarıq, burada 

( ) 
( )CL

kk
fkkk

r
d

1

222
22

0 ++=
+


. 

(3.1.8) qiymətləndirməsindən isə 

 

( )( )( )    =












+ 
3

0:2::
z

d
CzmrzCzmzfRCzm k  

 
32

02
3 0 4:2: 








+=









+=





d
r

d
zCzmrzCzm  

 

bərabərsizliyi alınır ki, bu da baxılan halda (3.1.7) asimptotik bərabərliyinin 

ödənildiyini göstərir. 

İndi isə lemmanı ümumi şəkildə isbat edək. ( ) ( ) 0=
C

zdmzf  şərtindən alarıq ki, 

ixtiyari 0  ədədi üçün elə 1f  və 2f  funksiyaları tapa bilərik ki, aşağıdakı şərtlər 

ödənilsin: 

i) 21 fff += ; 

ii)  1f  funksiyası müəyyən ( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib və ( ) ( ) 01 =
C

zdmzf ; 

iii) 2f  funksiyası 
1

2
41 C

f
L


  münasibətini ödəyir, burada 1C  (3.0.2) 

bərabərsizliyindəki sabitdir. 

ii) şərtinə əsasən 1f  funksiyası ( ) CrU ;0  dairəsində cəmlənib 

( ) ( ) 01 =
C

zdmzf  şərtini ödədiyindən lemmanın isbat etdiyimiz hissəsinə əsasən 1f  
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funksiyası üçün (3.1.7) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Buna görə də elə ( ) 0  

ədədi var ki, ixtiyari ( ) 0  üçün 

( )( )( )
22

: 1


 









 zfRCzm k                                         (3.1.9) 

bərabərsizliyi ödənilir. Digər tərəfdən iii) şərtinə və (3.0.2) bərabərsizliyinə əsasən 

ixtiyari 0  üçün 

( )( )( )
( ) 2

2
2

:
1

212


 










CL

k fCzfRCzm                             (3.1.10) 

bərabərsizliyi də ödənilir. Onda (3.1.9) və (3.1.10) bərabərsizlikləri və  

 

( )( )( )  ( )( )( ) ( )( )( )


















2

:
2

:: 21


 zfRCzzfRCzzfRCz kkk   

 

münasibətindən alarıq ki, ixtiyari ( ) 0  üçün 

 

( )( )( )   zfRCzm k:  

( )( )( ) ( )( )( ) 





 








+









2

:
2

: 21 zfRCzmzfRCzm kk  

 

olur. Bu isə onu göstərir ki, (3.1.7) asimptotik bərabərliyi ixtiyari ( )CLf 1  

funksiyası üçün ödənilir. Lemma isbat olundu. 

 Teorem 1.1.2-nin isbatı.  ( ) ( ) 0=
C

zdmzf  halında teoremin hökmü lemma 

3.1.1-dən birbaşa alınır. 

( ) ( ) 0= 
C

zdmzf  

halına baxaq. 

( ) ( )( )( )zzf U 1;01 



= ,      ( ) ( ) ( )zfzfzf 12 −=  
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işarə edək, burada ( )( )1;0U  ilə ( )1;0U  vahid dairəsinin xarakteristik funksiyası işarə 

olunub. Onda 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( )

0
1;0

12 =−=−= 
UCCC

zdmzdmzfzdmzfzdmzf



  

olduğundan lemma 3.1.1-ə əsasən  

( )( )( )  ( ) 1: 2 ozfRCzm k = ,  +→0                            (3.1.11) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 2z  nöqtəsi üçün 
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bərabərsizlikləri ödənildiyindən ixtiyari 0  üçün 
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zCzm ,                (3.1.12) 
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z
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                               (3.1.13) 
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bərabərsizliklərinin ödənildiyini alarıq. Nəzərə alsaq ki, ixtiyari  1;0x  və ixtiyari 

Nm  ədədləri üçün 

( ) xmx mm
++ 211  

bərabərsizliyi ödənilir, onda (3.1.13) bərabərsizliyindən alarıq ki, 
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
42
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2
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
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
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


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++ kk

k
kk

kzzm .    (4.1.14) 

 

(4.1.12) və (4.1.14) qiymətləndirmələrindən +→0  şərti daxilində limitə keçməklə 

alarıq ki, 

( )( )( ) 
2

:lim 1
0






k
zfRCzm k =

+→
                               (4.1.15) 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. İxtiyari 10   üçün 

 

( )( )( ) ( )  ( )( )( ) +  zfRCzzfRCz kk

21 :\1:  

( )( )( )  zfRCz k:  

( )( )( )  ( )( )( ) ( )  − 1:: 12 zfRCzzfRCz kk   

 

münasibətləri və (4.1.11), (4.1.15) asimptotik bərabərliklərinə əsasən alarıq ki, 

( )
( )( )( ) 

+ +→







zfRCzm

k
k:inflim

12 0
 

( )( )( ) 
( )




 −


+→ 12
:suplim

0

k
zfRCzm k  

 

bərabərsizlikləri ödənir. Burada isə 10   ədədi ixtiyari olduğundan alarıq ki, 

(3.1.6) asimptotik bərabərliyi ödənilir. Teorem isbat olundu.  
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3.2. Modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi 

 

 Fərz edək ki,    kompleks müstəvidə verilmiş oblastdır və ( ) 1Lf . 

 

( )( )( ) ( )( )( )
( )

( ) ( )
 


−

+→


−

−
==





wzw

k

k

k

kk wdmwf
wz

wz

i

k
zfRzfR

:
20

lim
2

,   z  

 

funksiyasına f  funksiyasının modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi deyilir.  

 p1  olduqda kompleks Riss çevirməsi  ( )CLp  fəzasında məhdud operator 

olduğundan alarıq ki, modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi də ( )pL  

fəzasında məhdud operatordur, yəni elə 0pC  sabit ədədi var ki, ixtiyari ( ) pLf  

üçün 

( )

( ) ( ) 
pp

LpL

k fCfR                                              (3.2.1) 

bərabərsizliyi ödənilir. 1=p  halında, yəni ( ) 1Lf  olduqda isə yalnız 

( )( )( ) 
( ) 

1

1:
L

k f
C

zfRzm


 ,   0                             (3.2.2) 

şəklində zəif bərabərsizlik ödənilir. 

 Teorem 3.1.1-dən nəticə kimi alarıq ki, modifikasiya olunmuş kompleks Riss 

çevirməsinin paylanma funksiyası üçün aşağıdakı teorem doğrudur. 

Teorem 3.2.1. Fərz edək ki, ( ) 1Lf . Onda  

( )( )( )  0:lim = 
+→




zfRzm k                                     (3.2.3) 

 

asimptotik bərabərliyi ödənilir. 

İsbatı. Doğurdan da, ixtiyari ( ) 1Lf  funksiyası üçün modifikasiya olunmuş 

kompleks Riss çevirməsinin tərifinə və teorem 3.1.1-ə əsasən alarıq ki, 

 

( )( )( )  ( )( )( ) = 
+→


+→




zfRCzmzfRzm kk :lim:lim  
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( ) ( )( )  0:lim == 
+→




zfRzm k . 

 

Buradan isə (3.2.3) asimptotik bərabərliyi alınır. Teorem isbat olundu. 

 

 

3.3. A-inteqral və modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi üçün 

Riss bərabərliyi 

 

Sinqulyar inteqral operatorların xassələrinə əsasən (bax, məsələn, [8]) alarıq ki, 

ixtiyari C  ölçülən çoxluğu üçün ( ) pLf , 1p  və ( ) qLg , 1q , 

111 =+ qp  olarsa, onda 

 

( ) ( )( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( ) ( )
 

=
−

−
= 

−
+→






 wzzw

k

k

k

k zdmwdmzgwf
wz

wz

i

k
zdmzfRzg

:,
20

lim
2

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( )


−= zdmzgRzf kk
1                                         (3.3.1) 

  

bərabərliyi ödənilir. Bu bərabərliyə kompleks Riss çevirməsi üçün Riss bərabərliyi 

deyilir. Biz bu yarımfəsildə göstərəcəyik ki, C  məhdud oblast olarsa, onda 

( ) 1Lf  funksiyasının kompleks Riss çevirməsi   oblastında A -inteqrallanandır 

və (3.3.1) bərabərliyinin analoqu ödənilir. 

 Teorem 3.3.1. Fərz edək ki,   kompleks müstəvidə məhdud oblastdır, 

( ) 1Lf  və ( )zg  funksiyası   oblastında verilmiş elə məhdud funksiyadır ki, 

( )( )( )zgR k

  funksiyası da   oblastında məhduddur. Onda ( ) ( )( )( )zfRzg k

  funksiyası 

  oblastında A-inteqrallanandır və 

 

( ) ( ) ( )( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )( ) ( )






 −= zdmzgRzfzdmzfRzgA kkk 1                          (3.3.2) 
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bərabərliyi ödənilir. 

 İsbatı. A-inteqral funksiyalara nəzərən additivlik xassəsini ödədiyi üçün fərz 

edə bilərik ki, f  funksiyası   oblastında verilmiş həqiqi funksiyadır, ixtiyari z  

üçün ( ) 0zf  və 

( ) ( )( )( )  1,max 


zgRzg k

z
 

bərabərsizlikləri ödənilir. İxtiyari z  üçün ( ) 0=zf  olduğunu qəbul edəcəyik.  

Teoremin isbatını birinci fəsildə isbat etdiyimiz teorem 1.3.1-in isbatına oxşar 

qaydada aparacağıq və teorem 1.3.1-in isbatında təyin etdiyimiz nE , nE , pG , nL , nL , 

nT  çoxluqları, ( )zn , ( )zn

  funksiyaları və n ,  zr  ədədlərindən istifadə edəcəyik. 

Sadəlik üçün teoremin isbatını bir neçə addıma bölürük. 

1-ci addım. Göstərək ki, 
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işarə edək. İxtiyari nTz  nöqtəsi üçün 
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ödənilir. İnteqral üçün orta qiymət teoreminə əsasən alarıq ki, ixtiyari Ip  üçün elə 

( )
pzpip rzUw 5;,  , 4,1=i  nöqtələri var ki, 
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Onda (1.3.4) bərabərliyi və (3.3.4) bərabərsizliyindən alarıq ki, 
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İxtiyari ( )
pzp rzUvw 5;,   və nTz  üçün 
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qiymətləndirilməsi ödənilir. Doğrudan da 0k  halında 
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olduğundan alarıq ki, (3.3.6) bərabərsizliyi k  parametrinin hər bir 0k  qiymətində 

ödənilir. (3.3.6) bərabərsizliyini (3.3.5) qiymətləndirməsində nəzərə alsaq 
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olduğunu alarıq. Buradan isə 
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yəni (3.3.3) bərabərsizliyinin ödənildiyini alarıq. 
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 ( )zf  funksiyasını 

( ) ( )  ( )  ( )zzzfzf nnn

n  −++=                           (3.3.7) 

şəklində göstərək. 

2-ci addım. Biz bu hissədə 
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bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 
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inteqralına baxaq. Kvadratı ilə inteqrallanan funksiyalar üçün (3.3.1) bərabərliyinə 

əsasən yaza bilərik ki, 
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Nəzərə alsaq ki, 
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olduğunu alarıq. 2S  inteqralını 
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şəklində göstərə bilərik. 
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olduğu üçün (1.3.5) qiymətləndirməsindən alarıq ki, 

0lim 2 =
→

S
n

.                                                (3.3.11) 

3S  inteqralını qiymətləndirmək üçün (3.3.3) bərabərsizliyindən istifadə edəcəyik: 
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Buradan isə alırıq ki, 

0lim 3 =
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S
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.                                             (3.3.12) 

(3.3.9), (3.3.10), (3.3.11) və (3.3.12) bərabərliklərindən isə (3.3.8) 

bərabərliyinin ödənildiyini alırıq. 

3-cü addım. Biz bu hissədə 
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bərabərliyinin ödənildiyini göstərəcəyik. 
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inteqrallar fərqinə baxaq. 

( ) ( )nLmnS 1  

bərabərsizliyindən alarıq ki, 

( ) 0lim 1 =
→

S
n

                                              (3.3.15) 

bərabərliyi ödənilir. 

( ) ( )( )( ) nzfRzgz k

n = :  

işarə edək. 

( )( )( )  ( )nonzfRzm k 1: =  , →n  
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münasibətinə əsasən 

( ) ( )nom n 1= , →n  

olar.  (3.3.3) bərabərsizliyi və (3.3.7) ayrılışından alarıq ki, 
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Bu isə onu göstərir ki, 

( ) 0lim 2 =
→

S
n

                                                 (3.3.16) 

bərabərliyi ödənilir. ( ) ( )( )( )zfRzg k

  funksiyası üçün (1.3.1) şərti teorem 3.2.1-ə 

əsasən ödənilir. Onda (3.3.14), (3.3.15) və (3.3.16) bərabərliklərindən (3.3.13) 

bərabərliyinin ödənildiyini alarıq. 

(3.3.8) və (3.3.13) bərabərliklərindən isə (3.3.2) bərabərliyi alınır. Teorem isbat 

olundu. 

Nəticə 3.3.1. Fərz edək ki,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblastdır 

və  ( ) 1Lf . Onda  
( )( )( )zfR k

  funksiyası   oblastında A -inteqrallanandır və 
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 −= zdmzRzfzdmzfRA kkk 11                          (3.3.17) 

 

bərabərliyi ödənilir. 
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 İsbatı. Doğrudan da,   – sərhədi Lyapunov əyrisi olan məhdud oblast 

olduğundan ( ) 1zg  götürsək, ( )( )( )zgR k

  funksiyası da məhdud olar (bax: [5]), onda 

teorem 3.3.1-ə əsasən alarıq ki, 
( )( )( )zfR k

  funksiyası   oblastında A -

inteqrallanandır və (3.3.17) bərabərliyi ödənilir. Nəticə isbat olundu. 
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NƏTİCƏ 

 

Dissertasiya işi harmonik analizin əsas inteqral çevirmələrindən olan Alfors-

Beurlinq və Riss çevirmələrinin xassələrinin tədqiqinə həsr olunmuşdur.  

Dissertasiyada aşağıdakı əsas elmi nəticələr alınmışdır: 

         - kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə 

sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan sonlu kompleks ölçülərin Alfors-Beurlinq 

çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların, habelə sinqulyar hissəsi atomar diskret ölçü olan 

sonlu kompleks ölçülərin modifikasiya olunmuş Alfors-Beurlinq çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur; 

- dR  fəzasında Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların Riss çevirməsinin 

paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş Riss çevirməsi üçün Riss 

bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur; 

- kompleks müstəvidə Lebeq mənada inteqrallanan funksiyaların kompleks 

Riss çevirməsinin paylanma funksiyasının asimptotikaları verilmişdir; 

         - ümumiləşmiş inteqral anlayışlarından istifadə edilərək məhdud oblastda Lebeq 

mənada inteqrallanan funksiyaların modifikasiya olunmuş kompleks Riss çevirməsi 

üçün Riss bərabərliyinin analoqu isbat olunmuşdur. 
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