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ЧИСЛОВАЯ ОБЛАСТЬ И СПЕКТР СОВМЕСТНЫХ!ГОЛОМОРФНЫХ 
ОПЕРАТОР-ФУНКЦИЙ МНОГИХ КОМПЛЕКСНЫХ ПЕРЕМЕННЫХ 

Г. А. И с а е в 

1. В настоящее время известны лишь отдельные фрагменты многопараметрической 
спектральной теории (см. Ф. В. Аткинсон [1], [2]), некоторые идеи и постановки которой 
восходят к Д. Гильберту [3] и Р. Д. Кармайклу [4]. Следует заметить, что пока не опре
делены инвариантным образом основные понятия, как, например, спектр, корневое под
пространство ... 

В этой заметке излагается общая концепция к постановке спектральных задач 
с многими параметрами вокруг понятия спектра. 

2. Желая иногда охватывать и случай неограниченных операторов, будем рас
сматривать замкнутые оператор-функции А7-(Я1? . . ., Хп), определенные на всюду'плотных 
множествах 2 [Aj(X1, . . ., Хп)] гильбертовых пространств &6*7- и голоморфные в области 
G cz Сп в следующем смысле: 

1) Области определения 2)[Aj(X1, . » ., Хп)] == 2}j операторов Aj(Xx, . . ., Хп) не 
зависят от точек X = (Хг, . . ., Хп). 

2) Для каждого элемента Xj £ 2bу вектор-функции AJ(X)XJ являются голоморфными 
от X в области G (/ = 1, 2, . . ., п). 

Заметим, что для ограниченных оператор-функций Aj(X) это определение совпадает 
с обычным понятием голоморфности по операторной норме. 

Обозначим через [<ffij] алгебру всех линейных ограниченных операторов, действую
щих в &6$, а через Sj — единичную сферу пространства &€ j . 

Резольвентным множеством некоторой оператор-функции Aj(X) назовем множество 

p[Aj(X)] = {X^G: ЗА]1 (X) € [<й?,]}. 

Теперь введем основное 
О п р е д е л е н и е 1. Резольвентным множеством, спектром и числовой областью 

(или числовым образом) совместных голоморфных оператор-функций Aj(X) (j = 
= 1,2, . . ., п) назовем соответственно следующие подмножества области G cz Cn: 

р = U PlAj(b)h a = П {G\p[Aj(b)]h 
j=l j=i 

W= П U {X£G: (Aj(X)xj1 xj)=0]. 
3=1 xfiSjODj 

П р е д л о ж е н и е 1. Имеют место соотношения: a) G = р [jo; б) р П °~ — 0\ 
в) р — открытое, о* — замкнутое подмножества в G\ г) W является аналитическим мно
жеством в G (см. [5]). 

3. Для того чтобы совместные голоморфные оператор-функции обладали «правиль
ной» спектральной теорией, нужно требовать некоторое условие «независимости» (или 
«определенности»). 

О п р е д е л е н и е 2. Оператор-функции Aj(X) (7 = 1,2, . . ., п) называются 
w-независимыми, соответственно s-независимыми, если для yjXj £ Sj f| 3)j выполняется 
условие 

det { щ^ (Aj (X) XJ, XJ) j ф 0, 

в соответственно 

inf I det ( •£- (Aj (X) XJ, XJ) ) | > 0. 

Т е о р е м а . Пусть ограниченные голоморфные оператор-функции A j(X) (/ = 1 , 2 , . . . 
, . ., п) являются s-независимыми. Тогда о cz W (черта над W означает замыкание в G). 
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Доказательство этой теоремы основано на вычислении индекса Пуанкаре некоторых 
гладких циклов (см., например, [6]). 

З а м е ч а н и е 1. Условие ^-независимости в этой теореме нельзя заменить на 
^-независимость; в качестве контр-примера достаточно рассмотреть случай п = 1 
и Аг(Х) = А -{- ХВ, где А и В — положительные компактные операторы. 

4. Оператор-функции Aj(X) назовем симметрическими, если: 1) область G симметрич
на относительно Rn (т. е. X £ G =Ф X 6 G) и 2) [Aj(X)]* ZDAJ(X). ЕСЛИ вместо 2) требовать 
[Aj(X)]* = Aj(X), то Aj(X) назовем самосопряженными оператор-функциями (/ = 1, 2, . . . 
. . ., п). 

Теперь в качестве важного частного случая рассмотрим линейную многопараметри
ческую спектральную задачу, т. е. совместные голоморфные оператор-функции вида 

п 
pjW=Aj+ 2 bhBih (7 = 1, 2, ..., п). 

k=i 

П р е д л о ж е н и е 2. Числовая область W симметричной линейной многопарамет
рической задачи лежит в Rn, если только Pj(X) ^-независимы. 

П р е д л о ж е н и е 3. Спектр о самосопряженной линейной многопараметриче
ской задачи при условии «-независимости лежит в Rn. 

З а м е ч а н и е 2. Для предложения 3 остается справедливым замечание 1 (а также 
приведенный там контрпример). 

Результаты этой заметки после некоторых терминологических изменений распро
страняются на случай банаховых пространств. 
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