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МАТЕМАТИЧЕСКИЕ ЗАМЕТКИ 
Т. 40, N8 5 (1986) 

НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА СОБСТВЕННЫХ 
И ПРИСОЕДИНЕННЫХ ФУНКЦИЙ 

ОБЫКНОВЕННОГО ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО 
ОПЕРАТОРА ЧЕТВЕРТОГО ПОРЯДКА 

Н. Б. Керимов 

1. Постановка задачи и формулировка основных ре­
зультатов. Пусть G — конечный или бесконечный интервал 
в RA Рассмотрим формальный дифференциальный оператор 
I (У) = У™ + Pi (*) У(3) + р а (*) уЮ +р3 (х) уМ +Pi (х) у, 
где р а (х) (а = 1, 2, 3, 4) — комплекснозначные функции. 
Предполагается, что рг (х) абсолютно непрерывна вместе 
со своими производными до второго порядка включитель­
но в каждом конечном замкнутом подынтервале интерва­
ла G и ра (х) ЕЕ L[OC (G) (a = 2, 3, 4). Обозначим через 
D класс функций, абсолютно непрерывных вместе со свои­
ми производными до третьего порядка включительно в 
каждом конечном замкнутом подынтервале интервала G. 
Следуя работам В. А. Ильина (см., например, [1]), соб­
ственные и присоединенные функции дифференциального 
оператора будем понимать в более широком смысле, чем 
обычно. От этих функций не будем требовать подчине­
ния каким-либо краевым условиям. Назовем собственной 
функцией оператора Z, отвечающей собственному значе­
нию Я, любую комплекснозначную функцию у0 (х) Е= D 
(у0 (х) ф 0), удовлетворяющую почти всюду в G уравне­
нию I (г/0) + Я у0 = 0. Под присоединенной функцией 
уг (х), отвечающей тому же Я и собственной функции 
У о Iх)» будем понимать любую комплекснозначную функ-
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цик) из класса D, удовлетворяющую почти всюду в G 
уравнению I (уг) + Хуг = у0. 

Обозначим через {ип}™ произвольную систему, состоя­
щую из понимаемых в указанном обобщенном смысле соб­
ственных и присоединенных функций оператора Z, отве­
чающую системе собственных значений {ЯП}Г таких, что 
| Кп | —> оо при п —•> оо. Будем считать, что числа Хп за­
нумерованы в порядке неубывания их абсоютных величин 
с учетом кратности. Каждой собственной функции мо­
жет соответствовать не более чем одна присоединенная 
функция, отвечающая тому же собственному значению. 
Это означает, что каждый элемент ип (х) системы {ип}%° 
принадлежит классу D и удовлетворяет почти всюду в G 
уравнению I (ип) + Япип = ^пип-ъ где число вп равно 
либо нулю (в этом случае мы называем ип собственной 
функцией оператора Z), либо единице (в этом случае мы 
требуем Хп = кп-.г и называем ип присоединенной функ­
цией, при этом ип^г является собственной функцией). 

При исследовании ряда вопросов спектральной теории 
обыкновенных дифференциальных операторов возникают 
задачи оценки собственных и присоединенных функций 
и получения некоторых соотношений между этими функ­
циями [2—4]. Эти вопросы составляют содержание настоя­
щей работы. 

Положим \лп = (—Хп)% где всюду [г exp (iqp)]1'4 = 
= г1/* ехр (£ф/4) при —я/2 < Ф ^ 3/2я. 

Справедливо следующее основное утверждение. 
ТЕОРЕМА. Пусть mes G < оо, Ра (х) е Lx (G) (а = 

= 2, 3, 4), р± (х) абсолютно непрерывна вместе со своими 
производными до второго порядка включительно в & и 
| Im fxn | ^ Ъ — const (n = 1, 2, . . .). Тогда сущест­
вует такая постоянная С, что при всех р > 1, т = 0, 1, 
2, Ъип = 1, 2, . . . 

max | i 4 w ) И | < С ( 1 + | и п | Г 1 / Р II "п !k,(G), (LI) 

II е ^ ||Lp(G) < С (1 + | ixn | )41| ип ||Lp(G). (1.2) 
Постоянная С от т, п, р не зависит. Кроме того, для лю­
бого отрезка К d G существует постоянная С (К), за-
висящая от К, но не зависящая от п и р, такая, что при 
всех р ^ 1 и п = I, 2 , . . . 

« 6 А - ! \\Lp(K) < С (К) (1 + | ̂  J )81| ип \\Lp(G). (1.3) 

609 



С л е д с т в и е . Пусть mes G < оо, ра (х) е Ь\ос (G) 
(а = 2, 3, 4), рх (х) абсолютно непрерывна вместе со сво­
ими производными до второго порядка включительно 
в каждом конечном замкнутом подынтервале интервала G 
и | Im \хп | ^ Ъ = const (п = 1, 2,. . .). Тогда для любого 
отрезка К Щ G (0 < mes i£ <С оо) существует такая по­
стоянная Сх (К), зависящая только от if, что при всех 
р > 1, ти = 0, 1, 2, З и и = 1, 2,. . . 

max | z4r} (*) | < Ci {К) (1 -f| l*n I )m+1/p || un ||L (K), (1.4) 

II QnUn-г ||Lp(K) < d (£) (1 + | Vn | )4 II и» || V m - (1-5) 
Кроме того, если if и Кг — произвольные отрезки интер­
вала G и К строго содержится внутри Кг (mes Кх < оо), 
то существует такая постоянная С (if, ifx), зависящая 
только от К и ifx, что при всех р > 1 и w = l , 2 , . . . 

II ̂ u^-г ||ЬрС10 < С (ЛГ, JCi) (1 + | f*„ |)» Ц «п ЦЬр<К1). (1.6) 

З а м е ч а н и е 1.1. При доказательстве теоремы 
можно считать, что рх (х)~ О (я ЕЕ G). Действительно, 
если рх (х) ф 0, то, полагая а = inf {x; x EH G} и 

^n(«) = " n ( * ) e x p ( 4 - J % i W * ) (л = 1,2,...), (1.7) 

получаем, что {УП}Г является в указанном выше обобщен­
ном смысле системой собственных и присоединенных 
функций некоторого оператора 1г (у) = yW + q2 (х) yW + 
+ q3 Й У{1) + ii («) у, где функции qa {х) (а = 2, 3,: 4) 
принадлежат классу Lx (G) и выражаются через функ­
ции ра (х) (а = 1, 2, 3, 4) и р?> (ж) (Л = 1, 2, 3). Из (1.7) 
следует, что если теорема верна для системы {vn}Tx

 T 0 

она верна и для системы {ип}™. Всюду в дальнейшем бу­
дем считать, что рх (х) = 0 при х ЕЕ G. 

2. Асимптотические формулы для собственных и при­
соединенных функций. Доказательство теоремы основано 
в основном только на использовании асимптотических 
формул для фундаментальной системы решений уравнения 
I (у) + р4г/ = 0 при | р | ->- оо. Не ограничивая общно­
сти, будем рассматривать в качестве конечного интервала G 
интервал (0, 1). Общий случай интервала (а, Ь) легко 
сводится к этому подстановкой х = а + (Ь — о) tr 
t е (0, 1). Пусть fj (х, р) (/ = 1, 2, 3, 4) — фундамен-
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тальная система решений уравнения I (у) + pV — 0. 
Воспользуемся известными асимптотическими выражения­
ми для функций fj (x, р) Г5, с. 58], справедливыми при 
ра (х) Е= Ьг (G) (а = 2, 3, 4) и р е= Г, | р | > Д, где Г -
область комплексной р-пдоскости, которая получается из 
сектора Sk = {р; &я/4 ^ arg p <г(& + 1)я/4} при не­
котором к = 0, 1,. . ., 7 сдвигом р — > р + с (с — некото­
рое фиксированное комплексное число), и R — достаточ­
но большое число, которое можно выписать в явном ви­
де [5, с. 57]. При этих условиях имеет место 

/im) (*, Р) = (РР,Г ехр ( р М [1], (2.1) 
где т = 0 , 1 , 2 , 3 ; / = 1 ,2 ,3 ,4 ; [1] = 1 + О (р*1) и 
Ру — все различные корни четвертой степени из (—1). 

Рассмотрим уравнение I (у) — \i*y = 0, или по-дру­
гому, уравнение I (у) + (9p)V = 0, где 8 = ехр (яг/4). 
Пусть yj (х, р) (/ = 1, 2, 3, 4) — фундаментальная си­
стема решений этого уравнения. Положим Q = {[х; 
| Im JLX | < 6, | р | > 4&,_— я/8 < arg р < 3/8 я}. Так 
как Эр, е Т = S0 + Ь ]/"2 при р е (?, то при р е (?, 
| р | > Л справедливы следующие асимптотические фор­
мулы: 

у$т) (х, р) = (рвр,Г ехр*(р6р,*) [1], (2.2) 
где тгг = 0, 1, 2, 3; / = 1 , 2 , 3 , 4 и [1] = 1 + О (р*1). 

Нетрудно проверить, что 0Ру (/ = 1, 2, 3, 4) являются 
различными корнями четвертой степени из единицы. Сле­
довательно, при | x G ^ , \ \i \^> R справедливы следую­
щие асимптотические формулы: 

y(jm) (х, р) = (рсо7)т ехр (рсо^) [1], (2.3 

где m = 0, 1, 2, 3; / = 1, 2, 3, 4 и со,- (/ = 1, 2, 3, 4) — 
различные корни четвертой степени из единицы. 

Пусть yjiTl (х) (/ = 1, 2, 3, 4) — фундаментальная си­
стема решений уравнения I (у) — у&У = 0. Очевидно, 
что каждая собственная функция, отвечающая собствен­
ному значению ХП1 является линейной комбинацией функ­
ций yjtn (х) (/ = 1, 2, 3, 4). 

Предположим, что ип (х) — присоединенная функция, 
тогда по определению un^ (x) — собственная'функция и 
при m = 0, 1, 2, 3 имеет место IP 

«£!(*) = 2Ь?^.»^Г«(*). (2-4) 
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где Л)*, n-i (& = 1, 2, 3, 4) — комплексные постоянные. 
Применяя к уравнению I (un) —- \inUn = Un-i метод ва­
риации произвольных постоянных, получим 

un(x)=V Ajnyjtn(x) + 
V I 4 Сх W. (t) 

+ A - = 1
 y>'n {x) XUn-1 {t) -w^wdt' <2-5) 

где Ajn (/ = 1, 2, 3, 4) — комплексные постоянные, 
Wn (t) — вронскиан функций yJtn{t) (/ = 1, 2, 3, 4), дру­
гими словами, Wn (t) — определитель порядка четыре, в ко­
тором элемент, лежащий в пересечении к строки и / столб­
ца, равен j/j4"n} (t). Wln (t), . . ., WAn (t) — алгебраические 
дополнения элементов первой строки определителя Wn (t). 

Принимая во внимание (2.4) и (2.5), получаем 

+ S L i *>*, п-гТыт (х) (т = 0,1,2,3), (2.6) 
где 

¥-1* / ч Сх W. (t) 
Т*пп(х) = £ yfl(х) ]оУКп(t) -й^щ- At. (2.7) 

Так как, начиная с некоторого тг, все \хп принадлежат 
Qf то существует такое натуральное число ЛГ1э что при 
п > N1 в силу (2.3) имеет место асимптотическая фор­
мула 

УТП (*) = (щи,)"1 exp (WJX) [1], (2.8) 
где m = 0, 1, 2, 3; / = 1, 2, 3, 4 и [1] = 1 + О (i^1). 

В дальнейшем всюду будем предполагать, что п > Nt. 
Пусть % = — о>4 = —1,- (о2 = — (о3 = i. С помощью 

(2.8) нетрудно убедиться, что 
W. (t\ (Л 

l f ^ l = 1-fexp(-t in(o/)[ l] (/=1,2,3,4). (2.9) 

Следовательно, справедливы соотношения 
J [ » . . О • ^ « • = • ^ • [ 4 (/=1,2.3,4), (2.10) 
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Введем обозначение 

^n^fykM^^W^ ( * . / = 1.2,3,4). (2.12) 

Представим Ткпт (х) (к = 1, 2, 3, 4) в удобном для нас 
виде. Нетрудно проверить, что для Тгпт (х) имеет место 
представление 

14 

coio: 

IL ̂ (x) £ *•n w -^1"d^ (2ЛЗ) 
Далее заметим, что при /' = 2, 3, 4 

Ĵ  ехр [цп (он — Ш/) i] [1] d̂  = Ĵ  ехр [цп (а* — со̂ ) *] d£ [1]. 

(2.14) 
Положим 

bjt п = 
4jl* ((О! - С0;) 

ехр [щ (coi — а),)] (/ = 2, 3, 4). 

(2.15) 
В силу (2.8), (2.9), (2.14) и (2.15) при/ = 2, 3, 4 имеет 

место 

4и*((ох-о)_.) {ехр [ц„ (oi— ©,)] — ехр [ц„ (<»i—ю,) *]}[!] = 

0 ) . Д»>) W. n (*) ехр [цп (а)! - со,-)] [1] 
^ (0)1 - 0)у) 

• 2/H (*) {<? (Цп1) + ехр [щ, (©! - <»,.) (1 - «)] О (и;1)} = 

(2.16) 
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Таким образом, в силу (2.10), (2.13), (2.16) 

Тгпт (х) = У * (а1]п + bjn) yfi (x) + - ^ у™ (х) + 

+ 7 Т - » Н ( * ) + Уи1(х) [хО{\х?) + 0(\С)}, (2.17) 

\ Н 4 ® / / со . \ m 

где ^ ^ ^ ^ ( а , , - с о . ) (-5TJ ПРИ « = 0,1,2,3. 
Аналогичным образом доказывается, что 

Ппт (х) = V 4 abjnytl (х) + ^ 1 ^Tn (*) + 

+ yi™)n(x)0(lC) (ft = 2,3), (2.18) 

f4nm (*) = V 3 d3nyfl (x) - a*{l-x) уИ (*) 4-

+ (««» + - ^ - j УТП \Х) + yTl (X) [(l - x ) o (iC) + о ((л;5)], 
(2.19) 

со, 
где dM=— J

 г (/=1,2,3) и 

i n 3 со . / со . \ т 

« — £ „ * К ^ г ( - * ) ("• = 0.',2,3). 
Введем обозначения 

&1, n5 m = >iin Н £— -Oi, n-l + dlnD^ n-i , ( 2 . 2 0 ) 

^a, n, m = ^2n + (#ian + b2n) -Oi, n-i + dmD^ n_x, (2.21) 
^ 3 , n.m^2 Asn ~\~ \avm ~b bsn) Di, n-i + a2dn^2t n-i ~r изпП^ n _ i , 

(2.22) 
ft, n,m = A*n + (%4П + &4n) ft, n_x + 

+ fl24n^2, n-i + #34nft, n_! -f- I a44n -] — J ft, n-i. (2.23) 

В силу (2.6), (2.17)—(2.23) при тю = 0, 1, 2, 3 

Uf )(x)=y i
4 ^,п,т^?п(^) + 7^-У' CO^.n-xrf^)-

- -?V A, n-l (1 ~ *) J/i?n (*) + У ' ft, n-lll n, w (*) Й5 (x)f 
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где 
Tin,m(x)=xO(lxn

i) + 0(lXn% (2.25) 

Tintm(x) = 0(ii-') (& = 2,3), * (2.26) 

T\9 n, m {x) = {l-x)0 {tf) + 0 {\fn% (2.27) 
3. Вспомогательные предложения. Пусть mes G ̂  oo, 

h e Lp (G) П Lq (G), || /fr ||Lp(G) Ф0 (k = 1, 2, . . ., tf), 
где | ? > 1 и /Г1 + g"1 = 1. Предположим, что определи­
тель А определяется следующим образом: если a^j (к, 
/ = 1, 2, . . ., N) — элемент определителя А, лежащий 
в пересечении к строки и / столбца, то 

a,j = (fj,h)\\fj 111^0) \\hl\Lq(G). (3.1) 

ЛЕММА. Если W = Aifx + ^2/2 + • . • + ANfN, где 
Ait (к = 1, 2, . . ., N) — постоянные, то имеет место не­
равенство 

| |АЛ/Пк р ( «)<^ ! 11^Ц(« ) (A=1,2 , . . . , JV) . (3.2) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Tkj — алгебраиче­
ское дополнение элемента ак]- в определителе А. Положим 

*> = 2LV*II/*IIV»> (/=1,2,...,Л0. (3.3) 
Нетрудно проверить, что 

(/т II / т | | Е > , gj) = Аб т / (т , / = 1, 2, . . ., TV), (3.4) 

где 8mj = 1 при т = j и 8mj = О при т Ф /. 
Из (3.4) следует, что справедливо равенство 

bAb\\fk\\Lp{G) = (W,gk) (k = l,2,...,N). (3.5) 

Ввиду (3.1) и в силу интегрального неравенства Гельдера 
| aw | < 1 (к, J = 1, 2, . . ., TV). 

Следовательно, 

| Г„ | < (N - 1)! (А, / = 1, 2, . . ., TV). (3.6) 

Из (3.3) и (3.6) следует 

11Ы^><2Г=11П>КМ (/=1,2,...,7V). (3.7) 
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Используя (3.5), (3.7) и применяя интегральное нера­
венство Гельдера, приходим к выводу, что 
« Д4*/* ||Lp(G) = I (W, ft) I < || W ||Lp(G) || ft \\Lq(G) < 

<N\\\W\\Lp(G). 

З а м е ч а н и е З.1. Нетрудно видеть1 что 

A = AiII^f l» , (3.8) 

где Ах — определитель Грама системы {fk || fk ||Zj(G)}£=i» 
другими словами, если bkj (Zr, / = 1, 2,. . ., JV") — элемент 
определителя Дх, лежащий в пересечении к строки и / 
столбца, то bkj = (/,-, fk) [I fj \\l)iG) || fk \\~L](G). Известно 
[6, с. 20], что Дх ;> 0. Следовательно, в силу (3.2) и 
(3.8) при всех к = 1, 2, . . ., N 

Ai \\Akfk ||Lp(G) < N1 (if=l а-т\п) || W ||Lp(G). (3.9) 

4. Доказательство основных результатов. Функции 
Уь$п (х) (к = 5, 6, 7, 8) определим следующим образом: 
Уш,п (х) = xykin (х) (к = 1, 2, 3) и ySiTl (х) = (1 — х)-
-у^п (#). Пусть р !> 1 — любое число и /Г1 + д"1 = 1. 
Непосредственное вычисление показывает: существуют 
такие постоянные Сх, С2 > 0 и Yo> н е зависящие от /? и га, 
что при условии | Im \in | <^ Ъ (п = 1, 2, ...) для доста­
точно больших п при всех р > 1 справедливы неравен­
ства 

С21 цп Г1/р < || Ух,«|| V o . » < £1 I h. )_1/P. (4-1) 
С 2 < || у*.« Ц,(о, 1)<Ci (k = 2, 3, 6, 7), (4.2) 

С21 Мп |"1/р ехр (| \in |) < || </4, „ lS(o,« < & | щ, Г1/Р е хР (I (*n I), 
(4.3) 

С , 1 ^ Г " 1 / р < II1/5, n | V o . 1)<Сг\ щ, f ™ , (4.4) 
C21|i„Гх-1 / рexp( | i in | )< | | y8>n||tp(0,„< 

< f i K r ™ e x p ( | n n | ) , (4.5) 

|| Wr. n \\LP(0, 1) || У*. n ||Lg(0, 1) || У*. n ||Z*(0, 1) < Y0 (ft = 1 , . . . , 8 ) . 
(4.6) 

Пусть y\, n (x) = уь, n {*) || Ук, n ||lt(o, i) (A = 1,2, . . ., 8). 
Непосредственными вычислениями нетрудно проверить, 
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что для достаточно больших п 

(yln, yj,n) = 0 ( | M - i / 3 ) (4.7) 
при к Ф /; | к — j | ф 4; к, j = 1, 2, . . ., 8 и 

I (Ап, г/Зк„) | < р < 1 (А = 1, 2, 3, 4), (4.8) 

где р — некоторая постоянная, не зависящая от п. 
Через Ап обозначим определитель Грама системы 

{yl,n (#), Уш,п (x)}k=i. В силу (4.7) и в силу того, что 
все элементы определителя Ап по модулю не превосходят 
единицы, для достаточно больших п 

Дп = 1Г 1Д»* + 0(|ипГш), (4-9) 

где Апк — определитель Грама двух функций y\iU (x) и 
Ук+4,п (х), или, другими словами, 

An* = 1 - I ftfU »U») I2 № = 1, 2, 3, 4). (4.10) 
Ввиду (4.8)—(4.10) для достаточно больших ?г имеет 

место 

Д „ > 4 - ( 1 - Р 2 ) 4 ^ > 0 - (4.11) 

Принимая во внимание асимптотическую формулу 
(2.24) при т = 0, замечание 3.1 и неравенства (4.11), 
(4.6), приходим к выводу, что для достаточно больших п 
при всех р ;> 1 

II Л , п, оУ*, п ||LP(O, 1) < 72 {|| ия ||Lp(0,1) +. Мп}, (4.12) 

|| А , п-1У*+4, п 1кр(о, 1) < Y21 И™ I3 {II "п \\ьр(о, i) + Afn}i (4.13) 

где к = 1, 2, 3, 4; 72 = 8! 4 YiYo И 

^ n = S j e l II % * Л п, о (*) W. n (х) || V o , 1). (4.14) 

Из (2.25)—(2.27), (4.1)—(4.5) следует, что для до­
статочно больших п и при всех р > 1 

II Л , п, о (х) Уь, п (х) ||ьр(о, 1) IIW+4. п Щр(о, 1) < Те I Ц* Г4, (4.15) 

где к =*= 1, 2, 3, 4 и у3 — постоянная, не зависящая от л 
и р. 

Ь\7 



Учитывая (4.13) и (4.15), можем написать оценку, ко­
торая справедлива при достаточно больших п: 
|| Dk, n-lTl, n, 0 О*) Ук, п (X) ||l,p(o. 1 ) < ? 4 | ^п Г 1 { || Un | |Ь р ( 0 , !) + Мп}, 

(4.16) 
где yi = 7г7з-

На основании (4.14) и (4.16) получим, что для доста­
точно больших п 

MnKys\Pn\-l\\Un\\Lp<.o,i), (4.17) 

где 7.5 — постоянная, не зависящая от в и р. 
Из неравенств (4.12), (4.13), (4.17) и (4.1)—(4.5) 

следует, что для достаточно больших п при всех р ]> 1 
справедливы неравенства 

1А,« ,оКтКГ II и» II v.»» (4Л8) 
| A - , „ , O K Y K I I V O , I > (* = 2,3), (4.19) 

I А , ». о К УI fc. Г ехр ( - | |in |) || ип ||Lp(0, lh (4.20) 
l A . n - i K Y l ^ r ' n i ^ n l l v o . x ) , (4-21) 

|A ,n- i |<Y|H n | s l l "n l l V o, i ) (ft = 2,3), (4.22) 
| Dt, n-i | < У \ Vn Г11" exp ( - Ы ) II un \\Lp(0,1)( (4.23) 

где у — некоторая постоянная, не зависящая от пир. 
В силу (2.20)—(2.23) при т = 0, 1, 2, 3 справедливы 

равенства 
Dlt п>т = Du п, о + (aim — яю) \in Dly n_i, (4.24) 
Dktn,m = Dk,n9o № = 2,3), (4.25) 
A l , ?г, m = A t , n, 0 + (a4m — #4(>) Цп ^ 4 , n-l« ( 4 . 2 6 ) 

Из (4.24)—(4.26) и (4.18)—(4.23) следует, что для 
достаточно больших п при всех р > 1 и т = 0, 1, 2, 3 
справедливы оценки 

, ?г, гп 

l A . n . m K T l I u » ! ! ^ , ! ) (ft = 2,3), (4.28) 
| А.», m | < т | щ I1'* exp ( - I цп I) || un ||Lp(0, D, (4.29) 

где т — некоторая постоянная, не зависящая от т, пир. 
Далее заметим, что при условии | Im \in | ^ Ъ (п = 

= 1 , 2 , . . . ) для достаточно больших п справедливы не­
равенства | х ехр (— \хпх )| ^ тх | [хп | - 1 (0 ^ х ^ 1) и 
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I (1 — x) exp (\xnx) K T J \in | i exp (| \in j) (0 < x < 
^ 1), где тх — постоянная, не зависящая от п. Учитывая 
это и асимптотические формулы (2.8), получим, что при 
0 <; я <^ 1, т = 0, 1,2, 3 и для достаточно больших п 

I *У{*% {х) | < Pi | Щ Г (* = 2, 3; * = 0,1), (4.30) 
I ^ H H K P i | ^ n | m - s (* = Р,1), (4.31) 

| (1 - xf у™ (x) | < Px | щ | « - exp (| |in |) ( 5 - 0 , 1 ) , (4.32) 
где px — постоянная, не зависящая от п и т. 

В силу (4.30)-(4.32)и (2.25)-(2.27) при 0 < ж < 1 , 
яг = 0, 1, 2, 3 и для достаточно больших п имеет место 

I Г!, п, ж И УТ1 (х) | < Р21 Ип Г*, (4-33) 
| Г!-, „. те (х) у№ (Х) | < р, | ^п |™~* (к = 2, 3), (4.34) 

I T\% n, m (x) y[m)n (х) | < р21 [хп \™-* ехр (1^1), (4.35) 
где р2 — некоторая постоянная, не зависящая от п, т. 

Неравенство (1.1) для присоединенных функций при 
достаточно больших п следует из асимптотической форму­
лы (2.24) и из оценок (4.21)-(4.23), (4.27)-(4.29), 
(4.30)—(4.35). Это же неравенство для собственных 
функций при достаточно больших п доказывается анало­
гично. 

Неравенство (1.2) для достаточно больших п следует 
из (2.4) и из оценок (4.21)—(4.23), (4.1) —(4.3). 

Фиксируем любой отрезок К = [с, d] с G = (0,1). 
Непосредственное вычисление показывает, что для до­
статочно больших п и при всех р ;> 1 

II г/i, п \\ьр(ю < Рз | \хп |"1/р ехр (— с \ \in |), (4.36) 

Уь, п 
1 к ( К ) < Р з | ^ | - ^ е х р ( й | ^ | ) , (4.37) 

где Рз — некоторая постоянная, не зависящая от п, р. 
Ввиду (2.4) 
II ^n-i \\ьр(К) < S j^ 2 II Dj, п-гУэ, п || LP(O, 1) + 

+ || Dlt П-1У1, п \\ьр(ю + II Ai, n-iI/4, п \\ьр(ку (4.38) 

Учитывая (4.36)-(4.38), (4.21)-(4.23) и (4.2), 
получаем, что при достаточно больших п имеет место 
(1.3). 

Таким образом, мы доказали, что при га > N (N — не­
которое фиксированное достаточно большое натуральное 
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число) и при всех р !> 1 справедливы неравенства (1.1)— 
(1.3), где вместо С и С (К) стоят соответственно некото­
рая постоянная Со, не зависящая от п и р, и некоторая 
постоянная С0 (К), зависящая только от К. 

Заметим, что при и (х) €= С [О, 1] функция / (р) = 
= II и ||L (о, 1) (р > 1) — неубывающая функция относи­
тельно р. Следовательно, 
max | i4m) И11| i/n ||ZV 1) < max | и(

п
т) (х) 11| ип |£(0, 1} s Cnm, 

II Впи^г ||Lp(0.1) || Ип Ц^о, 1) < £ > « ' впПп~1 {Х)'" ^ "йо-1} " ^ ' 
II М м |ивда || ип Шло, 1) < шах | Мд-i (ж) 11| ип \\1](0, г)^С1{К), 

щеК — любой отрезок интервала G = (0,1). 
Для завершения доказательства теоремы остается толь­

ко взять С равным наибольшему из чисел С01 Спт (п ̂  N; 
т = 0, 1, 2, 3), Ci (/г ^ N) и С (ЛГ) равным наибольшему 
из чисел С0 (К), Сп (К), (п < N). 

Автор выражает благодарность В. А. Ильину за вни­
мание к работе. 
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