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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1 9 9 6 . Т . 3 2 , № 3 . С . 3 1 7 — 3 2 2 

УДК 517.984.5 

О БАЗИСНОСТИ И РАВНОМЕРНОЙ МИНИМАЛЬНОСТИ СИСТЕМ 
КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ. I 

Н. Б. КЕРИМОВ 

В настоящей работе установлены необходимые условия базисности обыкновенного, вооб­
ще говоря, несамосопряженного дифференциального оператора порядка п (п > 1 ) . Для этих 
операторов развиваем метод В. А. Ильина [1 — 3], позволяющий получить конструктивные 
необходимые и достаточные условия базисности в Lp (1 < р < ос ) систем корневых функ­
ций для широкого класса краевых задач. В частности, нам удалось показать , что известное 
условие о "сумме единиц" (см. [4, 5]) является необходимым условием для равномерной мини­
мальности (а следовательно, и базисности) в Lp систем корневых функций дифференциального 
оператора. 

Работа состоит из трех частей. В первой части получены оценки норм корневых функ­
ций несамосопряженных дифференциальных операторов и рассмотрен вопрос об отсутствии 
конечных точек сгущения последовательности собственных значений. 

1. Основные определения. На произвольном конечном интервале G вещественной оси 
рассмотрим формальный дифференциальный оператор 

Lu = и{п) + рх{х)и{п~1) + ... + рп(х)и (1.1) 

с комплекснозначными коэффициентами Pj(x) € Li(G) (j = 1, п). Следуя работам [1 — 3], 
будем исходить из обобщенной трактовки собственных и присоединенных функций (СПФ) опе­
ратора (1.1), допускающей рассмотрение совершенно произвольных краевых условий. 

Обозначим через Dn(G) класс функций, абсолютно непрерывных вместе со своими произ­
водными до (п - 1)-го порядка включительно на замкнутом интервале G. Под собственной 
функцией оператора ( Ы ) , отвечающей комплексному собственному значению А, будем по­
нимать любую не равную тождественно нулю функцию у0(х) G Dn(G), удовлетворяющую 
почти всюду в G уравнению Lyo + Ху0 = 0 . Аналогично под присоединенной функцией этого 
оператора порядка га (т > 1 ) , отвечающей тому же собственному значению А и собствен­
ной функции уо(х), будем понимать любую комплекснозначную функцию ут(х) 6 i ? n ( G ) , 
удовлетворяющую почти всюду в G уравнению Lym + Хут = ут„г . Каждую собственную 
функцию будем считать присоединенной функцией порядка 0. Каждой собственной функции 
может соответствовать одна или несколько присоединенных функций, отвечающих тому же 
собственному значению. 

Рассмотрим произвольную систему {щ(х)} , состоящую из понимаемых в указанном нами 
обобщенном смысле СПФ оператора (1.1). Потребуем, чтобы вместе с каждой присоединенной 
функцией порядка т > 1 эта система содержала также соответствующие ей собственную 
функцию и все присоединенные функции порядка меньше т . Это означает, что каждый 
элемент ик(х) системы {ик(х)} принадлежит Dn(G) и почти всюду в G удовлетворяет или 
уравнению 

Luk + \kuk=;Q (1.2) 

(в этом случае ик(х) — собственная функция оператора L ), или уравнению 

Luk + Хкик = t i r ( A ) , (1.3) 

317 



где г(к) однозначно определяется номером к (в этом случае А* = К(к), щ(х) — присоеди­
ненная функция порядка т > 1 . иг^(х) присоединенная функция порядка т - 1 ). 

Далее наряду с собственным значением Хк будем использовать спектральный параметр 
рк , который определим равенством 

( [(-1)п/2(-Ьк)]1,п, если п четно, 
/ijt ~ \ ( - гА*) 1 / т г , если п нечетно и ImAfc > 0, (1.4) 

I ('А*.)1/". если п нечетно и ImA* < О, 

где [гехр(гу?)] 1 / п = r 1 / n exp(*V/n) при - 7 г / 2 < </? < Зтг/2; Всюду в дальнейшем предполагает­
ся, что р — фиксированное число, 1/р + i/q = 1 и, если специально не оговорено, 1 < р < оо . 

Базисные свойства системы {ик(х)} будем исследовать при одном из следующих условий: 
А н т и а п р и о р н а я оценка 1. Существует положительная постоянная С\ такая, что 

для любой присоединенной функции ик(х) справедливо неравенство 

1 К ( . ) | 1 м « ) < Г | ( 1 + | ^ 1 Г К | 1 м о ) - (1-5) 

А н т и а п р и о р н а я оценка 2. Существует положительная постоянная С 2 такая, что 
для любой присоединенной функции ик(х) справедливо неравенство 

| | « г ( * , | | ^ ( « ) < r: 2(i + Uik\r-l\\uk\\Lp{(!). (1.6) 

Отметим, что антиаприорная оценка (1.5) выполняется для любой системы корневых функ­
ций, в которой ранг собственных функций равномерно ограничен (без этого условия постоянная 
С\ дополнительно зависит еще от порядка присоединенной функции ик{х) (см., например, [6 
— 8])). Антиаприорная оценка (1.6), в частности, справедлива для любой системы корневых 
функций оператора второго порядка при условия sup | lm^| < оо и равномерной ограничен-

к 
ности ранга собственных функций (без последнего условия постоянная С 2 зависит еще и от 
порядка присоединенной функции ик(х) (см., например, [9 - 11])). 

2. О равномерной минимальности. Приведем еще несколько определений и утвержде­
ний, которые играют важную роль при формулировке и доказательстве полученных резуль­
татов. 

Пусть Т некоторое не более» чем счетное множество, А" --• банахово пространство, 
X = {хк : к 6 Т) — семейство векторов пространства X . X называется минимальным 
семейством, если xk£\r(xj : j G Т\ {к}), к £ Т, и равномерно минимальным, если 

d{X) = irifldist^T,!!;/;,!!-1 Л'(;/;7 :j 6 Т\{к})) : к е Т} > О, (2.1) 

где Vr('*-) — замыкание линейной оболочки множества (•••)? || - || — норма пространства 
X . Семейство X — {х'к : к (Е Т} линейных непрерывных функционалов над X называется 
биортогональным с X , если {хк,х'-) — Skj , где k.j G 7' и Skj — символ Кронекера. Известно 
[12, с. 171], что 

А)Хминимальны тогда, и толькотогда, когда X обладает биортогональным семейством X; 
B) семейство X однозначно определяется no X в том и только в том случае, когда V(X)~X\ 
C) если V(X) ~ X , то X равномерно минимальна тогда и только тогда, когда 

sup\\xk\\-\\xk\\' < о о , (2.2) 
к 

где || - || норма, сопряженного и рост рапс тва А . 
Отметим, что если семейство X образует базис пространства. А , то V(X) = А и удовле­

творяется условие (2.2) (см. [13, с. 372]). Следовательно, справедливо утверждение 
D) каждый базис пространства А является равномерно минимальным семейством. 
Л е м м а 2.1. Пусть Т некоторое не более чем счетное множество, X = {хк : к € Т} 

—- равномерно минимальное семейство векторов пространства X , а = d(X) •-• число, опре-
т а ' 

деленное равенством (2.1). Тогда имеет .место неравенство &jxk3\\ > — / ] I f f i l l f o i b J I ? 
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где г £ N, /3j € С (jf = l ,r) - - произвольные числа, {xkjYjZ.\ — произвольная подсистема 
системы X. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения числа о следует, что для произвольных г £ N и 
г 

/ ? 1 , / ? 2 > С справедливы неравенства || £ > <T|&(| |ZJJ| (з = 1 ,г) , где {^J j l i — 
i=i 

произвольная подсистема системы X . Отсюда непосредственным суммированием по индексу 
s (s = 1,г) получается требуемое неравенство. Лемма доказана. 

Пусть система {и л(ж)} замкнута и минимальна в LP(G) при фиксированном р € [1;оо). 
Из утверждений А) и Б) следует, что существует и притом единственная система {г^(ж)}, 
биортогонально сопряженная к системе {ик(х)} , т. е. такая система, что каждый ее эле­
мент vk(x) принадлежит классу Lq(G) и для любых номеров k,j справедливо соотношение 

= f uk(x)vj(x)dx = 6kj . 
G 

3. Оценки решения уравнения Lu + рпи = / и корневых функций оператора 2>. 
Имеет место [14, с. 154] 

Л е м м а 3.1 (формула Коши). Пусть Fix) G L\(G) и р Е С . Тогда для любого регулярного 
на G решения уравнения и^ + рпи = F справедливо представление 

«<•>(«) = £ « ( * ^ ) ^ ^ г + / - Р М Ш (зл) 

где s = 0, n — 1 w а, ж — произвольные точки отрезка G . 
Пусть 

<Э(*) = £ Ы * ) 1 , (з.2) 
*=1 

с = 2 n + 2 e n 2 n , (3.3) 

<50 = sup{£ : 0 < * < mesG,4crc. sup HQIU .̂t*) < 1}. (3.4) 
0<t 2~^i<^ 

В силу абсолютной непрерывности интеграла Лебега очевидно, что 60 > 0 . 
Л е м м а 3.2. Пусть /(ж) 6 Li(G). Тогда любое регулярное на G решение уравнения 

Lu + pnu = f (3.5) 

удовлетворяет оценке 

| «М(х) | < const(l + M)'+1/p{|MU,(G,) + (i + W)- n + 1 / ,ll/lk ( e,)}, (3.6) 

где s = 0, n - 1, 1 < р < оо , 1 /р+ 1/q = 1, G p — произвольный сегмент в G, содержащий 
точку х , длины min{l,<50, > а константа не зависит от р,р,з,ж fa зависит лишь от 
коэффициентов оператора L ). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Gp = [a;/J]. В силу леммы ЗЛ справедливо представление 

«<•)(*) = С£ « ( * ) ( В ) Ц ^ ) С ) + 7 ( , , , ) , (3.7) 
*=о 

/

* ( х _ Лп-«-1 
v, _ ' 1 V ( -F (0 - pnu(t))dt и 

TO = / ( 0 - E P » ( 0 « ( " - ' ) ( 0 - - (3.8) 

Рассмотрим функцию ФП_1(ж) = £ и ( А ? )(а^—т—^- (а < ж < /?). Так как <&n_i(s) — 

многочлен степени (п — 1) , то известно [14, с. 251], что 

| | * £ i | | C [ e i / 4 < с(0 - « Г ^ Ц Ф ^ Н w ) , (3.9) 
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где с — число, определенное равенством (3.3), и s = 07п~Т. 
Из определения многочлена Ф^^ж) и из представления (3.7) следует, что при s = 0, п - 1 

и а < ж < /? справедливо равенство и ( л )(ж) - 7 ( 2 , з ) = Ф^1х(х). Отсюда и из неравенства 
(3.9) получим 

\и^(х) - j(x,s)\ < сф - а)—^\\и(0 - 7 ( f ,0 ) |U , ( e i / , ) . 

Таким образом, при s = 0, п - 1 и а < х < /3 имеем 

\ч(>\х)\ < с(Р - аГ^\\и\\Ьр{аф) + с(Р - аГ^Ы(М^о,Р) + Ы*,*)\- (ЗЛО) 

Используя неравенство ||w||L l( a ig) < ((3 - a)ltq\\u\\ip(Q ^ , оценим последние два слагаемые в 
(3.10): 

\ЫШь,Ы) <(Р- а ) " - 1 + 1 ' ' [ № 1 ( в * , + \р\пИ\Ыаф)] < 

<((3- ay-^/»\\F\\Ll{am + (0 - ar\p\n\\u\\Lr{a)P), (3.11) 

b(x,s)\<((3-ar-'-\\\F\\Ll(a]^^ 
(ЗЛ2) 

Таким образом, в силу (ЗЛО) — (3.12) при s = 0, п — 1 и а < х < /3 имеем 

< 2с(/? - аГ—ЧП*.*) + <Р ~ а ) " ' - 1 / р { 1 + 2(Н(/? - а ) ) " } | | « | | М в Л . (3.13) 

Так как 0 < /3 - а < \p\~~1 при р ф 0 , то из оценки (3.13) следует 

| « ( , ) ( * ) l < Зс(/3 - a ) — 1 / p | | u i U p ( Q ; / 3 ) + 2с(Р - a)»—l\\F\\Ll{a.,e), (3.14) 

где s = 0,п - 1 и а<х</3. Оценим | | F | | / N ( A ; / 3 ) . В силу (3.8) и (3.2) 

И к с * ) £ HEft(0«("-4)(0IUx(«« + № . ( • * > < 1 Ю 1 1 м . * > Е + № . < « * > • 
* = 1 Аг==0 

Отсюда и из (3.14) получим, что справедливо неравенство 

(3-15) 
где s = 0 , n - l и а < х < /3. Из последней оценки непосредственным суммированием полу­
чаем 

Е . н«(,)1к«*) < 3c | | t f iu, ( e : / J ) Ё ( / ? - « ) — 1 / р + 

+ 2 с ц д | и 1 ( „ ^ Е Е О * - « Г " 1 + 2 с | | / ц М в Л Е о * - в ) " " ' " а » ( З Л 6 ) 

Jb—0 «=0 *=0 
поскольку 0 < /? - а < 1, то из неравенства (3.16) имеем 

£ | |цМ||с[а Л < 3cn(/3 - tt)-«+i-i/p|,f4,|i.^e^) + 2en\\Q\\Ll(a]P) £ Ц ^ Ц С ^ ] + 2cn | | / | | L l ( a ; / 3 ) . 

(3.17) 
Так как 0 < /3 - а < 60 , то из определения (3.4) числа 60 и оценки (3.17) получим 

Е ^ ( ' ) 1 1 с [ « : « < 6 с п ( ^ - а ) - " + 1 - 1 / П | « | | м ^ ) + 4 с п | | / | | м ^ ) . (3.18) 

Сопоставляя (3.18), (3.15) и используя неравенство 4cn | |<2| | z ,( a ; / 3) < 1, получим оценку \и(а)(х)\< 
< 6с(/3 - a)— 1 / p | | tt |U,( e -jj) + 4 с ( 0 - а ) п — и окончательно 

|«(,)(*)| < HP - « Г ^ М И к ^ ) + (/3 ~ " У 1/?H/Ik(a;.*)}- (3-19) 
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По предположению /3 - а = min{l,i'o , |p| - 1} . Пусть /3 - а = min{l,£ 0} = h • Тогда ёг\р\ < 

< 1-Н < l, |*i| < 1 и тем самым (/3 - а ) - ' " 1 / " < ^ ' ~ 1 / р < С ~ 1 / Р ( 1 + Н ) , + 1 / р < *Г"(1 + 

(/З-а)"" 1'' = ( £ 1 + а д ) п - 1 / ? ( 1 + И Г п + 1 / ? < (^ + l ) n - 1 / ? ( l + | / > | ) - n + 1 / j < 2 n ( l + M ) - n + 1 / « . (3.20) 

В силу последних ДВУХ неравенств оценка (3.19) в рассматриваемом случае примет вид 

l«W(x)| < б • 2^r n c ( i + \p\y+l/4\Whr(«;0) + (1 + \Р\)-П+1ЧПЫ«Ф)} • 
Пусть 0 - а = \р\~г. Тогда 60\р\ > 1, \р\ > 1, и тем самым 

(/3 - а ) — 1 / " = И , + 1 / р < (1 + \р\)'+1/р, 

(/3 - а ) п - 1 / ? = (1 + l / | p | ) n - 1 / ? ( l + И Г " + 1 / ' < 2 n ( l + \p\)rn+1,q. (3.21) 

Как и выше, в силу последних двух неравенств оценка (3.19) в этом случае примет вид 
|ti<*>(x)| < 6 • 2 пс(1 + N)'+1/p{|l«lk(«;/J) + (1 + \р\)-п+1,1Ш\цаф)}- Лемма полностью доказана. 

Используя оценку (3.6), можно получить оценки корневых функций оператора L. 
С л е д с т в и е 3.1. Для корневых функций оператора (1.1) справедливы оценки 

\и['\х)\ < const(l + ЫУ+и'Ы\ь^Л) (З- 2 2 ) 

(если ик(х) — собственная функция), 

\и['\х)\ < const(l + ЫУ+1/р{\ЫК(а^ + (1 + М Г К ч Н м ^ ) } (3-23) 

(если ик(х) — присоединенная функция), где -s — 0, п — 1,1 < р < оо, 1/р -f l/q — 1, G^k — 
произвольный сегмент в G, содержащий точку х , длины min{l, <50, \рк\"г} , а константа не 
зависит от k,pk,p*syx (а зависит лишь от коэффициентов оператора L). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Для установления (3,22) достаточно применить оценку (3.6) в случае 
f(x) = 0, ж € G. Для установления (3.23) надо применить оценку (3.6) в случае f(x) = 

== иг{к)(х),х € G , и учесть тот факт, что если G^k = [a;/J], то Ц / Щ ^ с ^ ) = f\urW(x)\dx < 
а 

< ((3 - « ) 1 / , g | | t x r ( j k ) | | ^ p ( G M f c ) , (0 - a)llq < 2(1 + \pk\)~1/q. Последнее неравенство доказывается 
так же, как и неравенства (3.20), (3.21). 

4. Об отсутствии конечных точек сгущения последовательности собственных 
значений. Справедлива 

Т е о р е м а 4.1. Пусть {ик(х)} — произвольная система, состоящая из СПФ оператора 
(1.1), и выполнена антиаприорная оценка (1.5). Если для произвольной f(x) е Lq(G) 

Hm(/,ttONIIZF

1

(G) = 0 (4.1) 

то последовательность {рк} не имеет конечных точек сгущения. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Из следствия 3.1 и антиаприорной оценки (1.5) следует, что при 

s — 0, п — 1 и fc = 1 ,2 , . . . справедливы оценки 

| « i 0 ( x ) | < C s ( l + | A i k | ) , + l / ' | | t t 4 | | M C ) , xeG, (4.2) 

где С 3 — некоторая положительная постоянная. 
Пусть утверждение теоремы неверно. Тогда существуют конечное число а и последова­

тельность {ркт} такие, что lim = a . Очевидно, что последовательность {ш. } ограничена. 
Следовательно, в силу (4.2) при всех s = 0,п — 1, т = 1 ,2 , . . . имеем 

l«C(*)lll«*-IIZie) < С 4 , x e G , (4.3) 
где С 4 — некоторая положительная постоянная. Далее, используя (4.3) при s = 1, получим 

ttfc»(y)lll«fcJllJ(G) = \ I и'к^Щ\ЫТ\\11{А) < С4|яв — » | , где x,y€G и го = 1 ,2 , . . . 



Таким образом, доказали, что { ^ т ( ж ) | | ^ т | | х ^ с ) } — равномерно ограниченное, равносте­
пенно непрерывное семейство функций на G. Следовательно, в силу теоремы Асколи [16, с. 144] 
можно считать (при необходимости переходя к подпоследовательности), что имеет место (рав­
номерно по х € G) 

Yirn^ ukm(x)\\ukm\\lllG)

 = ^(*)' (4*4) 

где ф(х) — некоторая функция из класса C(G). Согласно (4.4) и (4.1), имеем | М Ц 2 ( С ) = 
= ^lJ^(t^u^)\\ukm\\l^G) = 0 * к Р°ме того, из (4.4) следует, что | | ^ I U F ( G ) = 1- Полученное 
противоречие завершает доказательство теоремы 4.1. 

С л е д с т в и е 4.1. Пусть {ик(х)} — произвольная система, состоящая из СПФ опера­
тора (1.1), и удовлетворяется антиаприорная оценка (1.5). Если {ик(х)} образует базис 
пространства LP(G) (1 < р < оо), то последовательность {рк} не имеет конечных точек 
сгущения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть {ик(х)} образует базис пространства LP(G), a {vk(x)} — 
система, биортогонально сопряженная к системе {ик(х)}. Для доказательства следствия 4.1 
достаточно использовать теорему 4.1 и очевидные соотношения 

Kj^(f,Uk)\\vk\\Lq{G) = 0, | | t t* |U , (G) | |v* |U f (G) > = 1, 

где f(x) — произвольная функция из Lq(G). 
Т е op ем а 4.2. Пусть {ик(х)} —произвольная равномерно минимальная в LP(G) систе­

ма, состоящая из СПФ оператора (1.1), и удовлетворяется антиаприорная оценка (1.5). То­
гда последовательность {рк} не имеет конечных точек сгущения. 

Д о к а з а т е л ь с т в о , Пусть утверждение теоремы неверно. Как показано при доказатель­
стве теоремы 4.1, существует подпоследовательность {икт(х)} такая, что удовлетворяется 
соотношение (4.4). Следовательно, 

Jin^ \\ukm^\\ukm+1\\ll

p{G) - ukJukJll(G)\\Lp{G) = 0. (4.5) 

С другой стороны, система {ик(х)} равномерна минимальна в LP(G), и поэтому 

ll^»+iH t t*m+i |IZiG) - ukJ\ukJ\ll(G)hv{G) ><*,TJ& а — некоторое положительное число. По­
следнее неравенство противоречит (4.5). Теорема доказана. 
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