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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1996. Т. 32, № 4. С. 470 — 476 

УДК 517.984.5 

О БАЗИСНОСТИ И РАВНОМЕРНОЙ МИНИМАЛЬНОСТИ СИСТЕМ 
КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ. II 

Н . Б . КЕРИМОВ 
Настоящая работа является непосредственным продолжением [1], в которой получены оцен

ки норм корневых функций оператора Lu = w(n> +pi(x)u(n~V + . . . + рп(х)и с комплекснознач-
ными коэффициентами Pj(x) € L>i(G) (j = 1,п) и рассмотрен вопрос об отсутствии конечных 
точек сгущения последовательности собственных значений. Корневые функции оператора L 
понимаются в обобщенной трактовке В.А. Ильина. 

5. Определение и свойства ядра K$8(xyt>p). Пусть t 0 i , i 0 2 , . . . , t 0 n — все различные 
корни п~й степени из - 1 . Известно [2, с. 53], что для сектора S„ = {р : итг/п < argp < 
< (и + 1)п/п} (у = 0,2п — 1) существует такое расположение чисел ti>i, tty 2,..., -шп , что для 
всех р € Sv выполняются неравенства 

ReQoWi) < Re(pw 2) < . . . < Re(pw n). (5.1) 

Пусть I/ = 0,2п - 1, г 6 N и Т„д = Т,,>2 = 5,/ (если п четно), Т„л = {р: иж/п < argp < 
< (2i/+ 1)тг/(2п)} (если п нечетно), Т„,2 = {р: (2i/+ 1)7г/(2п) < argp < {у + 1)ж/п} (если 
п нечетно), m{y% 1) = m(i/,2) = п/2 = [(п + 1)/2] (если п четно), m(i/, 1) = ( п + 1)/2 (если 
п = 4r - 1 и 1/ нечетно и если n = 4r +1 и v четно), m(v, 1) = (п - 1)/2 (если n = 4r +1 и v 
нечетно и если п = 4г - 1 и */ четно), m(i/, 2) = (гг - 1)/2 (если п = 4г - 1 и и нечетно и если 
п = 4r + 1 и v четно), m(i/, 2) = (п + 1)/2 (если n = 4r + 1 и v нечетно и если п = 4r - 1 и 
I/ четно). 

Здесь [(п + 1)/2] означает целую часть числа (п + 1)/2. 
Заметим, что Sv ~ ТыЛ UT y , 2 \v = 0 , 2 n - 1). Функции JifM(s t где x,t G I 1 , ж ф *, 

p € Т,,,*, и = 0,2n - 1, .s = 0, n - 1 и 4 = 1 , 2 , определим следующим образом: 

wa(pwa)9 exp[pwQ(x - t)], если J < #, 
n 

- ] P w a(/nD a)* exp[pwa(a; - <)], если x < t. 
a = s m ( i v , d ) + l 

(5.2) 

Лемма 5.1. Справедливы следующие соотношения: 

\Kl£(x,t,p)\< [ ( п + 1 ) / 2 ]Ы«, (5.3) 

(-lr^^x.^pJ/er+^JifM («,«,/ .) = О, (5.5) 

d^Kitix^pym'-1 = {d'idx')(dk-lK%Q{*^p)ldtk-x) (* = т )̂, (5.6) 

где tfmj — символ Кронекера. 
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Д о к а з а т е л ь с т в о . Из определения следует, что 

\KlZ(x,t,p)\<\p\' < 
| exp[pwa(x - если t < х, 

(5.7) 
I exp[pwa(z - если ж < t. 

. c*=m( i>,d)+l 

Заметим, что max{m((/,d),n - m(.v,rf)} = [(n + 1)/2]. Отсюда и из неравенств (5.1), (5.7) 

вытекает, что для установления неравенства (5.3) достаточно доказать неравенства 

R e ( p w m ( M ) ) < 0, R e ( / 0 w m ( M ) + i ) > 0 (ре Г м ) . (5.8) 

В случае четного п выполняется m(v,d) = га/2, и в силу (5.1) t0 n - i+ i = -tty ( j = l , n / 2 ) . 
Следовательно, при р £ Su имеем Re(/)ii; n/ 2) < 0 < -Re( /n t ; n / 2 ) = Re(pwn/2+i)> что и дока
зывает неравенства (5.8). 

Теперь рассмотрим случай нечетного п . Пусть п = 2 m - 1 ( т = 2,3, . . .) и числа 
W i , t 0 2 , . . . , t 0 n так расположены, что для всех р € Sv = T V | i U Т^ 2 выполняются неравен
ства (5.1). Как доказано в [2, с. 75], точки pwi,pw2,..., pwm^x находятся в левой открытой 
полуплоскости, аналогично последние га-1 точек р ^ т + ь Р ^ + г , . . . , pwn находятся в правой 
открытой полуплоскости. Следовательно, 

Re(pwm„x) < 0 < Re(pw m + 1 ) . (5.9) 

Неравенства (5.8) достаточно доказать, например, для секторов T 2 n _i^ и T0 | fj , где d = 1,2 
(см. [2, с. 54]). В случае области 5 2 n - i неравенства (5.1) будут выполняться, если в качестве 
wu гиг,. •., w n взять числа (см. [2, с. 67]) wk = ехр г̂7г + (-1)* • 2[А?/2]ттг/гг^ (А: = 1,2т - 1), 
где [р] — целая часть числа р. Таким образом, при р € S 2 n-i имеем 

Re(pw ) = / - H c o s ( a r g p + 2r7r /n) , если m = 2r , , g _ 
m ' \ - j p j cos(argp - 2r7r /n) , если m = 2 r + l , \ • / 

где r = 1,2,... 
Неравенства (5.8) в случае области T 2 n - i , i и m = 2г примут вид 

Re(pw m ) < 0, R e ( p w m + 1 ) > 0. (5.8а) 

В силу (5.9) следует доказать только первое неравенство из (5.8а). При р € 72n - i , i справедли
во неравенство 2 7 г - 7 г / п < argp < 2 7 Г - 7 г / ( 2 п ) . Отсюда в случае m = 2г ( п = 4 г ~ 1 ) получим 
argp+2r7r/rc > 27Г — тг/п+2гж/п > 27г, a rg /9+2r7r /n < 2тг — 7 г / ( 2 п ) + 2г7г /п = 2тг + т г / 2 . Справед
ливость первого неравенства из (5.8а) в рассматриваемом случае следует из двух последних 
неравенств и из (5.10). 

Неравенства (5.8) в случае области T 2 N - \ T \ и m = 2r + 1 примут вид 

Re (pwm-x) < 0, Re (pwm) > 0. (5.86) 

В силу (5.9) следует доказать только второе неравенство из (5.86). При р 6 Т2П-1.1 и га = 
= 2r + 1 (n = 4r + 1) имеем argp - 2гтг/п > 2к - тг/п - 2гж/п = 37г/2 - 7г /(2п), arg/?~ 
-2гк/п < 27Г - тг/(2тг) - 2г7г/п = 37г/2. Отсюда и из (5.10) следует справедливость доказыва
емого неравенства в случае р G T 2 n - i f i и m = 2r + 1. Случаи 6 Tin-1,2 , 6 Т0,<* (d = 1,2) 
рассматриваются совершенно аналогично. Доказательство оценки (5.3) завершено. 

Непосредственные вычисления показывают, что 

У - * У Щ д , » - 0 , р ) дк-'Ктх,х + 0,р) _ 
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™(M) n n 

= E « . ( р » . ) * * - 1 + ( - I ) * " 1 E wa(pwar-> = ( ~ i ) k - £ 
«=1 a=m(v,d)+I a=l 

n 
Отсюда и из равенства £ w£+e = --п*|,,п_, (к = l , n ) следует (5.4). 

Докажем (5.5). Из определения функции K[d^8(x,t,p) для х > t получим 

- " i n ,,Р)=(-1Г Е М Р " а ) ' + п е х р [ р г М * - * ) ] = 

а=1 
m(i/,d) 

Случай х < t рассматривается аналогично. Соотношение (5.6) доказывается прямым 
вычислением. 

6. Формула для решения уравнения u ( n ) + рпи = F. Имеет место 
Л е м м а 6.1. Пусть F(x) € Li(G) и р € T„id. Тогда для любого регулярного на G решения 

уравнения 
и{п) + рпи- F (6.1) 

справедливо представление 

« « ( » ) = Е 5 Д ^ - ) ' е х Р ( ^ ) - - J L - |F(t)Ki dJ,(x,t,p)dt, (6.2) 

где 5 = 0, п — 1, а и Ь — произвольные точки отрезка G, а < х < b и 2? l 5 5 2 , . . . , 5 П — 
некоторые постоянные, зависящие от а, Ь. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Из (6.1) следует 

ь ь 
j[u^(t) + р Г Ч | ( 0 ] * £ ( * , « , р ) Л = у F(t)KW(x,t,p)dt. (6.3) 
а о 

Проинтегрируем левую часть (6.3) по частям: 

J[u^(t) + pnu(t)}Kit(x,t,p)dt = 
а 

х Ь Ь 

= у « < » > ( . • ) # # . ( * , t, p)dt + J u^(t)KidJ,(x, t, p) dt + p n J u(t)K%,(x, t, p) dt = 
a x a 

гв'-'А-М - о , , ) »»-'AfM ( i , . + 0,/.) 
+ 

+ 

ь 
+ 

a 

Отсюда и из (6.3), (5.4) — (5.6) следует 

ь 
I F(t)KidJ,(x,t,p)dt = -п />"- 1«(«)( а ;)+ 
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Представление (6.2) вытекает из последней формулы. При этом дополнительно надо учесть, 
что функции dk"lK[%{x,b,p)ldtk"\ dk~lK^(x,a,p)ldtk-1 (* = М) являются линейны-
ми комбинациями функций exp(pWjx) (j = l , n ) . 

7. О равномерной ограниченности ранга собственных функций. Справедлива 
Т е о р е м а 7.1. Пусть {щ(х)} —произвольном равномерно минимальная в Lp(G) систе

ма СПФ оператора (1.1) и выполнена антиаприорная оценка (1.6). Тогда ранг собственных 
функций равномерно ограничен. 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть 

а = Ы {dist ( u . | M I Z , W 3 E N \ * E N>- (7Л) 

Так как {uk(x)} — равномерно минимальное в LP(G) семейство, то очевидно, что о > О. 
Пусть G = (а; 6). Положим x^j = а + (6 - a)j/«v (*/ 6 N, j = 07*7), 

r 0 = m i n | i / e N : jf | P l ( i ) | Л < 1, m = 0 ,1 / - l j , (7.2) 

XTQ, m+1 
1 ГП + 11 / 

C° " п ' ~ 1 Г " ' 0<m<?o-l J l P l ^ l ^ 5 G l ( * ) = £ l P r ( ? ) b 
« T = 2 

ci = 2(n(l - c 0 ) ) - 1 [ ( n + l ) /2 ] , po = m a x l l . c x l i g x l l ^ , } , 

m i n { m € N : l>m*> a/(nl2 + 1) > / (2 n - 1 c 1 C 2 (6 - а ) / / ) ' } , r = r 0 f i . 

Пусть |Ajt| > pj И uk(x) —собственная функция. Докажем, что ранг собственной функции 
щ(х) не превосходит пг2. Предположим, что это утверждение неверно. Тогда существуют 
функции uk7n(x) ( т = 1,пг2 + 1) такие, что «^(ж) = г**(ж) (ж € (?) и почти всюду в G 
справедливы соотношения 

Lukl + Xkukl = 0, I t i * m + 1 + Хкикгл+1 = икт (т = 1,пг 2). (7.3) 

Положим 
Wm(ap) = ttfcw(«) ( т = 1,пг а + 1). (7.4) 

В силу (7.3), (7.4) почти всюду в G выполнены равенства £ W m + p J W m = W m ~ i (га = 
= l , n r 2 + 1), где W 0(x) = 0 (ж € G ) и р£ = А* . 

Пусть рк G Г м . Для функций Wm(x) ( m = 1, nr 2 + 1) будем использовать представление 
(6.2). Для каждого отрезка [ж,;ж,Ч 1] ( j = T~r), где ж, = a + (b-a)(j - 1)/г и ж г + 1 = 6, имеем 

И* в )(*) = £ ift W«)e ех Р(р*ш аж)~ 

/ { ^ - » ( 0 - Е М 0 И 1 - - т > ( 1 ) } | Г < й ( * , * , р . ) Л . (7-5) 

Постоянные / ? ь / ? 2 , . . . , / ? n r 2 + 1 определим из следующей системы уравнеций (а = lyn; j = 
= 1,г): 

пг2+1 пг3+1 пг2+1 

Е А**а> = 0, Е A.*L7l) = о. • • • - Е А.*7 г + 1 ) = о» (7-е) 
т=1 т = 2 т=г 
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которая является линейной, однородной и состоит из пг2 уравнений, а число неизвестных 
равно пг2 + 1 . Следовательно, система (7.6) имеет нетривиальные решения, и поэтому можно 
считать, что 

Е IA-I 
т = 1 

Из представления (7.5) следует, что при Xj < х < х,-+ 1 справедливо 

W^+1(x) = Е B^+l)(PkwayexV(Pkwax)-

(7.7) 

а = 1 

- ^ г т / { H ^ ( 0 - E ^ W « ^ I ( * ) } ^ . ( « . « . P » ) A . 

Таким образом, 

п г 3 + 1 пг а+1 fl 

m = 7 а = 1 m = 7 

, n r 3 + l 

'* / r = l 4 m = 7 У 

• - ^?=r / E / W W ) * , (7.8) 

где < ж < . В силу (7.6) при 7 = l ,r выполняется равенство 

r » r 3 + l n 

E E ^ < T + 1 W j ' « 4 » ( / w ) = E ( E А Л Т ^ ' Ч ^ . ) ' " ^ * * - * ) = 0, 
m = 7 a = l o = l ^ m = 7 ' 

с учетом которого и оценки (5.3) при х,< х < Xj+i и 7 = 1,г из (7.8) имеем 

£ A - W i ^ + i W * ^[Ч^]|^1 , + 1""П{^+ / £ AiWm--r(t) Л } , (7.9) 
т = 7 х т = 7 + 1 

где 
п пг 3+1 

У. т=1 ' т=т 
Л. (7.10) 

Умножая обе части неравенства (7.9) на функцию \рп-,(х)\ и интегрируя полученное нера-
венство по х от Xj до Xj+i с последующим суммированием по индексу $ (а = 0 , n - 1), 
получим 

л/ 1 \ п + 1 
n - l % + 1 г »г»+1 

< = 0 У L У, l m = 7 + l 
(7.11) 

Оценим коэффициент в правой части неравенства (7.11) с учетом определения величин 

r 0,c0,<9i(x),po и г и з ( 7 - 2 ) : 

- [ ^ l E i f t r - /|РП-.(Х)|АС = 1 [ ^ ] { у М 0 1 Л + Е Ы 1 - / b . w i ^ } < 
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п 
п + 

-]{ ]\Ш\^ + РоЩ\\ьг1в)}<ео + 
1 - с 0 1 + с 0 

Отсюда и из оценки (7.11) для 7 = 1,г следует 

L ~ CO J L = i , 
(7.12) 

Используя (7.9) при .s = 0 и (7.10), (7.12), получим оценку 

n r 2 + l 

m = 7 

tft, (7.13) 

где 7 = l , r , Xj < x < Xj+i и сг — число из формулы (7.2), с помощью которой последова
тельно при 7 = 1,2,. . . , г для Xj < х < Xj+\ получим 

Х3+\ nr2J 

/
| П Г Ч 1 

I m = 2 : 

Е ^Wm{x) 
m = l 

Е AnWm_ 2(0 

m=3 
dt < 

/
1Ы ТА 

E A-Wm-rW 
• m = r + l 

Таким образом, при ж,- < ж < имеем 

П Г 2 + 1 L _ j П Г 2 + 1 

E А п В Д < ( C x l ^ l 1 —Г(—— )̂ / E A-̂ m-rW 
m = l Г ^ I m = r + l 

dt. (7.14) 

Из антиаприорной оценки (1.6), в частности, вытекает | |W M - R | J£ , F , ( G ) < СТ(1 + |/?jb|)^n""1)rx 
x| |W M |JL J > (G)- Отсюда и из (7.14) получим 

Е А»*М*) < ( С 1 | Р . Г - П ) Г ( — ^ ) Г " Е 1А»1 / .^-,(01 
m = l m r r r - И У 

= r + l 

h — п r - l / p п г 2 * И 

< Ш ( ~ ) E IA-I l l ^ m - r l k c e ) < 

n r 2

T 1 

E 
m = r - f - l 

m=r+l 

и окончательно при a < x < b имеем неравенство 

E w « ) <(2п~1с1с2у(^у~чр £ i / y i i w g u , ( e ) , 
m = l 

из которого очевидным образом следует оценка 

m = r + l 

Е /5-^т 
т=1 i , ( G ) . (G)-

т=1 
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В силу (7.1), (7.4) и леммы 2.1 
m = l 

> (ст/(ш- 2 + 1)) £ \0m\\\Wm\\Lt{G). Со-

n r 3 + l 

поставляя последние два неравенства и учитывая, что в силу (7.7) £ \0т \ \\Wm\\b9{G) > О, 
г

 1 7 1 = 1 

получим соотношение cr/(nr 2 + l) < r^P~lcxC2(b — a)/rj , противоречащее определению числа 
г (см. (7.2)). Таким образом, доказано, что ранги собственных функций ик(х), где \рк\ > р0, 
равномерно ограничены. 

Для завершения доказательства остается только заметить, что при выполнении условий 
настоящей теоремы в силу теоремы 4.2 последовательность собственных значений не имеет 
конечных точек сгущения. 

З а м е ч а н и е 7.1. В[3] равномерная ограниченность ранга собственных функций доказана 
для систем СПФ оператора второго порядка при условии, что эта система образует почти 
нормированный базис в LP(G), 1 < р < оо. 
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