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Необходимые и достаточные условия безус
ловной базисности (и бесселевости) в пространст
ве L2 систем корневых функций обыкновенного 
линейного, вообще говоря, несамосопряженного 
дифференциального оператора исследовались в 
работах [1--6]. В частности, показано, что извест
ное условие "сумма единиц" является необходи
мым условием безусловной базисности. 

В настоящей работе удалось показать, что 
упомянутое условие является необходимым усло
вием не только для безусловной, но также для 
обычной базисности на замкнутом интервале си
стем собственных и присоединенных функций 
дифференциального оператора второго порядка. 

На произвольном конечном интервале G ве
щественной оси рассмотрим оператор 

Lu(x) = u"(x) + q(x)u(x) (l) 
с комплекснозначным потенциалом q(x) е LX{G). 
Следуя работам В.А. Ильина [1, 2], будем исхо
дить из обобщенной трактовки собственных и 
присоединенных функций (СПФ) оператора (1), 
допускающей рассмотрение совершенно произ
вольных краевых условий. 

Обозначим: D - класс функций, абсолютно не
прерывных вместе со своими первыми производ
ными в замкнутом интервале. 

Под собственной функцией оператора (1), отве
чающей комплексному собственному значению X, 
будем понимать любую, не равную тождественно
му нулю функцию у0(х) е D, удовлетворяющую 
почти всюду в G уравнению Ly^x) + Ху0(х) = 0. 

Аналогично, под присоединенной функцией 
этого оператора порядка т, т> 1, отвечающей 
тому же собственному значению X и собственной 
функции Уо(х), будем понимать любую комплекс-
нозначную функцию ут(х) е D, удовлетворяю
щую почти всюду в G уравнению Lym(x) + Хут(х) = 
= ym-i(x). 

Бакинский государственный университет 
им. М.Э. Расулзаде, Азербайджан 

Каждой собственной функции может соответст
вовать одна или более присоединенных функций, 
отвечающих тому же собственному значению: 

Рассмотрим произвольную систему {ип(х}}, со
стоящую из понимаемых в указанном нами обоб
щенном смысле СПФ оператора (1). Потребуем, 
чтобы вместе с каждой присоединенной функци
ей порядка m > 1 эта система содержала также со
ответствующие ей собственную функцию и все 
присоединенные функции порядка меньше т. Это 
означает, что каждый элемент ип(х) системы 
{и„(х)} принадлежит D и почти всюду в G удовле
творяет уравнению 

Lu„(x) .+ А,„и„(х) = Qnun_1(x), (2) 
где число 6„ равно либо нулю (в этом случае на
зываем и„(х) собственной функцией оператора L), 
либо единице (в этом случае требуем, чтобы Х„ = 
= Хп_ !, и называем ип(х) присоединенной функци
ей оператора L). 

Порядок присоединенной функции ип{х) обо
значим через тп (если ип(х) - собственная функ
ция, то считаем, что тп = 0). 

Хорошо известно (см., например, [7, с. 306]), 
что если система {ип(х)} полна в L2(G) и мини
мальна, то существует и притом единственная си
стема {vn(x)}, биортогонально сопряженная к 
[ип(х)} вL2(G). 

Символом L* обозначим оператор, формально 
сопряженный к оператору L, а именно: L*v(x) = 
= v"(x) + q(x)v(x). 

В дальнейшем, наряду с собственными значе
ниями Хп будем использовать спектральный пара
метр ц„ = Jkn, где 

л/гехр(/ф) = Vrexpf^J при - 5 < ф < у . 

В работе [4] показано, что при условии равно
мерной ограниченности длины цепочки корневых 
функций отсутствие конечных точек сгущения по
следовательности {ц„} является необходимым 
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условием базисностивL2(G) системы {ип(х)}. Сле
довательно, в этом случае числа \in можно зану
меровать в порядке неубывания их абсолютных 
величин с учетом кратности. 

Сформулируем теперь основные результаты 
настоящей работы. 

О с н о в н а я т е о р е м а . Пусть {ип(х)} -про
извольная полная в L2(G) и минимальная систе
ма, состоящая из СПФ оператора (1), и пусть 
выполнены три следующих условия: 

1) существует целое неотрицательное число 
N0 такое, что для всех п > 1 справедливо mn<N0; 

2) последовательность {||1„|} является моно
тонно возрастающей; 

3) система {vn(x)}, биортогоналъно сопря
женная к {ип(х)} в L2(G), состоит из СПФ опера
тора L*. 

Если {ип(х)} образует базис пространства 
L2(G), то существует постоянная Cj такая, 
что для любого ц > О 

n<|n„|sn+i 
Третье условие основной теоремы означает, 

что каждая функция v„(x) принадлежит D и почти 
всюду в G удовлетворяет уравнению L*vn(x) + 
+ %п vn(x) = 8* vn + l(x), где число 8* равно либо ну
лю (в этом случае v„(x) называем собственной 
функцией оператора L*), либо единице (в этом слу
чае требуем, чтобы %п = Хп+1 и v„(x) называем при
соединенной функцией оператора L*). Число 8* 
связано с введенным выше числом 6„ соотноше
нием 8„* = е л + 1 . 

Т е о р е м а 1. Пусть {ип(х)} - произвольная 
полная в L2(G) и минимальная система, состоя
щая из СПФ оператора (1). Если выполняются 
условия 1)-3) основной теоремы и система 
{vn(x)} полна в L2(G), то необходимым и доста
точным условием базисности в L2(G) системы 
{ип(х)} является существование постоянных С0, 
Ci и С2, обеспечивающих справедливость нера
венств 

|Im[in| < С0 (для всех номеров ri), (4) 

' V \<СХ (для любого Ц>0), (За) 
(i<|H„|SH+l 

Il "«Il i2(G) Il VÂL2(G) £ c 2 (аля всех номеров п). (5) 

Т е о р е м а 2. Пусть {ип(х)} - произвольная 
полная в L2(G) и минимальная система, состоя
щая из СПФ оператора (1). Пусть выполняются 
условия 1)-3) основной теоремы и {vn(x)} полна 
eL2(G). Если {ип(х)} образует базис пространст
ва L2(G), то она также образует безусловный ба
зис этого пространства. 

Последние две теоремы являются следствиями 
из основной теоремы настоящей работы и теорем 
1-3 работы [4]. 

З а м е ч а н и е 1. Второе условие основной те
оремы может быть заменено на любое из следу
ющих условий: 

2а) существует натуральное число п0 такое, 
что при всех п > п0 справедливо неравенство 
l m , + i l £ l n » l ; 

26) существует натуральное число п0 такое, 
что при всех п > щ справедливо неравенство 
Re|i„ + 1>Ren„. 

З а м е ч а н и е 2. Сформулированные выше 
результаты легко переносятся на случай операто
ра Lu(x) = и"(х) +р1(х)и'(х) +р2(х)и(х), щер^х) аб
солютно непрерывна на замкнутом интервале G 
H/>2(x)eI1(G)(cM.[l]). 
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