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ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИРАКА 
СО СПЕКТРАЛЬНЫМ ПАРАМЕТРОМ В ГРАНИЧНЫХ 

УСЛОВИЯХ 

© 2 0 0 2 г. Н . Б . К е р и м о в 

Важный раздел спектральной теории линейных дифференциальных операторов составля
ет исследование задач со спектральным параметром в уравнениях и в граничных условиях. 
В [1, 2] приведена библиография работ, в которых такие задачи рассматривались в связи с 
конкретными физическими процессами. 

Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных операторов со спектральным па
раметром в граничных условиях в различных постановках изучались во многих работах [3-14]. 
В работах [7, 8] более детально изучены полнота и базисность собственных функций краевых 
задач со спектральным параметром в уравнениях и граничных условиях. 

Рассмотрим следующую краевую задачу для системы Дирака с одним и тем же спектраль
ным параметром в уравнениях и граничных условиях: 

и' - { \ + P(x)}w = 0, w'+ {\ + R(x)}u = 0, (0.1) 

( A c o s a + a 0 )u(0) - (A sin a + ЬоМО) = 0, (0.2) 

(Acos/3 + o i ) u ( l ) - (Asin/3 + h)w{l) = 0; (0.3) 

здесь 0 < x < 1, A - спектральный параметр, P{x) и R(x) -действительнозначные функции 
из класса С[0,1], а^^Н (к == 1,2) и а,/3 - действительные постоянные, причем —7г/2 < а < 
< тг/2 и -тг/2 < р < тг/2. 

Настоящая работа посвящена изучению свойств собственных значений и собственных век
тор-функций краевой задачи (0.1)—(0.3). Основным результатом этой работы является осцил-
ляционная теорема 3.1 и теорема 5.1 об асимптотических формулах для собственных значений. 

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что выполняются условия 

его = ao sin а — bo cos a > 0, a\= a\ sin /3 — b\ cos /3 < 0. (0.4) 

Заметим, что краевые условия (Аац + /3ц)и(0) — (Aai2 + /3n)w(0) = 0, (Aa2i + /?2i)^(l) — 
- (Aa 22 + /?22)Ц1) = 0 при a i2#i i - > 0, a22hi - «21^22 < 0 легко приводятся к 
(0.2), (0.3), при этом имеют место условия (0.4). 

1. Некоторые свойства собственных значений краевой задачи (ОЛ)-(О.З). 
Лемма 1.1. Собственные значения краевой задачи (0.1)-(0.3) вещественны. 
Доказательство. Пусть Ао - невещественное собственное значение краевой задачи (0.1)-

(0.3), а (и(х), w(x)) - соответствующая собственная вектор-функция. В силу (0.1) при 0<х< 1 
имеем 

(d/dx){u(x)w(x) - u(x)w(x)} = (А 0 - \^){\и(х)\2 + \w(x)\2}. 

Интегрируя это тождество в пределах от 0 до 1, получаем 

1 

М 1 М 1 ) - Щи>(1)} - {Ц0)Ц0У - Щю(0)} = (А 0 - А^) j{\и{х)\2 + M:r)| 2 } dx. (1.1) 
о 

Условия (0.2) и (0.3) перепишем в виде 

и(0) = [ (A 0 s ina + 6o) / (Aocosa + a 0 )MO), и(1) = [(А 0 s in^ + &i)/(A 0 cos/3 + ai)]w(l). 
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Учитывая эти соотношения, находим, что 

и(1)^Щ - Щъи(1) = (Л 0 - Л^)о- 1 |го(1)| 2/ |Л 0 c o S y 0 + а^ 2 , 

u(0)w(0) - u(0)w(0) = (А0 - Ao)aoHO)|V|A0cosa + aoh 
где do и о\ - постоянные, определенные в (0.4). Поскольку Ао ф Ао, то из последних двух 
равенств и (1.1) получаем 

|Aqcos/3 + a i | 2 |Aocosa + ao | 2 

i 
J{\u(x)\2 + \w(x)\2}dx. 

Последнее противоречит условиям Jq{\u(x)\2 + \w(x)\2}dx > 0, его > 0 и о\ < 0. Следова
тельно, Ао должно быть вещественным. Лемма 1.1 доказана. 

Нетрудно* доказать, что существует единственное решение системы уравнений (0.1), удо
влетворяющее начальному условию 

^(0 , А) = A sin a + &о> ^ ( 0 , А) = A cos a + ao, (1.2) 

причем при каждом фиксированном х Е [0,1] функции и(ж,А), w(x, А) являются целыми 
функциями аргумента А. Доказательство этого факта с очевидными изменениями повторяет 
доказательство теоремы 1.1 из [15, с. 14]. 

Заметим, что собственными значениями краевой задачи (0.1)—(0.3) являются корни урав
нения 

(Acos/3 + a i > ( l , А) - (Asin/3 + h)w{l, А) = 0. (1.3) 

Лемма 1.2. Собственные значения краевой задачи (ОЛ)-(О.З) образуют не более чем 
счетное множество, не имеющее конечной предельной точки. Все собственные значения 
краевой задачи (ОЛ)-(О.З) простые. 

Доказательство. Собственные значения являются нулями целой функции, стоящей в ле
вой части уравнения (1.3). Мы показали (лемма 1.1), что эта функция не обращается в нуль 
при невещественных А. Следовательно, она не равна нулю тождественно. Поэтому ее нули 
образуют не более чем счетное множество, не имеющее конечной предельной точки. 

В силу (0.1) имеем (d/dx){u(x,\)w(x,fjJ) — и(х,/jl)w(x,\)} = (А — / i ){u(x , А)п(ж,ц) + 
+ w(x, \)w(x, р,)}. Интегрируя это тождество в пределах от 0 до 1 и принимая во внима
ние (1.2), получаем 

1 

u(l, X)w(l, /i) - и(1, n)w{l. А) - a 0 (A — ц) = (А - / / ) j{и(х, Х)и(х, ц) + w(x, \)w(x, //)} dx. (1.4) 

о 

Будем использовать равенство 

1 

«,(1 , А ) - u(l, A ) ^ f ^ - =o0 + J[{«(*, А ) } 2 + {w(x, A ) } 2 ] dx, (1.5) 
о 

которое получается из (1.4) делением обеих частей последнего на (А — //) и последующим 
предельным переходом при ji —» А. 

Докажем, что уравнение (1.3) имеет только простые корни. Действительно, если А = А* 
является кратным корнем уравнения (1.3), то имеют место равенства 

(A* cos/3 + a i )u ( l , А*) - (A* sin/3 + bx)w{l, А*) - 0, 
(1.6) 

u(l,A*)cos./3 + (A* c o s ^ + ai)au(l,A*)/5A-^(l,A*)sin/3-(A* sin/3 + &i)<9w(l, A*)/dA = 0. 

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ том 38 № 2 2002 



ОБ ОДНОЙ КРАЕВОЙ ЗАДАЧЕ ДЛЯ СИСТЕМЫ ДИРАКА 157 

Поскольку о\ ф О, то (A* cos/3 + a i ) 2 + (А* sin/З + Ьг)2 ф 0. Пусть А* cos/З + аг ф 0. Из 
(1.6) соответственно следуют соотношения 

А*) - [(A* sin/3 + 60 / (A* cos/3 + a i ) ]w( l , A*), 

<9u(l,A*) _ <гщ;(1,А*) A*sin/3 + fri дЦ1 ,А*) 
dA ~ ( A * c o s ^ + a i ) 2 + A*cos/3 + ai <9A 

Используя последние равенства в (1.5) при А = А*, получаем ai{w(l, А * ) } 2 / ( А * cos/3 + а\)2 = 
= ао + fo[{u(x,\*)}2 + {w(x,\*)}2]dx, что исключено в силу условия (0.4). 

Случай A* sin /3 + Ь\ ф 0 рассматривается совершенно аналогично. Лемма 1.2 доказана. 
2 . Н е к о т о р ы е в с п о м о г а т е л ь н ы е у т в е р ж д е н и я . 
I. Пусть функции Ри(х), Ru(x) [у — 1,2) принадлежат классу С[0,1] и Рг(^) >.Pi(#) > 0 , 

Д2(ж) > i?i(a;) > 0 при 0 < х < 1. 
Пусть даны две системы уравнений 

ipl - Ри{х)фи = 0, ф'„ + Rv{x)ipu = 0, I/ = 1,2, (2.1,,) 

и ((pi(x),ijji(x)), ((p2($),ip2(x)) ~ произвольные нетривиальные решения соответственно этих 
систем. 

Следующие два утверждения являются простыми следствиями теорем сравнения из 
[16, с. 152-153]. 

У т в е р ж д е н и е 2 . 1 . Если <pi(0) = 0 или </?i(0) ф 0, <р2(0) ф 0, ^i(0)/<pi(0) > V>2(0)M(0), 
т о функция (р2{х) имеет на интервале 0 < х < 1 по крайней мере столько же нулей, 
сколько и (р\(х), причем к -й нуль функции (р2-(х) меньше к-го нуля функции <pi(x)\ если 
ф\{0) = 0 или фг(0) Ф 0, ^2(0) ф 0, (/?i(0)/^i(0) < ^2(0)/^2(0), т о ф2(х) имеет на ин
тервале 0 < х < 1 по крайней мере столько же нулей, сколько и ф\(х), причем к-й нуль 
функции ф2{х) меньше к-го нуля функции ф\(х). 

У т в е р ж д е н и е 2 . 2 . Если <fii(x) и <р2{х) имеют на интервале 0 < х < 1 одинаковое 
число нулей и если (fi{l) ф 0, (̂ 2(1) Ф 0, то ^i(l)/y?i(l) > ^2(1)/<р2(1); V'lOs) и Ф2{%) 
имеют на интервале 0 < х < 1 одинаковое число нулей и если фг(1) ф 0, ^ 2 ( 1 ) 7̂  0> т о 

^(i)M(i) < ^(i)M(i). 
Предположим, что Q = {// : / i c o s a + ao = 0 или / i s ina + Ьо = 0} и //* = minQ, 

/z* = maxQ. Из утверждения 2.1 вытекает 
Л е м м а 2 . 1 . Пусть ({ри(х)^фу(х)) - решение системы уравнений (2.1^), удовлетворяющее 

начальному условию 

<р„(0) = \М S i n a + Ь0, Vv(0) = A ^ c o s a + ao (" = 1,2). (2.2) 

Кроме того, пусть либо Х^ < Х^ < /i*, либо //* < А^1) < А ^ < /х*, либо /х* < А ^ < А^ 2). 
Тогда ^ ( ^ ) (Ф2(%)) имеет в интервале 0 < # < 1 по крайней мере столько же нулей, 
сколько и (pi(x) (соответственно ф\(х)), причем к-й нуль <£>2(х) (ф2(х)) меньше к-го 
нуля <pi(x) (фг(х)). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Пусть Tq(А) = ( A c o s a + a o ) ( A s i n a - f b o ) _ 1 - Имеем Tq(A) = —ao(Asina + 
+ bo)~2. Так как по предположению (0.4) сто > 0, то функция То(А) строго убывает в лю
бом интервале, где A sin a + b0 ф 0. Следовательно, ^ i ( 0 ) / V i ( 0 ) = То(А^)) > Т 0 (А^ 2 ) ) = 
= ^2(0)/(^2(0). Отсюда и из утверждения 2.1 следует часть леммы 2.1, относящаяся к функ
циям <р\(х) и (р2{х). 

Пусть Ti(A) = (Asina + feo)(AcosaH-ao)-1. Имеем Т[(Х) = o o ( A c o s a + <2o)~2. Следователь
но, Ti(A) строго возрастает в каждом из интервалов (—00,//*) ( / / * , / / ) и ( /х*,+оо). Таким 
образом, ¥?i(0)/^i(0) = T i ( A ^ ) < Т Х (А( 2 ) ) = <р 2(0)/^ 2(0). Отсюда и из утверждения 2.1 сле
дует часть леммы 2.1, относящаяся к функциям ф\(х) и ф2(х). Лемма 2.1 доказана. 

Аналогичным образом доказывается 
Л е м м а 2 . 2 . Пусть ((р1У(х)^ф1/(х)) - решение системы уравнений (p'v + Ри(х)фи — 0, 

Фу — Rv(x)ipv = 0, удовлетворяющее начальному условию (2.2). Кроме того, пусть либо 
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д(2) < д(1) < ^ либо /л* < Л(2) < А^1) < / Д либо 11* < А<2) < А ( 1 ) . Тогда справедливо 
утверждение леммы 2.1. 

И. Пусть (р(х),ф(х) - произвольное нетривиальное решение системы уравнений 
iff - р(х)ф = О, ф1 + г (ж)^ = 0, где р(ж) G С[0,1] , г (ж) G С[0,1] и р(ж) > 0, г(х) > 0 при 
0 < ж < 1 . 

Через x(°\f) (x^(f)) обозначим ближайший к точке 0 (соответственно 1 ) , но отличный 
от этой точки нуль функции f(x) Е С[0,1] . 

Лемма 2 .3 . Между каждыми двумя последовательными нулями функции (р(х) (ф{х)) 
заключен единственный нуль функции ф(х) (функции <f(x)). Кроме того, если существу
ет х(°\<р) (х(°\ф)) и справедливо условие (р(0)ф(0) > 0 ((р(0)ф(0) < 0), то существует 
х^(ф) (х(°1((р)) и х(°)(ф) < х^(ср) (соответственно х^\(р) < х^\ф)); если существует 
х^1\ф) (х^(ф)) и справедливо условие (р(1)ф(1) > 0 ((р(1)ф(1) < 0), то существует х^1\ср) 
(х^1\ф)) и х^(ф) < х(1\(р) (соответственно х^1\ф) < х^1\ф)). 

Доказательство. Первая часть утверждения тривиальна. Докажем вторую часть. 
Пусть существует х(°'((р) и справедливо условие <р(0)ф(0) > 0. Предположим, что или 

х^(ф) не существует, или существует, но х^°\ф) > х^(ср). В обоих случаях при 0 < х < 
< x(°\(f) справедливо неравенство 

<р(х)ф(х) > 0. (2.3) 

Интегрируя тождество (ср2(х)У = 2р(х)(р(х)ф(х) в пределах от 0 до х(°\(р), получаем 

—(р2(0) = 2 р(х)ср(х)ф(х) dx. В силу (2.3) в последней формуле правая часть положи

тельна, а левая - отрицательна. Следовательно, существует х^(ф) и х^°\ф) < х^(ср). 
Остальные случаи рассматриваются совершенно аналогично. Лемма 2.3 доказана. 
Число нулей функции f(x) £ С[0,1] в интервале (0,1) обозначим через i V ( / ) , и пусть 

W) U = 1, N(f)) - нули функции f{x) : 0 < tx{f) < ... < tN{f)(f) < 1. 
Из леммы 2.3 вытекает 
Следствие 2 .1 . Если (р{0)ф(0) > 0 и (р(1)ф(1) > 0, то N(cp) = Nty) и 0 < гг(ф) < 

< ti(<p) <....< ЬМ{ф){Ф) < tN(<p)(<P) < 1; е с л и <Р(0)Ф(й) < 0 и фО-ЖУ < 0, то N(<p) = Щф) 
и 0 < ti((p) < гг(ф) < ... < tN^){(p) < % w ( ^ ) < 1; если <р(0)ф(0) > 0 и ср(1)ф(1) < 0, то 
N{tj>) = N(cp) + 1 и 0 < гг(ф) < ti(tp) < ... < tN{(p){(p) < tNW(il>) < 1; если (р{0)ф{0) < 0 и 
<р(1)ф(1) > 0, то N(<p) = Щф) + 1 и 0 < t i ( ^ ) < Ь{ф) < ... < tNM№) < tN{{p)(cp)< 1. 

3. Осцилляционные свойства собственных вектор-функций краевой задачи 
( 0 . 1 ) - ( 0 . 3 ) . Пусть (и(ж, X),w(x, А)) - решение системы уравнений (0.1), удовлетворяющее 
начальному условию (1.2). 

Предположим, что G = {/х : / /cos /? + а\ = 0 или /isin/З + Ъ\ — 0 } , Д* = mm{Q U G), 
Д* = max (QuG) , М = max{ max |Р(д;)|, max |Д(ж)|}, А* = т т { Д * , - М } , А* = т а х { / Г , М } , 

0<х<1 0<ж<1 
где Q определено в п. 2. 

Из лемм 2.1 и 2.2 вытекает _ _ 
Следствие 3 .1 . Если А" > А' > А* или X" < X' < А*, то и(х,Х") (w{x,X")) имеет 

на интервале 0 < х < 1 по крайней мере столько же нулей, сколько и u(x,XF) (w(x^X')), 
причем к-й нуль и(х,Х") (w(x,XFF)) меньше к-го нуля u(x,XF) (w(x,X')). 

Рассмотрим уравнение и(х,Х) = 0 (w(x,X) = 0), где 0 < х < 1. Очевидно, что корни 
этого уравнения суть функции от А. _ _ 

В следующих двух утверждениях будем предполагать, что A G [А*, А*]. 
Лемма 3.1 Если XQ (0 < XQ < 1) - нуль функции U(X,XQ) (W(X,XO)), то любому до

статочно малому числу е > 0 соответствует такое число S > 0, что при \Х — Ао| < 6 
функция и(х,Х) (w(x,X)) имеет в точности один нуль в интервале \х — XQ\ < е. 

Доказательство этого факта дословно повторяет доказательство леммы 3.1 из [15, с. 30]. 
Из этой леммы вытекает 
Следствие 3 .2 . При изменении X функция и(х,Х) (w(x,X)) только тогда может по

терять нуль или приобрести новый, если она войдет внутрь интервала или выйдет оттуда 
через краевые точки 0 и 1. 
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Существование счетного множества собственных значений краевой задачи (0.1)—(0.3) до
казывает 

Теорема 3 .1 . Существуют неограниченно убывающая последовательность отрицатель
ных собственных значений { А _ п } ^ = 1 и неограниченно возрастающая последовательность 
неотрицательных собственных значений {Хп}™=1 краевой задачи (ОЛ)-(О.З) 

. . . < Л_ п < А _ п + 1 < . . . < A_i < Xi < . . . < A n _ i < A n < . . . 

Кроме того, существуют такие числа n*, n*, fc*, k* G N U { 0 } , что собственные 
вектор-функции (un(x),wn(x)) при п > п* и (u-n(x),W-n(x)) при п > п*, соответствую
щие собственным значениям Хп (п > п*) и Х-п (п > п*) ? имеют следующие свойства: 

ах) если а 6 { - т г / 2 } U (0,тг/2] и /3 G [0,тг/2), то N(wn) = N(un) = п + k* - п* и 
xM(wn)<xW(un); 

Ьг) если a G {-тг/2} U (0, тг/2] и /3 G [-тг/2,0) U {тг /2} , т о W(u; n ) = N(un) + 1 = п + к* -
- п * + 1 и х^{юп) < х^{ип); 

а) если a G ( - т г / 2 , 0 ] и /3 G [0,тг/2), т о JV(w n) = N(wn) + 1 = п + к* - п* и х^\ип) < 
<* ( 0 ) Ю; 

di) если a G ( -тг /2 ,0] и /3 G [ -7г /2 ,0 ) U {тг /2} , т о JV(u n) = JV(w n) = n + А;* - п* и 
х(°Нип)<х^Ы; 

а 2 ) если се G [0,7г/2) и /3 Е {-n/2} U (0,7г/2] , т о N(w-n) — N(u-n) = n + А:* - п* 

* ( ^ - * ) < * ( 0 ) ( * - п ) ; 
Ь 2) если а G [0 , 7г /2 ) w /3 G (—7г/2,0], т о N(w-n) = N(u-n) + 1 = n + fc* - n* + 1 и 

xM(w-n)<xM(u-n); 
c 2 ) если a G [-тг/2,0) U {тг/2} и /3 £ {-тг/2} U (0,тг/2], mo JV(u« n ) = N(w-n) + 1 = 
(I2) если a G [—7r/2,0) U { 7 г / 2 } u /3 G ( — 7 r / 2 , 0 ] , mo N(u-n) — N(w-n) = n + A:* - n* u 

s ( °>( t i - n )<*<V-n) . 
Доказательство. Докажем только существование и наличие свойств последовательности 

неотрицательных собственных значений краевой задачи (0.1)—(0.3). Часть теоремы, относя
щейся к отрицательным собственным значениям, доказывается аналогично. 

Пусть А > А* = А* + 1, где А* - число, определенное в начале этого пункта, и (и(х. А), 
w(x, А)) - решение системы уравнений (0.1), удовлетворяющее начальному условию (1.2). В си
лу следствия 3.1 при возрастании А число нулей функции и(х, X) не убывает. 

Предположим, что (</?(ж, А), ф(х, А)) - решение системы уравнений 

if' -{Х-М- 1/2)ф = 0, ф' + ( \ - М - 1/2)<р = 0, (3.1) 

удовлетворяющее начальному условию 

(р(0, X) — A sin а + bo, ф(0, X) = A cos а + а 0 . (3.2) 

Нетрудно проверить, что 

(р(х, X) = (A cos а + ао) sin(A - М - 1/2)х + (A sin а + Ь 0) cos(A - М - 1/2)х. 

При положительном и неограниченно возрастающем А число нулей этой функции, рас
положенных в интервале (0,1) , неограниченно растет. Сравним краевую задачу (0.1), (1.2) с 
краевой задачей (3.1), (3.2). Из леммы 2.1 следует, что при положительном и неограниченно 
возрастающем А число нулей функции и(х,Х), расположенных в интервале (0,1) , неограни
ченно растет. 

Рассмотрим уравнение и(х,Х) = 0 при А > А*. На основании леммы 3.1 корни этого 
Уравнения непрерывно зависят от А. С другой стороны, в силу следствия 3.2 при возрастании 
А каждый нуль функции передвигается влево, а через точку 0 выйти не может, так как число 
нулей не убывает. В силу следствия 3.2 нули входят через точку 1. Пусть Ао - первое значение 
параметра А > А*, для которого м(1, А) = 0. Такое значение, очевидно, найдется. 
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Предположим, что функция U(X,\Q) в интервале (0,1) имеет к* нулей. 
Пусть Ai (Ai > Ао) - второе значение параметра А, для которого и(х,\) — 0, и т.д. 

Очевидно, что функция и{х,\\) имеет в интервале (0,1) ровно к*+ 1 нулей. Последователь
ность A o , A i , A 2 ? - - - обладает тем свойством, что функция и(х,\) при A^_i < X < Хк имеет в 
интервале (0,1) ровно к + к* нулей, причем и(1,А&) = 0. Нетрудно заметить, что числа А& 
(к = 0 , 1 , . . . ) не являются собственными значениями краевой задачи (0.1)—(0.3). 

В силу утверждения 2.2 функция u>(l, A) /w( l , А) в интервале (A^_i ,A^) строго убывает. 
Так как м(1, A&_i) = г*(1, А&) = 0, то в интервале (A&_i,A&) функция ги(1, А)/м(1, А) должна 
строго убывать от + о о до — оо. 

Пусть Т(А) = (Acos/3 + ai)(Asin /3 + b i ) _ 1 . Имеем Т'(А) = -аг(Хsin/3 + bi)~2. Так как 
по предположению (0.4) а\ < 0, то функция Т(А) строго возрастает в любом интервале, где 
Asin/3 + bi ^ 0 . 

Предположим, что п* - число собственных значений краевой задачи (0.1)—(0.3), располо
женных на отрезке [0, Ао]. Поскольку функция и>(1, А)/гл(1, А) в интервале (A^i-r, А&) строго 
убывает от Н-оо до —оо, найдется единственное значение \n*+k G (А&-ъА&), для которого 
ги(1, А п *+^) /и(1 , \n*+k) — T(\n*+k)-> т - е - выполняется условие (0.3). Следовательно, А п * + & -
собственное значение краевой задачи (0.1)—(0.3) и первая компонента соответствующей соб
ственной функции [и{х, \n*+k)iw(x, ^n*+k)) в интервале (0,1) имеет столько же нулей, сколь
ко и и(х,\к), т.е. к + .к*. 

Докажем утверждение a i ) . По определению числа А* корни линейных функций 
/xcosa-f-ao, / i s ina + Ьо? /icos/3 + ai , sin/3 + bi лежат в интервале (—оо, А*). Следовательно, 
при п > п* имеет место 

( sgn(sin2a), если а £ ( 0 , 7 г / 2 ) , 
sgn(ao sin а ) , если a = ± 7 г / 2 , 
sgn(bo cos a ) , если a = 0. 

Отсюда в силу (0.4) получаем, что при a £ { — 7 г / 2 } U (0 ,7г / 2 ] и п > п* справедливо неравен
ство un(0)wn(0) > 0. Точно таким же образом доказывается, что при /3 £ [0, тг/2) и п > п* 
имеет место неравенство un(l)wn(l) > 0. Для завершения доказательства ai) достаточно 
воспользоваться следствием 2.1. 

Утверждения fri)-^) доказываются совершенно аналогично. Теорема 3.1 доказана. 
4. Определение и свойства функции вп(х). Некоторые вспомогательные утвер

ждения. Всюду в этом пункте будем предполагать, что п > п*, где п* - число, введенное в 
доказательстве теоремы 3.1. 

Пусть (un(x),wn(x)) - собственная вектор-функция краевой задачи (0.1)—(0.3), соответ
ствующая собственному значению А п . 

Введем угловую переменную вп(х) = Arctg(un(x)/wn(x)) или, точнее, 

вп(х) = a r g { w n ( x ) + гип(х)}. (4.1) 

Учитывая (0.2), определим начальное значение 

0П(О) = arctg • + — — тг, (4.2 
A n cos а + ао 2 

f l , если а £ { - т г / 2 } U (0, тг/2], 
0 | - 1 , если а £ ( -тг /2 ,0] . 1 ' j 

Для других х функция вп(х) задается формулой (4.1) с точностью до произвольного слага
емого, кратного 27Г, поскольку функции ип(х) и wn(x) не могут обращаться в нуль одно
временно. Это выражение, кратное 2-7г, надлежит зафиксировать так, чтобы функция вп(х) 
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удовлетворяла условию (4.2) и была непрерывной по х. Этим функция вп(х) определяется 
единственным образом. 

Лемма 4.1. Функция вп(х) удовлетворяет дифференциальному уравнению 

в'п(х) = ^п + Р(х) cos 2 вп(х) + R{x) sin 2 вп(х) (4.4) 

и строго возрастает на отрезке [0,1]. 
Доказательство. Уравнение (4.4) следует непосредственно из определения вп(х). 
Поскольку при п > п* справедливо A n > А* > М , число М определено в п. 3, то при 

О < х < 1 имеем в'п(х) > A n — Mcos26n(x) — М sin2 вп(х) = A n — М > 0. Последнее доказывает, 
что функция вп(х) строго возрастает на отрезке [0,1]. Лемма 4.1 доказана. 

Из (4.1) ясно, что нули функции ип(х) совпадают с точками, в которых вп(х) кратно тг. 
Рассматривая функцию ип(х), когда х возрастает от 0 до 1, видим, что она имеет нуль в 
точке х G (0,1) тогда и только тогда, когда в этой точке вп(х), возрастая, проходит значение, 
кратное тт. 

Так как 0 < вп(0) < тг, то при возрастании х от 0 до 1 функция вп(х) последовательно 
принимает конечное число значений 7Г, 27г,... Поскольку функция вп(х) не может, убывая, 
стремиться к углу, кратному тг, то она достигает углов, кратных тг, в порядке возрастания. 

Обозначим через хп^ (k = 1, кп) нули функции ип(х) в интервале (0,1) : 0 < # п д < . . . 
... < х щ к п < 1. Из осцилляционной теоремы 3.1 следует, что при п > п* справедливо 
кп = п + к* - п*. 

Нетрудно заметить, что 
0п(хщк) =пк (к = l,fcn), (4.5) 

A n sin/3 + 6i 1 - Z i 
0n(l) = arctg — + —77—^ + ^n, (4.6) 

Xn cos p + a\ 2 
fl, если/3G[0,тг /2) , 

1 | - 1 , если /Зе [-тг/2,0) U {тг /2} . ^ } 

Лемма 4.2. Справедливы асимптотические формулы 

А п = тгп 4- 0 ( 1 ) , Az n ,fc = £ n,fc+i - xn,k = 0(n~l) (k = 0, fcn), (4.8) 

где ж П ) 0 = 0 и xUykn+i = 1. 
Доказательство. Интегрируя тождество (4.4) в пределах от 0 до 1, получим 

0 П (1) -0п(0) = А п + / 0 {Р(ж) cos 2 0 п (ж) + sin 2 0 п (ж)} Лс. Поскольку интеграл в последнем 
равенстве есть 0 ( 1 ) , то имеем 

An = M l ) - МО)+ 0 ( 1 ) . (4.9) 

Учитывая (4.2) и (4.6), получаем 0 < 6п(0) < тг, тг&п < 0п{1) < n(kn + 1), откуда вытекает 
соотношение вп(1) — вп(0) — irkn + 0 ( 1 ) , из которого и из (4.9), равенства kn = п + к* — п* 
следует первая из асимптотических формул (4.8). 

Докажем вторую из формул (4.8). Снова интегрируя тождество (4.4) в пределах от х щ к 

Д° #п,ан_1 и учитывая, что интеграл в полученном равенстве есть 0 ( 1 ) , имеем 

)-вп(хп<к) + 0(1). • (4.10) 

Из (4.2), (4.5), (4.6) и из возрастания функции 9п(х) следует, что 

я"-"0п(О), если к — О, 
О < On{xnMi) - вп(хщк) = { тг, если 1 < к < кп - 1, 

вп(1) — тгкП1 если к — кп, 
> < тг. 

Отсюда и из (4.10) имеем ХпАхп^ = 0 ( 1 ) . Из этой формулы с учетом доказанной первой из 
формул (4.8) вытекает справедливость второй. Лемма 4.2 доказана. 
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Лемма 4 .3 . Для произвольной функции f(x) е С[0,1] справедливо f(x) cos29n(x) dx = 
= 0 ( w / ( n - 1 ) ) , где Wf(S) = 5 + гу^(5) г^(<5) - модуль непрерывности функции f(x) на 
отрезке [0,1]. 

Доказательство. Сначала докажем, что при 1 < & < kn — 1 справедливо соотноше
ние f * n , k + 1 cos26n(x)dx = 0 ( п " 2 ) . Поскольку в'п(х) = Хп + 0 ( 1 ) , то в силу леммы 4.2 при 
1 < к < кп — 1 имеем 

хп,к+1 xn,k + l #n,fc+l 

У * cos2в п {х) dx = Y j 6'n(x) cos 2вп(х) dx + ^~ j 0 ( 1 ) cos20 п ( я ) da; = 

xn,k xn,k xn,k 

(* + 1)тГ 

Следовательно, 

l 
У f(x) cos 20 n (# ) = 

о 
xn,l 1 _ t ж п , Н 1 

/ ( a ; ) cos20 n ( a ; ) cb + / f{x) со&2вп{х) dx + ^ I f(x)cos26n(x)dx = 

0 x n , k n ^ ^ xn,k 

U 1 xn,k+l и i ж т г , & + 1 

= 0 ( Д ж п > 1 ) + 0(Дя? п , /ь п )+J3 /(ж*) / cos20 n (z )e te+53 / (/(aO-/(*fc))coe20 n (ar)da: = 
fc—1 /». . А/ — 1 , 

^п,к
 хп,к 

—1 A; —1 
- O ^ - ^ + O ^ " 2 ) 5̂  | / Ы | + 53 0(u)}(AxnJs)AxnJi) = 0{п-1) + 0{ы)(п-1)) = O ^ ^ n " 1 ) ) . 

fc=l fc=l 
Лемма 4.3 доказана. 
5. Асимптотические формулы для собственных значений краевой задачи ( 0 . 1 ) -

(0.3) . Всюду в этом пункте будем считать, что п - достаточно большое по абсолютной вели
чине целое число. 

Пусть (Фп(х)^п(х)) - собственная вектор-функция краевой задачи (0.1)—(0.3), причем 
Фп(х) имеет \п\ нулей в интервале (0 ,1) . Через \in обозначим собственное значение, соот
ветствующее вектор-функции (Фп(х),Фп(х)). Из осцилляционной теоремы 3.1 следует, что 
jjin = \п-к*+п* при п > 0 и рьп = Хп+к^п+ при п < 0. 

Теорема 5.1. Справедливы асимптотические формулы 

1 

цп — тгп + р - а - ^ ( s g n / 3 + s g n ( - a ) ) - ^ J (Р(х) + R(x)) dx + О(со{п~1)), если п > 0, (5.1) 

о 

1 

/ i n = 7 r n + ^ - a + ^ ( s g n a + s g n ( - / 3 ) ) - ^ j [Р{х) + R(x)) dx + 0(w(\n\~1)), если n < 0, (5.2) 
о 

где sgn£ = 1 прм t > 0 и sgnt = —1 t < 0, u>(£) = J + toi(^) и wi(J) - модуль 
непрерывности функции P(x) — R(x) на отрезке [0,1]. 
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Доказательство. Сначала докажем формулу (5.1). Введем функцию вп{х) = а ^ ( Ф п ( х ) + 
+ гФп{х)). В силу леммы 4.1 эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению 

вп\х) = fin + 2~1(Р(х) + R(x)) + 2~1{Р{х) - R(x)) cos 29п{х) (5.3) 

и строго возрастает на [0,1], причем 9П(0) и вП(1) определяются соответственно формулами 
(4.2), (4.6) с заменой в них \ п на fin и кп на п. 

Используя эти формулы, непосредственным вычислением можно легко убедиться, что 

бп'(0) = a + 7r/2 + (7r/2)sgn(-a) + 0 ( ^ - 1 ) , 9П{1) = тгп + /3 + тг/2 - (тг/2) sgn/3 + 0{п~1). (5,4) 

Интегрируя обе части уравнения (5.3) в пределах от 0 до 1 и принимая во внимание 
соотношения (5.4), получаем справедливость равенства 

7гп + /3 — а — ̂  (sgn/3 + sgn(—а)) + 0(п~1) = 

1 1 

о о 

Для завершения доказательства формулы (5.1) достаточно заметить, что в силу леммы 4.2 
имеет место JQ(P(X) — R(x)) cos 29n{x)dx — 0 ( a ; ( n - 1 ) ) . 

Докажем формулу (5.2). Пусть п - отрицательное целое число. Рассмотрим краевую 
задачу 

Ф*'(х) - {А - Р(1 - х ) } Ф * ( х ) = 0, Ф*'(х) + {А - Д(1 - х)}Ф*{х) = 0, (5.5) 

( Л с о 8 а * + а 5 ) Ф * ( 0 ) - ( Л й ш а * + Ь 5 ) Ф * ( 0 ) = 0, (Лсо8/3*+а^)Ф*(1)-(А8т/3*+Ь];)ф*(1) = 0, (5.6) 

где а* — /3, /3* = a, ajj — - a i , — а* — - а о , Ь* = —Ьо- Так как Oq = a^sina* -
-&ocosa* = - a i sin/3 + Ь\ cos/3 = - < 7 i > 0 и a* = a*sin£* - b* cos/3* = - a 0 s ina - f - bocosa = 
= -его < 0, то к краевой задаче (5.5), (5.6) применима теорема 3.1. Если (Ф* п | (х), Ф* п |(х)) -
собственная вектор-функция краевой задачи (5.5), (5.6), соответствующая собственному зна
чению /i* n |, и если при этом функция Ф* п |(х) имеет в интервале (0,1) \п\ нулей, то в силу 
только что доказанной формулы (5.1) имеем 

1 
,ifn, = тг|п| + / ? * - < * * - | ( sgn /3* + s g n ( - a * ) ) + ^ | ( Р ( 1 - я:) + Д(1 - я;)) + O H M " 1 ) ) 

о 
или, что то же самое, 

1 
/ifn j = тг|п| + a - /3 - | ( s g n a + sgn(-/3)) - f i ^ ( P ( x ) + R(x)) dx + О И Н " 1 ) ) . (5.7) 

о 

Легко проверить, что вектор функция (Ф* п |(1—х), Ф*п|(1 —х)) является собственной вектор-
Функцией краевой задачи (0.1)—(0.3), соответствующей собственному значению (~/^*п|)? и при 
этом функция Ф*п|(1— х) в интервале (0,1) имеет точно \п\ нулей. Следовательно, при п < 0 
имеем jjin = —Ц*пу Отсюда и из (5.7) получим требуемую формулу (5.2). Доказательство 
теоремы 5.1 завершено. 
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