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О БАЗИСНЫХ СВОЙСТВАХ ОДНОЙ

СПЕКТРАЛЬНОЙ ЗАДАЧИ СО СПЕКТРАЛЬНЫМ

ПАРАМЕТРОМ В ГРАНИЧНОМ УСЛОВИИ

Н. Б. Керимов, В. С. Мирзоев

Аннотация: Рассматривается обыкновенный дифференциальный оператор второ-
го порядка с одним и тем же спектральным параметром в уравнении и в одном из
граничных условий. Исследуется базисность в пространстве квадратично сумми-
руемых функций системы собственных функций этого оператора.

Ключевые слова: обыкновенный дифференциальный оператор, осцилляция, соб-
ственная функция, биортогональная система, базис.

Рассмотрим спектральную задачу

−y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < 1, (0.1)

b0y(0) = d0y
′(0), (0.2)

(a1λ + b1)y(1) = (c1λ + d1)y
′(1), (0.3)

где λ — спектральный параметр, q(x) — действительнозначная непрерывная
функция на промежутке [0, 1] и a1, b0, b1, c1, d0, d1 — действительные постоян-
ные.

Настоящая работа посвящена изучению базисных свойств в пространстве
L2(0, 1) системы собственных функций краевой задачи (0.1)–(0.3).

Краевые задачи для обыкновенных дифференциальных операторов со спек-
тральным параметром в граничных условиях в различных постановках изуча-
лись во многих работах (см., например, [1–12]). В работе [3] приведен список
работ, в которых такие задачи рассматривались в связи с конкретными физи-
ческими задачами.

В [12] (см. также [9, 10]) детально исследована базисность в L2(0, 1) системы
собственных функций краевой задачи

−y′′ + q(x)y = λy, 0 < x < 1,

y(0) = 0, (a− λ)y′(1) − bλy(1) = 0,

где a и b — положительные постоянные, q(x) — непрерывная неотрицательная
функция на промежутке [0, 1].

Всюду в дальнейшем будем предполагать, что q(x) — действительнозначная
непрерывная функция на промежутке [0, 1] и выполняется условие

|b0| + |d0| 6= 0, σ = a1d1 − b1c1 > 0. (0.4)
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Для изучения свойств базисности системы собственных функций краевой
задачи (0.1)–(0.3) в пространстве L2(0, 1) необходимы осцилляционные свойства
решений этой задачи.

Наряду с краевой задачей (0.1)–(0.3) рассмотрим краевую задачу

−y′′ + q(x)y = λy, (0.1′)

b0y(0) = d0y
′(0), (0.2′)

y(1) = 0. (0.3′)

Cобственные значения краевой задачи (0.1′)–(0.3′), как и в [8], обозначим через
λD
n (n = 0, 1, . . . ). В случае c1 6= 0 число N определим из неравенства

λD
N−1 < −d1

c1
≤ λD

N

(при этом предполагается, что λD
−1 = −∞).

Следующая теорема доказана в [8].

Теорема 0.1 [8, теорема 3.1 и следствие 5.2]. Существует неограниченно

возрастающая последовательность собственных значений {λn}∞n=0 краевой за-

дачи (0.1)–(0.3):
λ0 < λ1 < λ2 < · · · < λn < . . . .

Кроме того,

(а) если c1 6= 0, то собственная функция yn(x), соответствующая собствен-

ному значению λn, при n ≤ N имеет ровно n простых нулей, а при n > N ровно

n− 1 простых нулей в интервале (0, 1);
(в) если c1 = 0, то собственная функция yn(x), соответствующая собствен-

ному значению λn, имеет ровно n простых нулей в интервале (0, 1).

Известно [8, лемма 2.2], что если n ≥ 0 и λ ∈
(

λD
n−1, λ

D
n

]

, то каждое нетри-
виальное решение задачи (0.1′), (0.2′) имеет n простых нулей в интервале (0, 1).
Отсюда и из теоремы 0.1 следует, что если c1 6= 0 и при некотором n имеет
место λn = − d1

c1
, то λn = λN+1 = λD

N = − d1

c1
.

1. О минимальности системы собственных
функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

Теорема 1.1. Пусть k0 — произвольное фиксированное целое неотрица-

тельное число. Тогда система {yn(x)} (n = 0, 1, . . . ; n 6= k0) является минималь-

ной в пространстве L2(0, 1).

Доказательство. Достаточно доказать существование системы {un(x)}
(n = 0, 1, . . . ; n 6= k0), являющейся биортогонально сопряженной к системе
{yn(x)} (n = 0, 1, . . . ; n 6= k0) в L2(0, 1).

Заметим, что при 0 ≤ x ≤ 1 имеет место равенство

d

dx

(

yn(x)y′m(x) − y′n(x)ym(x)
)

= (λn − λm)yn(x)ym(x).

Интегрируя это тождество по x в пределах от 0 до 1, получим

(λn − λm)(yn, ym) =
(

yn(x)y′m(x) − y′n(x)ym(x)
)∣

∣

1

0
, (1.1)

где ( , ) — скалярное произведение в пространстве L2(0, 1).
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Функция yk(x) (k = 0, 1, . . . ) удовлетворяет условиям

b0yk(0) = d0y
′
k(0), (1.2)

(a1λk + b1)yk(1) = (c1λk + d1)y
′
k(1). (1.3)

Поскольку |b0| + |d0| 6= 0, из условия (1.2) следует, что при всех n,m = 0, 1, . . .
справедливо равенство

yn(0)y′m(0) − y′n(0)ym(0) = 0. (1.4)

Случай c1 6= 0. Пусть λn 6= − d1

c1
и λm 6= − d1

c1
. Тогда из условия (1.3)

следует, что

yn(1)y′m(1) − y′n(1)ym(1) = − σ(λn − λm)yn(1)ym(1)

(c1λn + d1)(c1λm + d1)
. (1.5)

Предположим, что λN+1 = − d1

c1
. Тогда в силу (1.3) имеет место равенство

yN+1(1) = 0. Отсюда при m 6= N + 1 (m = 0, 1, . . . ) получим

yN+1(1)y′m(1) − y′N+1(1)ym(1) = −y′N+1(1)ym(1). (1.6)

Из сопоставления (1.1), (1.4)–(1.6) следует, что при m 6= n имеет место
соотношение

(yn, ym) =







− σyn(1)ym(1)
(c1λn+d1)(c1λm+d1)

, если λn 6= − d1

c1
, λm 6= − d1

c1
,

c1y
′

N+1(1)ym(1)

c1λm+d1
, если n = N + 1, λN+1 = − d1

c1
.

(1.7)

Пусть λN+1 6= − d1

c1
. Очевидно, что в этом случае λn 6= − d1

c1
при всех

n = 0, 1, . . . . Элементы системы {un(x)} (n = 0, 1, . . . ; n 6= k0) определим пред-
ставлением

un(x) =
yn(x) − (c1λk0

+d1)yn(1)

(c1λn+d1)yk0
(1) · yk0

(x)

‖yn‖2 +
σy2

n
(1)

(c1λn+d1)2

, (1.8)

где ‖f‖2 = (f, f). На основании равенства (1.7) легко можно проверить, что

(un, ym) = δn,m, (1.9)

где n,m = 0, 1 . . . ; n,m 6= k0 и δn,m — символ Кронекера.

Пусть λN+1 = − d1

c1
и k0 = N + 1. Элементы системы {un(x)} (n = 0, 1, . . . ;

n 6= N + 1) зададим следующим образом:

un(x) =
yn(x) + σyn(1)

c1(c1λn+d1)y′

N+1
(1) · yN+1(x)

‖yn‖2
+

σy2
n
(1)

(c1λn+d1)2

.

На основании равенства (1.7) и в этом случае легко можно убедиться в спра-
ведливости (1.9).

Пусть λN+1 = − d1

c1
и k0 6= N + 1. В этом случае элементы системы {un(x)}

(n = 0, 1, . . . ;n 6= k0) определим следующим образом: если n 6= N + 1, то un(x)
задается формулой (1.8); если n = N + 1, то

un(x) = uN+1(x) =
yN+1(x) +

c1(c1λk0
+d1)y

′

N+1(1)

σyk0
(1) · yk0

(x)

‖yN+1‖2 +
c2
1
y′

2

N+1
(1)

σ

.
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Случай c1 = 0. Используя формулы (1.1), (1.3) и (1.4), получим, что при
m 6= n имеет место равенство

(yn, ym) = −a1

d1
yn(1)ym(1). (1.10)

Элементы системы {un(x)} (n = 0, 1, . . . ;n 6= k0) определим представлением

un(x) =
yn(x) − yn(1)

yk0
(1)yk0

(x)

‖yn‖2
+

a1y2
n
(1)

d1

.

На основании равенства (1.10) опять же легко можно убедиться в справедливо-
сти равенства (1.9).

Теорема 1.1 доказана.

2. Базисность в L2(0, 1) системы собственных
функций краевой задачи (0.1)–(0.3)

Теорема 2.1. Пусть k0 — произвольное фиксированное целое неотрица-

тельное число. Тогда система {yn(x)} (n = 0, 1, . . . ;n 6= k0) образует безуслов-

ный базис в пространстве L2(0, 1).

Доказательство. В [8, следствия 3.6 и 5.4] доказано, что

λn = (π(n + ν))
2

+ O(1),

где

ν =



















− 1
2 , если c1 6= 0, d0 = 0;

−1, если c1 6= 0, d0 6= 0;

0, если c1 = 0, d0 = 0;

− 1
2 , если c1 = 0, d0 6= 0.

(2.1)

Отсюда при достаточно больших n легко следует формула
√

λn = π(n + ν) + O(1/n). (2.2)

Собственную функцию yn(x) при достаточно больших n будем искать в
виде

yn(x) = Pn ·
∣

∣

∣

∣

ϕ1(x,
√
λn) ϕ2(x,

√
λn)

U
(

ϕ1(x,
√
λn)

)

U(ϕ2(x,
√
λn))

∣

∣

∣

∣

,

где Pn =
√

2
2ib0

при d0 = 0, Pn =
√

2
2i
√
λnd0

при d0 6= 0, ϕj(x, µ) = exp(µωjx)(1 +

O(1/µ)) (j = 1, 2), ω1 = −ω2 = i (см. [13, с. 59]) и U(y(x)) = b0y(0) − d0y
′(0).

Отсюда с помощью (2.2) и (2.1) при достаточно больших n получим

yn(x) =























√
2 sin

(

n− 1
2

)

πx + O
(

1
n

)

, если c1 6= 0, d0 = 0;
√

2 cos(n− 1)πx + O
(

1
n

)

, если c1 6= 0, d0 6= 0;
√

2 sinnπx + O
(

1
n

)

, если c1 = 0, d0 = 0;
√

2 cos
(

n− 1
2

)

πx + O
(

1
n

)

, если c1 = 0, d0 6= 0.

(2.3)

Пусть c1 6= 0 и d0 = 0. Сравним систему {yn(x)} (n = 0, 1, . . . ; n 6= k0)

с известной системой {
√

2 sin(n − 1/2)πx} (n = 1, 2, . . . ), которая является ор-
тонормированным базисом пространства L2(0, 1). В силу (2.3) для достаточно
больших n справедливо неравенство

‖yn(x) −
√

2 sin(n− 1/2)πx‖ ≤ const ·n−1,
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откуда следует сходимость ряда

k0
∑

n=1

‖yn−1(x) −
√

2 sin(n− 1/2)πx‖2 +

∞
∑

n=k0+1

‖yn(x) −
√

2 sin(n− 1/2)πx‖2

(при k0 = 0 первая сумма отсутствует). Таким образом, система {yn(x)} (n =

0, 1, . . . ; n 6= k0) квадратично близка к системе {
√

2 sin(n−1/2)πx} (n = 1, 2, . . . ).
Так как система {yn(x)} (n = 0, 1, . . . ;n 6= k0) минимальна в пространстве
L2(0, 1), отсюда в рассматриваемом случае вытекает утверждение теоремы.

Остальные случаи рассматриваются совершенно аналогично. Теорема 2.1
доказана.
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