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ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

1996. Т . 32. .V» 1. С. 3 7 - 4 3 

УДК 517.984.5 

О НЕОБХОДИМЫХ И ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЯХ БАЗИСНОСТИ 
СИСТЕМ КОРНЕВЫХ ФУНКЦИЙ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНОГО ОПЕРАТОРА 

Н . Б . К Е Р И М О В 

Необходимые и д о с т а т о ч н ы е условия безусловной базисности (и бесселевости) в п р о с т р а н 
стве L 2 систем к о р н е в ы х ф у н к ц и й обыкновенного линейного , вообще говоря , несамосопряжен
ного д и ф ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а исследовались в р а б о т а х [ 1 — 6 ] . В ч а с т н о с т и , показано , 
ч т о известное условие " с у м м а е д и н и ц " я в л я е т с я необходимым условием безусловной базисно
с т и . 

В н а с т о я щ е й р а б о т е у д а л о с ь п о к а з а т ь , ч т о у п о м я н у т о е условие я в л я е т с я необходимым усло
вием б а з и с н о с т и на з а м к н у т о м и н т е р в а л е систем с о б с т в е н н ы х и п р и с о е д и н е н н ы х ф у н к ц и й диф
ф е р е н ц и а л ь н о г о о п е р а т о р а в т о р о г о п о р я д к а . 

1. Основные определения. Формулировка результатов. Н а п р о и з в о л ь н о м конечном 
и н т е р в а л е G в е щ е с т в е н н о й оси р а с с м о т р и м о п е р а т о р 

Lu(x) = и"(х) + q(x)u(x) (1 .1) 

с к о м п л е к с н о з н а ч н ы м п о т е н ц и а л о м q(x) € L\(G). Следуя р а б о т а м В . А . И л ь и н а [1,2], будем 
и с х о д и т ь из обобщенной т р а к т о в к и с о б с т в е н н ы х и присоединенных ф у н к ц и й ( С П Ф ) о п е р а т о р а 
(1 .1) , д о п у с к а ю щ е й р а с с м о т р е н и е совершенно п р о и з в о л ь н ы х к р а е в ы х условий . 

О б о з н а ч и м через 'D класс ф у н к ц и й , а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н ы х вместе со своими первыми 
п р о и з в о д н ы м и в з а м к н у т о м и н т е р в а л е G. Под собственной функцией о п е р а т о р а (1 .1) , от 
в е ч а ю щ е й комплексному собственному з н а ч е н и ю А, будем п о н и м а т ь л ю б у ю не р а в н у ю то 
ж д е с т в е н н о м у н у л ю ф у н к ц и ю уъ(х) G у д о в л е т в о р я ю щ у ю почти всюду в G у р а в н е н и ю 
Ly0{x) + Ауо(я) = 0 . 

А н а л о г и ч н о под присоединенной функцией этого о п е р а т о р а п о р я д к а га (га > 1 ) , о т в е ч а ю 
щей тому ж е собственному з н а ч е н и ю А и собственной ф у н к ц и и уо(х), будем п о н и м а т ь л ю б у ю 
к о м п л е к с н о з н а ч н у ю ф у н к ц и ю ут(х) £ 'D , у д о в л е т в о р я ю щ у ю почти всюду в G у р а в н е н и ю 
Ьут(х) + Хут(х) = ут-Х(х) . 

К а ж д о й собственной ф у н к ц и и м о ж е т с о о т в е т с т в о в а т ь одна или более присоединенных 
ф у н к ц и й , о т в е ч а ю щ и х т о м у ж е собственному з н а ч е н и ю . 

Р а с с м о т р и м п р о и з в о л ь н у ю систему {ип(х)} , с о с т о я щ у ю из п о н и м а е м ы х в у к а з а н н о м нами 
обобщенном смысле С П Ф о п е р а т о р а (1 .1 ) . П о т р е б у е м , ч т о б ы вместе с к а ж д о й присоединенной 
ф у н к ц и е й п о р я д к а гп > 1 э т а с и с т е м а с о д е р ж а л а т а к ж е с о о т в е т с т в у ю щ и е ей собственную 
ф у н к ц и ю и все п р и с о е д и н е н н ы е ф у н к ц и и п о р я д к а меньше га. Э т о о з н а ч а е т , ч т о к а ж д ы й 
элемент ип(х) с и с т е м ы {ип(х)} п р и н а д л е ж и т D и почти всюду в G у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю 

Lun(x) + Хпип(х) = # „ u n _ i ( x ) , (1.2) 

где число вп р а в н о л и б о н у л ю (в э т о м с л у ч а е н а з ы в а е м ип(х) собственной ф у н к ц и е й о п е р а т о р а 
L ) , л и б о единице (в э т о м с л у ч а е т р е б у е м , ч т о б ы А п = \ п _ х , и н а з ы в а е м ип(х) присоединенной 
функцией о п е р а т о р а L). 

Порядок присоединенной ф у н к ц и и ип(х) обозначим через га„ (если ип(х) — собственная 
ф у н к ц и я , т о с ч и т а е м , ч т о гап = 0 ) . 
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Х о р о ш о известно (см . , н а п р и м е р , [ 7, с. 306 ]) , ч т о если с и с т е м а {ип(х)} полна в L2(G) и 
м и н и м а л ь н а , т о с у щ е с т в у е т и п р и т о м е д и н с т в е н н а я с и с т е м а {vn(x)}, б и о р т о г о н а л ь н о сопря
ж е н н а я к {ип(х)} в L2(G). С и м в о л о м L* обозначим о п е р а т о р , ф о р м а л ь н о с о п р я ж е н н ы й к 
о п е р а т о р у L : L*v(x) = v"(x) + q(x)v(x). В д а л ь н е й ш е м н а р я д у с с о б с т в е н н ы м и з н а ч е н и я м и 
А п будем и с п о л ь з о в а т ь с п е к т р а л ь н ы й п а р а м е т р \хп - у/К, где у/гехр(гу?) = y/fexp(i(p/2) 
при — 7 Г / 2 < V? < 37г /2 . 

В р а б о т е [4] д о к а з а н о , ч т о при условии равномерной о г р а н и ч е н н о с т и д л и н ы любой цепочки 
корневых ф у н к ц и й о т с у т с т в и е конечных точек с г у щ е н и я п о с л е д о в а т е л ь н о с т и {р,п} я в л я е т с я 
необходимым условием б а з и с н о с т и в L2(G) с и с т е м ы {ип(х)}. С л е д о в а т е л ь н о , в э т о м слу
чае ч и с л а р,п м о ж н о з а н у м е р о в а т ь в порядке неубывания их а б с о л ю т н ы х в е л и ч и н с у ч е т о м 
к р а т н о с т и . 

С ф о р м у л и р у е м т е п е р ь основные р е з у л ь т а т ы н а с т о я щ е й р а б о т ы . 
О с н о в н а я т е о р е м а . Пусть {ип(х)} — произвольная полная в L2(G) и минимальная 

система, состоящая из СПФ оператора (1.1), и пусть выполнены следующие условия: 
1) существует целое неотрицательное число N0 такое, что для всех п > 1 справедливо 

rnn < N0 ; 
2) последовательность {\/лп\} является монотонно возрастающей; 
3) система {vn(x)} , биортогонально сопряженная к {ип(х)} в L2(G), состоит из СПФ 

оператора L* . 
Если \ип(х)} образует базис пространства L2(G), то существует постоянная С\ та

кая, что для любого /х > 0 

£ ^ C i - ( L 3 ) 
/*<l/*»l</*+i 

Т р е т ь е условие основной т е о р е м ы о з н а ч а е т , ч т о к а ж д а я ф у н к ц и я vn(x) п р и н а д л е ж и т Ъ и 
почти в с ю д у в G у д о в л е т в о р я е т у р а в н е н и ю 

L*vn(x) + \nvn(x) = 0nvn+x(x), 

где число вп р а в н о л и б о н у л ю (в э т о м с л у ч а е vn(x) н а з ы в а е м собственной ф у н к ц и е й опера
т о р а L*), либо единице ( т о г д а т р е б у е м , ч т о б ы А п = А п + 1 , и vn(x) н а з ы в а е м присоединенной 
ф у н к ц и е й о п е р а т о р а L*). Ч и с л о вп связано с введенным в ы ш е числом вп соотношением 

Т е о р е м а 1.1. Пусть {ип(х)} —произвольная полная в L2(G) и минимальная система, 
состоящая из СПФ оператора (1Л). Если выполняются условия 1) — 3) основной теоремы 
и система {vn(x)} полна в L2(G), то необходимым и достаточным условием базисности в 
L2(G) системы {ип(х)} является существование постоянных С0 , С\ и С2 , обеспечиваю
щих справедливость неравенств (1.3), 

\Imfin\ < С0 (для всех номеров п), ( 1 - 4 ) 

| |wnlU a (c ) | |vn |U a (G) < С2 (для всех номеров п). ( 1 . 5 ) 

Т е о р е м а 1.2. Пусть {ип(х)} —произвольная полная в L2(G) и минимальная система, 
состоящая из СПФ оператора (1.1). Пусть выполняются условия 1) — 3) основной теоремы 
и {vn(x)} полна в L2(G). Если {ип(х)} образует базис пространства L2(G), то она также 
образует безусловный базис этого пространства. 

Последние две т е о р е м ы я в л я ю т с я следствиями из основной т е о р е м ы н а с т о я щ е й р а б о т ы и 
т е о р е м 1 — 3 р а б о т ы [4]. 

З а м е ч а н и е 1.1. В т о р о е условие основной т е о р е м ы м о ж е т б ы т ь заменено л ю б ы м из сле

д у ю щ и х условий : 
2а) с у щ е с т в у е т н а т у р а л ь н о е число п 0 т а к о е , ч т о при всех п > щ с п р а в е д л и в о н е р а в е н с т в о 

K + i l > 1мп|; 
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26) с у щ е с т в у е т н а т у р а л ь н о е число щ т а к о е , ч т о при всех п > щ с п р а в е д л и в о неравенство 
R e / i n + 1 > R e ^ n . 

З а м е ч а н и е 1.2. С ф о р м у л и р о в а н н ы е в ы ш е р е з у л ь т а т ы легко переносятся на случай опе
р а т о р а 

Lu(x) = и"(х) + pi(x)u\x) + р2(х)и(х), 

где pi(x) а б с о л ю т н о н е п р е р ы в н а н а з а м к н у т о м и н т е р в а л е G и р2(х) £ L\(G) ( см. [1]). 
2 . Некоторые вспомогательные утверждения. Всюду в д а л ь н е й ш е м , не н а р у ш а я 

о б щ н о с т и , будем с ч и т а т ь , ч т о G = (0; 1 ) . Д л я п р о с т о т ы записи норму в п р о с т р а н с т в е L 2 ( 0 ; 1) 
будем о б о з н а ч а т ь через || • | | . К а к о б ы ч н о , ( / , 5 ) о з н а ч а е т с к а л я р н о е произведение в соответ 
с т в у ю щ е м г и л ь б е р т о в о м п р о с т р а н с т в е . Везде под С (с индексом) будем п о н и м а т ь п о л о ж и т е л ь 
ную п о с т о я н н у ю , кроме т о г о , 0 ( 1 ) будет о з н а ч а т ь о г р а н и ч е н н у ю ф у н к ц и ю (не о б я з а т е л ь н о 
одну и т у же) своих а р г у м е н т о в . 

Л е м м а 2 . 1 . Пусть {ип(х)} — произвольная система, состоящая из СПФ оператора 
(1.1), и пусть имеет место (1.4)- Тогда при x,t,x + t £ [0; 1] и рп , удовлетворяющих 
условию \(in\ > I, справедливо представление 

ип(х + t) = un(t) со$рпх + p,~xv!n(t) s'm/ЛпХ + (x + | / л я Г 1 ) | | м п | | 0 ( 1 ) . (2.1) 

Д о к а з а т е л ь с т в о . У м н о ж и в обе ч а с т и р а в е н с т в а 

< ( ( + 0 + ?(£ + *К(£ + 0 + vlun(t + 0 = « n « n . i ( f + О 

на ф у н к ц и ю s in / i n ( f — ж), п р о и н т е г р и р о в а в полученное т о ж д е с т в о по £ € [0;х] и п р и м е н и в 
х 

ф о р м у л у и н т е г р и р о в а н и я по ч а с т я м к и н т е г р а л у /' и"(£ + t)smiMn(£ - x)d£ , после несложных 
о 

в ы к л а д о к п о л у ч и м 

х 

un(x + t) - u n ( 0 c o s / * n z + /x~1u'„(«)sin finx + (i~l J[6nun-i(Z + t)-q(£ + t)un({ + t)] s i n a ; 
(2.2) 

В р а б о т е [8] (см . т а к ж е [9]), в ч а с т н о с т и , д о к а з а н ы оценки 

m a x |<и п (я) | < С з Ы , m a x К ( ж ) | < С 4 Ы 1 К 1 1 , (2 .3) 

m a x \впип^{х)\ < Cb\tin\\\un\\. (2.4) 

С л е д о в а т е л ь н о , последний член в представлении (2.2) равен (х + | M n | ~ l ) | h n | | 0 ( l ) . Л е м м а 
д о к а з а н а . 

Л е м м а 2.2. Пусть /х > 1 , 0 < h < 1 , у, у + h £ [0; 1] и Q = {А : ReA > 0, | 1 т Л | < С 0 , 
Р< |Л | < р + 1} . Тогда для всех Л £ Q справедливы равенства 

у + л 

2 У cos Axcosfi(x - y)dx = h cos Ay + ( / i 2 + ^ ~ г ) 0 ( 1 ) , (2.5) 

2 У s inAa ;cos /x (z - y)dx = Л sin Ay + (Л 2 + / х - 1 ) 0 ( 1 ) . (2.6) 
у 

Д о к а з а т е л ь с т в о . П у с т ь z — любое комплексное число . Б у д е м и с п о л ь з о в а т ь легко 
д о к а з у е м ы е н е р а в е н с т в а 

| s i n z | < 2 e x p ( | I n u | ) , | cos < 2ехр( | 1игг | ) , (2 .7) 
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| s i n z | < 4 | z | e x p ( | I n w | ) , ( 2 . 8 ) 

| | г | - z\ < 2 | l m z | (Kez > 0 ) . (2.9) 

Поскольку | 1 т ( Л + /х)| = | 1 т ( Л - /х)| = | 1 т Л | < C 0 и 0 < h < 1 , т о из оценок (2.7) и (2.9) 
следует 

s in(A + /x)ft = 0 ( l ) , cos(A + /x)/i = 0 ( l ) , (2.10) 

|Л - / х | < | | Л | - Л | + | | Л | - ^ | < 2 | 1 т Л | + 1 < 2 С 0 + 1 или , ч т о т о ж е самое , 

Л - р = 0 ( 1 ) . (2.11) 

К р о м е т о г о , о т м е т и м очевидное н е р а в е н с т в о 

( Л - Ь / х ) - 1 = / х - ! 0 ( 1 ) . (2.12) 

Из оценок (2 .8) и (2 .11) в ы т е к а е т 

s in(A - /х)х = (Л - /х)х е х р ( | 1 ш Л | х ) 0 ( 1 ) = х О ( 1 ) . (2.13) 

Т о г д а в силу (2 .10) , (2 .12) и (2 .13) имеем 

h h 

f / А , \ A s m ( A + /x)/i ~\гл(х\ f * / A I \ f 1 ~ cos(A + p)h _ Х ^ / 1 Ч j cos(A + /x)xdx = — ^ — = /л 0 ( 1 ) , / s m ( A + /х)х</х = ^ ~ - — ~ = /х 0 ( 1 ) , 

о ^ о ^ 

Л Л Л h 

J s i n 2 ^ ~^'Xdx = 0 ( 1 ) У x 2 d x = Л 3 0 ( 1 ) , у s in(A - /x)xdx = 0 ( 1 ) j xdx = / i 2 0 ( l ) . 
0 0 0 0 

Т а к и м о б р а з о м , 

h h h 

E\ = 2 J cos Ax cos /xxdx = j cos(A - p)xdx + J cos(A 4- p)xdx = ft— 
о о 0 

- 2 У s i n 2 ^ - ^ ^ d x + / ^ 0 ( 1 ) = Л + ( Л 3 + / х ~ ! ) 0 ( 1 ) , ^ 2 = 2 ^ sin Ax cos/ixdx = (h2 + / x ~ j ) 0 ( l ) . 

о 0 

Используя последние д в а р а в е н с т в а , о к о н ч а т е л ь н о п о л у ч и м 

y+h h 

2J cos Ax cos /x(x — y ) d x ~ 2 ^ c o s Л ( х + y) cos \ixdx = JE?I COS Ay — £ 2 sin Ay = h cos A y + ( / г 2 + / x ~ 1 ) 0 (1 ) . 
у о 

При выводе этого р а в е н с т в а у ч и т ы в а ю т с я оценки cos Лу = 0 ( 1 ) , sin Ay = 0 ( 1 ) . Р а в е н с т в о (2.5) 
доказано , с п р а в е д л и в о с т ь (2 .6) у с т а н а в л и в а е т с я совершенно а н а л о г и ч н о . 

Л е м м а 2 .3 . Пусть {гх п (х )} — произвольная система, состоящая из СПФ оператора 
(1.1). Тогда при /х > 1 , 0 < у < h, 0 < г < 1 , 0 < y + r < y + r + h < l для всех /х п g Q 
(Q — множество, введенное в формулировке леммы 2.2) имеет место равенство 

j un(t)e^(t)dt = hun(y + r) + (h2 + fi-l)\\un\\0(l), (2 .14) 

где 
в»>к(Л = / 2 c o s M < - У - r) nPu te[y + r;y + r + h], 

«•Л > X 0 при te[y + r\y + r + h]. 

40 

file:///ixdx


Д о к а з а т е л ь с т в о . У ч и т ы в а я определение функции и п р е д с т а в л е н и е (2 .1) , пре
образуем л е в у ю ч а с т ь (2 .14) : 

1 у + г + Л V + h 

J un{t)9^;(t)dt = 2 J un{t) cos p{t - у - r)dt = 2 J u n ( z + r ) c o s / x ( x - y ) d z = 
0 y + r У 

y + h У + h У + Л 

= 2 u n ( r ) У cospnx cosp(x-y)dx + 2p-^,

n(r)Jsh\pnx cosp(x-y)dx +2 j(x + \pn\"l)dx\\un\\0(l). 

у у У 

О т с ю д а и из (2 .5 ) , (2 .6) в ы т е к а е т 

J un(t)etf(t)dt = Цип(г)соьцпу + М - Ч ( г ) 8 И 1 / * » У ) + ( f e 2 + / * _ 1 ) 1 К 1 | 0 ( 1 ) . (2 .15) 
О 

О т м е т и м , ч т о при получении (2 .15) необходимо т а к ж е у ч е с т ь оценки (2 .3 ) . 
У т в е р ж д е н и е л е м м ы 2.3 следует из сопоставления (2 .15) и (2 .1 ) . 
Л е м м а 2.4. Если последовательности {<Рк}Т н {^*}?° с элементами из гильбертова 

пространства Я биортогональны и {у>к}Т* образует базис пространства Я , то суще
ствует постоянная С такая, что для всех f , g 6 Я и натуральных чисел I и р (I < р) 

р 

справедливо неравенство \ £ (/,фк)(<Рк,д)\ < C\\f\\H\\g\\H • 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Любой в е к т о р / € Я р а з л а г а е т с я в сходящийся по норме р я д / = 
оо оо 

= YL{f^k)V>k , и > с т а л о б ы т ь , д л я любого д € Я числовой р я д ( / , # ) = £ ( / > ) ( ¥ > * > f f ) с х о " 

д и т с я . 
m 

П о л о ж и м Пт(/,д) = £(/,^*)(¥>*,0) ( m = 1 , 2 , . . . ) , ПГГ1(/,<gr) я в л я е т с я б и л и н е й н ы м функ-

ционалом, и, кроме т о г о , при л ю б ы х € Я с у щ е с т в у е т конечный предел lim n m ( / , j r ) = 

= ( / > # ) • С л е д о в а т е л ь н о , с у щ е с т в у е т постоянная С т а к а я , ч т о д л я всех / , # € Я и га =• 

= 1 , 2 , . . . имеет м е с т о н е р а в е н с т в о |ft m(/>flOl < C"||/||#||<jr||# ( см. д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы 2 из 
[10 ,с .99] ) . О т с ю д а с л е д у е т , ч т о д л я всех / , д € Я | £ ( / > Vb)(Wbfl) | = | П Р ( / , ^ ) — (/ ,дг) | < 

< + < 2С'||/||я||̂ ||я • 
3. Доказательство основной теоремы. В р а б о т е [4] доказано , ч т о если с и с т е м а {гг п (х )} 

о б р а з у е т базис п р о с т р а н с т в а Ь2(0\ 1) и в ы п о л н я ю т с я условия 1) и 3) основной т е о р е м ы , т о по
с л е д о в а т е л ь н о с т ь {рп} н е имеет конечных точек с г у щ е н и я и у д о в л е т в о р я е т с я условие т и п а 
К а р л е м а н а | l m / x n | < С0 (п ~ 1 , 2 , . . . ) . О т с ю д а и из определения чисел рп следует , ч т о по
с л е д о в а т е л ь н о с т ь { | / i n |} т а к ж е не имеет конечных точек с г у щ е н и я . С л е д о в а т е л ь н о , у ч и т ы в а я 
второе условие основной т е о р е м ы , приходим к выводу : с у щ е с т в у е т н а т у р а л ь н о е число щ т а 
кое, ч т о при всех п > щ и м е ю т место н е р а в е н с т в а \рп\ > 1, Керп > 0. 

П у с т ь N > 1 + \/ТМпГГ — некоторое н а т у р а л ь н о е число (точное значение которого определим 
позже) , /i > iV 2 и 0 < у < 1/N . П о л о ж и м 0y,h(typ) = tfiftit) (* = 0 , 1 , . . . , N - 2 ) . 
Непосредственное в ы ч и с л е н и е п о к а з ы в а е т , ч т о 

1 

j 02

Vik{t,n)dt<AN-1 (А = 0 , 1 , . . . , Л - 2 ) . (3 .1) 
о 

Из л е м м ы 2.3 с л е д у е т , ч т о при р < \рп\ < Р + 1 и к = 0 , 1 , . . . , N - 2 

1 

К Л , * ) = / un(t)eytk(t,n)dt = N-lun(y + k/N) + (N~2 + M - 1 ) | | U „ | | 0 ( 1 ) . 
0 

О т с ю д а и из условия р > iV 2 з а к л ю ч а е м , ч т о при р < \рп\ < р + 1 и А = 0 , 1 , . . . , - 2 
с п р а в е д л и в о 

. (un,9y,k) = N-]un(y + k/N) + N-2\\un\\0(l). (3 .2) 
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А н а л о г и ч н о е р а в е н с т в о при т е х ж е условиях и м е е т место и для ф у н к ц и й б и о р т о г о н а л ь н о со
п р я ж е н н о й с и с т е м ы {vn(x)}: 

= N-Xvn(y + k/N) + i V - 2 | | t ; n | | 0 ( l ) . (3.3) 

Поскольку {un(x)} — базис п р о с т р а н с т в а L 2 ( 0 ; 1 ) , a {vn(x)} — б и о р т о г о н а л ь н о с о п р я ж е н н а я 
с и с т е м а , т о (см . , н а п р и м е р , [ И , с. 370]) 

sup | | t t m | | | | v m | | оо. (3.4) 
m 

П р и н и м а я во в н и м а н и е п е р в у ю оценку из (2 .3) и а н а л о г и ч н у ю оценку m a x | t > n ( s ) | < C 4 l v n | | 5 

0<а?<1 
из р а в е н с т в (3 .2) — (3 .4) п о л у ч и м , ч т о при р < \рп\ < Р + ^ и & = 0 , 1 , . . . , А Г - 2 с п р а в е д л и в о 
р а в е н с т в о 

(*nJv№,k,vn) = N~2un(y + k/N)vn(y + к/N) + N~30(l). (3 .5) 

П у с т ь l(p) = m i n { n : \pn\ > p) и p(p) = m a x { n : | / i n | < /i + 1} . Т а к как последователь 
н о с т ь { |^ n | } м о н о т о н н о в о з р а с т а е т , т о в силу л е м м ы 2.4 и оценки (3 .1) имеем 

р(м) 
Д<|Мп|<М+] П = !(/х) 

Р(М) Л 

Е ( ^ Л Л ( ' * . ь * » ) 1 = I Е К Л , * ) ( ^ | > п ) | < С 8 у < 4CsN~\ (3.6) 

или в силу (3 .5) |АГ~ 2 £ г* п(у + k/N)vn(y + */ЛГ) + T V ~ 3 0 ( 1 ) £ 1 | < 4 С 8 Л М . 
^<Ып|<^ + 1 М<|/«п|<|*+1 

У ч и т ы в а я п о с л е д н ю ю оценку , при р > N2, 0 < j / < Af""1 и & ~ О , 1 , . . . , TV — 2 имеем 

| Е ^(У + */JVK(y + I < C9(N + TV" 1 Е О-. 
M<!Mn!</i+i /*<№»l</*+i 

С л е д о в а т е л ь н о , 

I £ / u „ ( j , + * / Д г > „ ( » + k/N)dy\ < C 9 ( l + / V - 2 ^ О , 
M<l^nl<M+l 0 Л"<1^т.|<^+1 

где ц> N2 и = 0 , 1 , . . . , - 2 . О т с ю д а , у ч и т ы в а я , ч т о 

l/N (k+l)/N 

j un(y + k/N)Vn(y + k/N)dy = J un{ty^(t)dt, 
k/N 

п о л у ч и м оценку 

£ / un(t)^(i)dt\<C9(l + N-2 £ O- (3-7) 
Я<|м«|<»*+1 Jb/лг /<<Ы«1<Л + 1 

С о г л а с н о (2 .3 ) , (3 .4) имеем / un(t)vn(t)dt = N^OH). П о э т о м у 
1-1/ЛГ 

1 лг_2 (* + 0 / W 1 

1 = (Un,vn) = У «П(0̂ (0Л = Е / «n(«K(«)A+ / un(t)vn{t)dt = 
О * = 0 */ЛГ 1-1/ЛГ 

л , _ 2 (*+1)/лг 
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О т с ю д а в ы т е к а е т , ч т о 

* = 0 ^ < | / i n | < M + l ^ 

/ V - 2 

< С 9 ЕС1 + ̂ "2ВД) + Cl0N~lK(ti) < C9N + CUN-xK{p). 

Т а к и м о б р а з о м , д о к а з а л и , ч т о при всех р> N2 имеет место оценка (1 — C\\N~l)K{p) < CdN . 
П о л о ж и м TV = Nx = m a x { 2 ( l + [ С ц ] ) , 2 + M /vJ]}, где к в а д р а т н а я скобка о з н а ч а е т целую 
ч а с т ь ч и с л а . О т с ю д а и из последнего н е р а в е н с т в а следует , ч т о при р > /i0 = Nf справедливо 
н е р а в е н с т в о К(р) < 2CQN\, т . е . 

Е 1 < 2 С 9 ^ = С 1 2 . (3 .8) 

Поскольку п о с л е д о в а т е л ь н о с т ь {|/х п |} не имеет конечных точек с г у щ е н и я , т о £ 1 < С\з • 

С л е д о в а т е л ь н о , при 0 < р < р0 £ 1 < £ 1 < C i 3 . Из последнего н е р а в е н с т в а и (3.8) 

следует с п р а в е д л и в о с т ь (1 .3 ) , п р и ч е м С\ = C i 2 + С\з . Основная т е о р е м а д о к а з а н а . 
В з а к л ю ч е н и е о т м е т и м , ч т о а н а л о г и ч н ы е р е з у л ь т а т ы для почти н о р м и р о в а н н ы х систем 

корневых ф у н к ц и й п о л у ч е н ы в р а б о т е [12]. 
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N _ 2 (*+1)/ЛГ 

вд= Е 1 = Е Е / 

Используем последнее р а в е н с т в о и (3.7) д л я оценки К(р): 

/ V - 2 ( * + 1)/ЛГ 

ад < Е I Е / *»(0^№i + с 1 0 # - 1 а д < 


