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Статистические суммы трехмерных N = 2 суперсимметричных калибровоч-
ных теорий на различных многообразиях можно выразить через q-гипергеомет-
рические интегралы. Путем сравнения статистических сумм трехмерных зер-
кальных дуальных теорий выведены сложные интегральные тождества. В неко-
торых случаях эти тождества можно представить в виде пентагонных соотно-
шений. С помощью так называемого (3d-3d)-соответствия эти тождества часто
интерпретируются как движение Пахнера 3-2 для триангулированных много-
образий. Еще одним важным с точки зрения физических перспектив прило-
жением пентагонных тождеств является возможность их использования для
построения новых решений квантового уравнения Янга–Бакстера.
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1. ВВЕДЕНИЕ

В настоящей работе мы рассматриваем некоторые пентагонные соотношения, воз-
никающие при вычислениях в суперсимметричной калибровочной теории. Пента-
гонные тождества появляются во многих областях современной математической фи-
зики, таких как точно решаемые модели, двумерная конформная теория поля, ал-
гебры Хопфа, топологические теории поля, инварианты узлов и т. д. (например, см.
работы [1]–[3] и имеющиеся в них ссылки).

Вычисление статистической суммы суперсимметричных калибровочных теорий
на компактных многообразиях можно свести к матричным интегралам с помощью
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техники суперсимметричной локализации [4]. В случае трехмерных суперсиммет-
ричных калибровочных теорий эти матричные интегралы можно выразить через
q-гипергеометрические интегралы или суммы. Ключевым моментом является то,
что, изучая статистические суммы суперсимметричных дуальных теорий, можно
получить новые сложные тождества для специальных функций такого типа. В на-
стоящей работе рассмотрены такие тождества, а именно соотношения в виде пяти-
членов, или так называемые пентагонные соотношения.

Типичным примером пентагонного тождества, которое возникает из суперсим-
метричных калибровочных теорий, является равенство статистических сумм трех-
мерных N = 2 зеркальных дуальных теорий, имеющее следующий вид [3], [5]–[10]:∮

dµ BcBc = BcBcBc, (1)

где интеграл берется по калибровочной активности U(1), а Bc – вклад от кирального
мультиплета (или комбинация таких вкладов).

Следуя работе [11], назовем пентагонным тождеством соотношение, которое мож-
но интерпретировать как движение Пахнера 2-3 [12], [13] для триангулированных
3-многообразий. Здесь мы приводим некоторые примеры пентагонных соотношений,
имеющих отношение к суперсимметричным статистическим суммам на многообра-
зиях S3

b , S2 × S1 и RP2 × S1.
Пятичленные соотношения в суперсимметричных калибровочных теориях инте-

ресны со следующей точки зрения. Недавно было предложено соотношение, назван-
ное (3d-3d)-соответствием [6], [7] (также см. работы [14]–[16]) аналогично АГТ-соот-
ветствию [17]. Основная идея заключается в том, что 3-многообразие M3 можно
связать с трехмерной N = 2 суперсимметричной калибровочной теорией, которую
обозначим как T [M3], полученной из скрученной компактификации шестимерной
N = (2, 0) теории на 3-многообразии M3. Это соответствие переносит идеальную
триангуляцию 3-многообразия в зеркальную симметрию трехмерных суперсимет-
ричных теорий. Независимость соответствующего инварианта 3-многообразия от
выбора триангуляции отвечает равенству статистических сумм зеркальных дуаль-
ных теорий. В этом контексте тождество (1) содержит движение Пахнера 3-2 для
3-многообразия.

В настоящей работе дан обзор некоторых пентагонных тождеств, связанных с рас-
четами в суперсимметричных калибровочных теориях, а также приведено несколько
новых результатов. Важность пентагонных тождеств1) в математической физике
главным образом заключается в том, что их можно применить к интегрируемым
моделям, квантовым группам и теории узлов; это впервые было отмечено Фаддее-
вым [18], [19] и его коллегами [11], [20]–[23].

Настоящая статья имеет следующую структуру. В разделе 2 дан обзор техники
локализации, позволяющей точно вычислять статистические суммы суперсиммет-
ричных теорий. В разделе 3 мы напоминаем основные сведения о трехмерной зер-
кальной симметрии. В разделе 4 рассмотрены пентагонные тождества. В разделе 5
приведены некоторые заключительные замечания и сформулированы нерешенные
проблемы.

1)Заметим, что в работах Фаддеева пентагонное тождество относится к операторным уравне-
ниям, а не к интегральным соотношениям, которые используются в настоящей работе.
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2. ЛОКАЛИЗАЦИЯ

В этом разделе дан обзор основных идей суперсимметричной локализации2). По-
дробнее эта тема рассмотрена в оригинальной работе Пестуна [4] и в обзорных ста-
тьях [25]–[27].

В настоящей работе используются статистические суммы

ZM3 =
∫

Dφ e−S[φ], (2)

суперсимметричных калибровочных теорий на компактном многообразии3) M3, где
символ φ означает все поля теории. В качестве компактного многообразия рассмат-
риваются многообразия S3

b , S2×S1 и RP2×S1. Так называемая суперсимметричная
техника локализации [4] позволяет точно вычислить статистическую сумму (2) на
таких многообразиях. Основная идея суперсимметричной локализации заключается
в следующем4).

Предположим, что мы рассматриваем суперсимметричную калибровочную тео-
рию на многообразии M с фермионным оператором5) Q. Из суперсимметричной
инвариантности следует, что

QS = 0. (3)

Тогда интеграл по путям можно переписать в виде Z(t) =
∫

Dφe−S[φ]−tQV [φ], где
δQV = 0, V – некоторый функционал полей, а δQ – суперсимметричное преобразова-
ние, удовлетворяющее формуле (3). Можно показать, что если мера Q-инвариантна6),
то статистическая сумма Z не зависит от параметра t, а при больших t вклад в кон-
турный интеграл появляется только вблизи δQV [φ0] = 0: Z =

∫
Dφ0 e−S[φ0]Z1-loop[φ0].

3. ЗЕРКАЛЬНАЯ СИММЕТРИЯ

В этом разделе обсуждается зеркальная симметрия в трехмерных N = 2 супер-
симметричных калибровочных теориях. На ней мы в основном и сосредотачиваемся
при выводе пентагонных тождеств.

Трехмерная зеркальная симметрия впервые была введена для N = 4 суперсим-
метричных калибровочных теорий в работе [28] и была расширена до N = 2 ка-
либровочных теорий в работе [29]. Простейшим примером зеркальной симметрии
N = 2 является дуальность между суперсимметричной квантовой электродинами-
кой с одним ароматом и свободной теорией Весса–Зумино [28], [29], которые заданы
в УФ-области и перетекают в одну и ту же ИК-фиксированную точку.

1. Суперсимметричная N = 2 квантовая электродинамика имеет один аромат,
состоящий из двух киральных полей Q, Q̃ и одного векторного мультиплета V . Эта

2)Техника локализации имеет долгую историю в топологической теории поля. Ее частным
примером является инстантонный вклад, вычисленный с помощью омега-деформации [24].

3)Чтобы сделать контурный интеграл корректно определенным, нужно рассмотреть компактное
пространство, которое обеспечивает инфракрасное обрезание.

4)Заметим, что в трехмерном случае суперсимметричная локализация технически проще, по-
скольку отсутствуют инстантонные поправки. Даже сумма по монопольным зарядам на S2 × S1

проще суммы по инстантонам в S4.
5)Это некоторая линейная комбинация суперзарядов.
6)Это означает, что суперсимметрия не нарушена в вакууме.
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теория обладает дополнительными глобальными U(1)-симметриями: одна из них,
U(1)J -симметрия, топологическая, а другая, U(1)A-симметрия, является симметри-
ей аромата (см. табл. 1).

Таблица 1. Заряды в суперсимметричной квантовой электродинамике.

U(1) U(1)J U(1)A

Q 1 0 1

Q̃ −1 0 1

2. Зеркальная теория, свободная модель Весса–Зумино7), является теорией, со-
держащей три киральных поля q, q̃ и S, которые взаимодействуют посредством
трилинейного суперпотенциала W = q̃Sq. В этой теории есть две глобальные U(1)-
симметрии, названные U(1)V- и U(1)A-симметриями [30] (см. табл. 2).

Таблица 2. Заряды в свободной теории Весса–Зумино.

U(1)V U(1)A

q 1 −1

q̃ −1 −1

S 0 2

В рамках зеркальной симметрии можно также отождествить U(1)J - и U(1)A-сим-
метрии симметричной квантовой электродинамики с U(1)V - и U(1)A-симметриями
модели Весса–Зумино соответственно.

4. ПЕНТАГОННЫЕ ТОЖДЕСТВА

Поскольку теории, рассмотренные в предыдущем разделе, являются зеркально
дуальными друг другу, суперсимметричные статистические суммы должны совпа-
дать. В статистическую сумму суперсимметричной квантовой электродинамики,
которая обсуждалась выше, вносят вклад два кварка, а статистическая сумма зер-
кального партнера, теории Весса–Зумино, содержит вклады от одного мезона и двух
синглетов.

Рассмотрим сначала трехмерную статистическую сумму на сплющенной сфе-
ре8) S3

b . Статистическую сумму на сплющенной сфере можно записать в виде гипер-
болических гипергеометрических функций. Зеркальная дуальность дает следующее

7)В литературе эта теория часто называется XY Z-моделью.
8)Трехмерная сферическая статистическая сумма впервые изучалась в работе [31] для N > 2.

Обобщение на случай N = 2 сделано в статье [32], для круглой сферы – в статье [33] и для
сплющенной сферы – в работе [34].
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пентагонное тождество9) [6]:∫
sb(y − z)sb(y + z) dz = sb

(
2y − iQ

2

)
sb

(
iQ

2
− y

)
sb

(
iQ

2
− y

)
, (4)

где левая часть является статистической суммой суперсимметричной квантовой элек-
тродинамики, а правая – статистической суммой дуальной теории. Здесь функция
двойного синуса10) определяется по формуле

sb(x) = e−iπx2/2
∞∏

j=1

1 + e2πbx+2πib2(j−1/2)

1 + e2πb−1x+2πib−2(1/2−j)
.

Пентагонное тождество (4) хорошо известно в литературе и появляется в различных
областях, главным образом – в теории Лиувилля.

Далее рассмотрим статистическую сумму S2×S1. Статистическую сумму можно
вычислить с помощью техники локализации, приводящей к матричному интегралу
в терминах основных гипергеометрических функций. Зеркальная симметрия при-
водит к следующему тождеству для статистических сумм11):

∑
s∈Z

∮
dz

2πiz
(−w)szn−s (zα−1q(m+s)/2+3/4; q)∞

(z−1αq(m+s)/2+1/4; q)∞

(zα−1q(m−s)/2+3/4; q)∞
(zαq(m−s)/2+1/4; q)∞

=

= (−w)n (αwq(m+n)/2+3/4; q)∞
(α−1w−1q(m−n)/2+1/4; q)∞

(αwq(m−n)/2+3/4; q)∞(α−2qm+1/2; q)∞
(α−1wq(m+n)/2+1/4; q)∞(α2qm+1/2; q)∞

, (5)

где α и m означают активность и заряд монополя для аксиальной U(1)A-симметрии,
ω и n означают соответственно активность и заряд монополя для топологической
U(1)J-симметрии. Активность z и дискретный параметр s обозначают магнитный
заряд, соответствующий калибровочной группе U(1).

Пусть функция B(m; q, z) такова, что B(m, z) = (zqm/2+1/2; q)∞/(z−1qm/2; q)∞.
Тогда интегральное тождество (5) можно записать в виде пентагонного тождества
[8], [9], [30], [38]

∑
s∈Z

∮
dz

2πiz
(−w)szn−sB(m− s, zα−1q1/4)B(m + s, z−1α−1q1/4) =

= (−w)nB(m + n, wαq1/4)B(m− n, w−1αq1/4)B
(

m +
1
2
, α−2q1/4

)
.

Еще один простой, но более интересный пример пентагонного тождества возника-
ет из равенства статистических сумм в многообразии RP2×S1. Согласно зеркальной

9)Заметим, что равенство статистических сумм остается верным для произвольного R-заряда
кварка в ИК-фиксированной точке, поэтому ее не нужно конкретизировать.

10)Функция двойного синуса является вариантом некомпактного квантового дилогарифма Фад-
деева [18]. Существуют различные обозначения и модификации для этой функции, соотношения
между некоторыми из них можно найти в работах [35]–[37].

11)Это тождество сначала было доказано для случая m = 0 [30].
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симметрии имеем следующее интегральное тождество [39]–[41]:

q1/8 (q2; q2)∞
(q; q2)∞

∮
C0

dz

2πiz
zs

1∑
m=0

a−1/2+mq−1/4+m/2 (z−1aq1+m; q2)∞(zaq1+m; q2)∞
(za−1qm; q2)∞(z−1a−1qm; q2)∞

=

= q−1/8a−1/2−|s̃| (a
−1q1/2+|s̃|; q2)∞

(aq1/2+|s̃|; q2)∞

(a−1q3/2+|s̃|; q2)∞
(aq3/2+|s̃|; q2)∞

(a2q; q2)∞
(a−2; q2)∞

.

Вводя функции B(z, m; q2) = z−1/4+m/2q−1/8+m/4(zqm+1; q2)∞/(z−1qm; q2)∞, нахо-
дим нетривиальное пентагонное соотношение

(q2; q2)∞
(q; q2)∞

∮
C0

dz

2πiz
zs

1∑
m=0

B(z−1a, m; q2)B(za, m; q2) =

= B(a−1q−1/2, |s̃|; q2)B(a−1q−1/2, |s̃|+ 1; q2)B(a2, 0; q2).

4.1. Другие пентагонные тождества. Приведем некоторые другие примеры
пентагонных тождеств, полученных из расчетов в суперсимметричной калибровоч-
ной теории. Эти интегральные пентагонные тождества рассмотрены в [5], [8], [9].

Чтобы получить пентагонное тождество, рассмотрим следующую дуальность.
Первой теорией является трехмерная N = 2 суперсимметричная теория поля с ка-
либровочной симметрией U(1) и группой ароматов SU(3) × SU(3), половина ки-
ральных полей действует в фундаментальном представлении калибровочной груп-
пы, а другая половина – в антифундаментальном представлении. Дуальная ей тео-
рия имеет девять киральных мультиплетов без калибровочных степеней свободы.
Суперсимметричная дуальность приводит к интегральному тождеству для гипербо-
лических гипергеометрических функций [5], [42], [43]

∫
du

3∏
i=1

sb

(
iQ

2
+ ai + u

)
sb

(
iQ

2
+ bi − u

)
=

3∏
i,j=1

sb

(
iQ

2
+ ai + bj

)
(6)

с условием балансировки
∑3

i=1(ai + bi) = −iQ. Введем следующую функцию:

B(x, y) =
sb(x + iQ/2)sb(y + iQ/2)

sb(x + y + iQ/2)
.

Тогда из выражения (6) легко понять, что функция B(x, y) удовлетворяет пентагон-
ному тождеству [5]

∫ i∞

−i∞

3∏
i=1

B(ai − u, bi + u) du = B(a2 + b1, a3 + b2)B(a1 + b2, a3 + b1).

Можно выписать похожее пентагонное соотношение в терминах основных гипер-
геометрических функций. Для этого рассмотрим статистические суммы S2×S1 для
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упомянутых дуальных теорий. В результате получаем формулу [9]∑
m∈Z

∮
dz

2πiz
(−q)1/2

∑3
i=1(|mi+m|/2+|ni−m|/2)z−

∑3
i=1(|mi+m|/2−|ni−m|/2) ×

×
3∏

i=1

a
−|mi+m|/2
i b

−|ni−m|/2
i

(q1+|mi+m|/2(aiz)−1; q)∞
(q|mi+m|/2aiz; q)∞

(q1+|ni−m|/2z/bi; q)∞
q|ni−m|/2(bi/z; q)∞

=

= (−q)1/2
∑3

i,j=1 |mi+nj |/2
3∏

i,j=1

(aibj)−|mi+nj |/2 (q1+|mi+nj |/2(aibj)−1; q)∞
(q|mi+nj |/2aibj ; q)∞

(7)

с условиями балансировки
∏3

i=1 ai =
∏3

i=1 bi = q1/2 и
∑3

i=1 ni =
∑3

i=1 mi = 0. Вновь
вводя функции

Bm[a, n; b, m] = (−q)|n|/4+|m|/4−|m+n|/4a−|n|/2b−|m|/2(ab)|n+m|/2 ×

× (q1+|n|/2a−1; q)∞
(q|n|/2a; q)∞

(q1+|m|/2b−1; q)∞
(q|m|/2b; q)∞

(q|n+m|/2ab; q)∞
(q1+|n+m|/2(ab)−1; q)∞

,

получаем интегральное пентагонное тождество в терминах B:

∑
m∈Z

∮
dz

2πiz

3∏
i=1

B[aiz, ni + m; biz
−1, mi −m] =

= B[a1b2, n1 + m2; a3b1; n3 + m1]B[a2b1, n2 + m1; a3b2, n3 + m2].

5. ЗАКЛЮЧИТЕЛЬНЫЕ ЗАМЕЧАНИЯ

В настоящей работе мы рассмотрели интегральные пентагонные тождества, ко-
торые появляются из расчетов в суперсимметричной калибровочной теории. Мы
сосредоточились на примерах суперсимметричных дуальных теорий на различных
многообразиях, статистические суммы которых можно представить в виде основных
или гиперболических гипергеометрических интегралов.

Предполагается, что интегральные пентагонные тождества для статистических
сумм многообразий RP2×S1 соотносятся с некоторым инвариантом соответствующе-
го 3-многообразия с помощью (3d-3d)-соответствия, которое связывает трехмерные
N = 2 суперсимметричные теории и триангулированные 3-многообразия. В связи
с этим было бы интересно найти интерпретацию пентагонного тождества в терминах
движения Пахнера 3-2 для соответствующего 3-многообразия.

Тождества в терминах гиперболических гипергеометрических функций соответ-
ствуют инвариантам узлов [35], [44], которые также связаны с объемами гиперболи-
ческих 3-многообразий [45] (также см. статью [46]). Было бы интересно установить
соответствие между инвариантами узлов (например, с инвариантом Хиками) и пред-
ставленными здесь результатами.

Наконец, упомянем интересную связь пентагонных тождеств с интегрируемыми
моделями: тождества (6) и (7) можно представить в виде уравнения Янга–Бакстера
(например, см. работы [35], [36], [47], [48]). Было бы интересно исследовать и рас-
ширить понимание этих соответствий.
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