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GIRIS

XX asrin ikinci yarisini elm va texniki toraqqgi, rabito vo
informasiya kommunikasiyasinin stiratli inkisafi vo burada
kristallarin genis tatbiqi ilo saciyyslondirmok olar. Tatbiq olu-
nan kristallar arasinda elektrokristallar moarkazi mévqe tuturlar.
Onlar1 6z xassa Vo strukturlarina gora piroelektriklor, pyezo-
elektriklor, segnetoelektriklor vo sairo kimi névloro ayirirlar.
Piroelektrik kristallar istilik enerjisini elektrik enerjisino vo
torsino gevirirlor, pyezoelektrik kristallar elektrik sahasinin
tosiri ilo deformasiyaya ugrayirlar vo mexaniki tosir iso onlarda
elektrik polyarlagsmasina sobob olur. Piroelektriklora sokor vo
turmalini, pyezoelektrikloro kvarsi misal gostormok olar. Pye-
zoelektrik kristallar sas vo ultrases dalgalarini giialandirmaq va
goabul etmak xassasino malikdirlar. Masalon, kvarsdan diizaldil-
mis nazik l6vhoni radiogeviricinin rags konturunun elektrik
sahasinds vibrasiya etmoys macbur etmoaklo verma va gobul
etmo tezliklorini idaro etmok olur. Bu sobobdon onlar radio-
stansiyalarda siialanma tezliklorinin tonzimloyicisi yiiksok tez-
lik diapazonlarinin mohdudlasdirilmasinda, aktiv 6l¢ii cihaz-
larinin hazirlanmasinda va S. totbiq olunurlar. Séziigedan Kris-
tallar lazer siialarinin idars olunmasinda, onlarin intensivlik-
larinin modullasdiriimasinda, giicli elektrik impulslarinin alda
edilmasinds, harmonikalarin generasiyasinda vo s. do tatbiq
olunurlar. Bu baximdan radioelektronika da haqqinda danisdi-
gimiz kristallarsiz kegina bilmir.

Seqnetoelektriklar (masslon, seqnet duzlari, barium titanat,
kalium hidrofosfat) 6z-6ziina (spontan) polyarlasma xassasino
malikdirlor. Onlardan ki¢ik 6l¢iilii, lakin boyiik tutuma malik



kondensatorlar hazirlamaq miimkiindiir. Onlardan hom do
hassas 6l¢ii cihazlarinin hazirlanmasinda istifads olunur.

Elektronikada inqilab yaratmis yarimkegirici cihazlar da
kristallik maddoalor olan kremnium vo germaniumdan hazirla-
nirlar. Yarimkegirici diodlar kompyuter va rabite sistemlarinds
totbiq olunurlar, tranzistorlar, radiotexnikada elektron lampa-
larin1 ovoz edirlor, orbital aparatlarin xarici sathina borkidilmis
gilinos batareyalar1 giinos enerjisini elektrik enerjisino ¢evirib
aparatin elektrik avadanliglarini tachiz edirlor.

Elektrokristallarin xassalorinin 6yranilmasi iso kristallogra-
fiya ilo birbasa olagodardir. Bu sabobdondir ki, tagdim olunan
bu kitabin birinci hissasi «Miixtasar Kkristallografiya» adlan-
dirllmis vo burada kristallarin yaranmasi, qurulusu va bu quru-
lusa uygun onlarin simmetriya vo antisimmetriya xassolori,
simmetriya elementlori, simmetriya qruplar, siniflori vo s. hag-
ginda kifayat godor sahih molumat verilir. Horgondi fikrimizca
pyezokeramikani dyronmak ti¢iin bu moalumatlar yetorlidir, la-
kin kristallar hagqinda bu molumatlarin tam dolgunlugunu
iddia etmok fikrinds deyilik.

Yarimkegiricilor doyigon Caroyanin sabit coroyana gevril-
masinado da istifads olunurlar.

Bozi kristallar isig dalgalarini modullasdira bilirlor. Ona
gora do onlardan gecogérmo cihazlarinin hazirlanmasinda
istifado olunur. Bazi kristallar iso garginlik sahasine diisdiikdo
isiq sacirlar. Belo kristallardan iss isiq signalizasiya sistem-
larinda istifads olunur.

Kristallarin dorindon &yronilmasi tobii goraitdo yaranmis
kristallarla eyni kimyavi, fiziki, optik va s. xassalora malik olan
kristallarin, hotta tocriibado oxsart olmayan kristallarin alda
edilmasina gotirib ¢ixarir. MasSalon, siini rubinin, sapfirin,
almazin oldo edilmosi buna misal ola bilor. Siini kristallarin
yaradilmasi texnologiyasi isa 6z ndvbasinds avvalcadan nazar-
do tutulmus xassalors malik kristallarin yaradilmas: metodlari-
nin axtarisina tokan verdi. Bu axtarislar natica etibari ilo pyezo-



keramikanin oldo edilmasino gotirdi. Pyezokeramika kristallik
qurulusa malik miixtolif maddslorin mogsadyonlii qarisigindan,
daha dogrusu sintezindon ibarst polyarlagsmis seqnetoelektrik-
lordon ibaratdirlor ki, onlardan da pyezoelektrik geviricilorin
hazirlanmasinda istifads olunur.

Pyezokeramikanin osas istiinliiyii ondan istonilon konfi-
qurasiyaya malik cihaz hissalorinin asanligla hazirlana bilmo-
sindadir. Pyezokeramik miihitin anizotroplugu pyezoelektrik
teksturlarin meydana gotirilmasi hesabina oldo edilir. Pyezo-
elektriklorin hazirlanmasinda komponentlorin izomorfluguna
diggot yetirmoklo bir nego komponentin miixtalif nisbatlords
qarigdirilmasi ilo lazim olan optimal xassoys malik material
oldo edilir. Pyezokeramika hidroakustikada genis diapozonlu
tezliklords ultrases dalgalarin siialandiricilarinin hazirlanma-
sinda, defektoskoplarin hazirlanmasinda, materiallarin texniki
emalinda vo s. totbiq olunurlar. Bu ciir ultrasaes generatorlari
kimya sonayesindo miixtolif proseslorin siiratlondirilmasi mag-
sadi ilo (emulsifikatorlarda, polimerizatorlarda, stelizatorlarda
Vo s.) istifado olunurlar. Yarimkegiricilor texnologiyasinda
yarimkegiriCi 16vhalorin effektiv yuyulmasi, yaglardan tomiz-
lonmasi vo habelo ultrasss vannalarinin hazirlanmasinda genis
totbig olunurlar. Pyezokeramikadan kigik qabaritli telefonlar,
yiiksok tezlikli ucadandanisanlar, esitma Cihazlari, silahlar ti¢iin
detonatorlar hazirlanir. Pyezorezonans stizgaclarinin, radiotex-
nikada langitmo xatlorinin, pyezotransformatorlarin vo s. asa-
sinda da pyezokeramika morkozi movqge tutur. Pyezokerami-
kadan seysmik miisahido cihazlari, radiogobuledicilor vo
radiovericilorin hazirlanmasinda, kosmik Vo sualt1 obyektlorin
axtariginda tapilma vo taninmasinda istifado olunan cihazlarin
hazirlanmasinda genis istifado olunur. Onlardan midafio
sanayesinin miixtalif sahalarinds, hatta tababatds siini tiraklarin
ganqovma nasoslarinin idars olunmasinda da istifads olunur.

Pyezokeramik cihazlar namliys, mexaniki vo atmosferda
bas veran dayismalarin tasirina dayaniqli vo doztiimlidiirlor. Bu



sadaladiglarimiz pyezokeramikanin totbiq vo istiinliklarinin
tam siyahisindan olduqca uzaqdir vo miolliflor onun tam
dolgunluguna zomanat vermirlar.

Toassiiflo geyd etmoliyik ki, burada kristallografiya vo
pyezokeramikanin biitlin suallarini shato etmak miimkiin deyil.
Kristallografiyanin &yranilmasi 6z baslangicini fransiz abbati
P.Qayuinin 1784-cii ildoki miisahidalori osasinda kristallik
sistemlorin ¢ox ki¢ik «molekulyar bloklardan» taskil olunma-
sinin askarlanmasindan baglasa da, 6ziiniin siiratli inkisafina vo
praktik totbigins birinci diinya miiharibasi zamani fransa mii-
hondisi Lanjevanin sualti qayiqlari tapmaq ticiin ixtira etdiyi ilk
cihazin ugurlu totbigindon baslayir. O zaman miiharibanin tolo-
bina uygun olaraq P.Lanjevanin aglina bela bir ideya goldi ki,
kvarsdan hazirlanmis 16vhalori yiiksok tezlikli sos dalgalarinin
stialandiricist vo goabuledicisi  kimi istifado etmok olar. Belo-
liklo, P.Lanjevan ultra akustika elminin asasin1 qgoymus oldu.
Nozoro alsaq ki, pyezoeffektin ilk kasfi do fransali P. Kiiri va J.
Kiiri qardaslarina moxsusdur, onda pyezoelektrikliyin vataninin
Fransa oldugunu tosdiglomok olar.

Kristallografiyanin, seqnetoelektrikliyin vo pyezoelektrik-
liyin O0yranilmasina va inkisafina boyiik téhfo vermis avropa-
lilardan U.Foqtun, Dithemin, Bravenin, Valasekin, almanlardan
R.Rechmanin, H.Straubelin, A.Sheubenin, ¢ex V.Petrijilkanin
adlarmi, yaponiyali I.Kogann, Ingiltaraden P.Viquryenin, yena
do fransali E.Tavelin, A.Hramonun, ¢inli NiTsi Zenin adlarini
cokmok olar.

Bu giin dielektriklor fizikasi dedikdo osas etibari ilo segne-
toelektriklor vo antiseqnetoelektriklor fizikasi basa disiiliir.
Dielektriklor fizikasinin miistaqil elm kimi togokkiil tapmasi
Sovet alimlarinden xiisusan A.F.loffenin, 1.V. vo B.V.Kurca-
tovlarmn, Y.I.Frinkelin, B,M.Vulun, A.K.Valterin, N.P.Ko-
vekonun, Q.I.Skanavininin, N.F.Subnikovun, V.Z.Qinzburqun
Vo bir ¢ox basqalarinin islari ilo six baglidir.
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Pyezoelektriklorin sanayeds tatbiginds danilmaz xidmatlori
olan V.Kerapen, B.Aronov, A.F.Ulitko, B.Maksimov, O.P.Kra-
morov, B.Kolosov, R.Postnikov, V.Podobed, B.Belyakov,
A Xarkevig, 1.A.Qlozman vo basqalarinin omayi xiisusi
giymatlondirilmalidir.

Toassiiflo geyd etmoaliyik ki, Azarbaycan Respublikasinin
ali tohsil ocaqlarinda kristallografiyanin riyazi asaslari va tobii
ki, pyezokeramika tadris olunmur.Bunun naticasidir ki, Azor-
baycanda elmin bu miiasir vo maraqli sahasine meyl gostaran
gonclor yoxdur. EImin bu sahasino aid AMEA Riyaziyyat va
Mexanika institunun alimlari tarafindoan 30 il bundan avval ya-
zilmis monogqrafiya (Kymuer FO.H.,Makcynor @.I'.,I'amxues
B.J.,Motusr JI.E.-OcHOBBI KOJIeOaHMI OJHOCTIOMHBIX H MHOTO-
CJIIOWHBIX MhEe30KepaMUUYeCKuX mpeobdpasoBareneid. baky. N3-Bo
«Enm»,1982) kifayst godar fundamental osordir.Adindan da go-
riindyii kimi, bu kitab rus dilinde monografiyadir vo ancaq ytik-
sok hazirligh elmi isgilor vo miitoxassislor tiglin nazards tutu-
lub. Pyezokeramika 6zii-6zliiylindo bir ne¢o fundamental elm-
larin kasigsma noqtasinds oldugu ii¢iin tadqiqatg¢ fizika va riya-
ziyyatin bazi bolmolorine yaxindan bolod olmalidir. Kémok
mogqsadi ilo belo bélmalarin bir gismi kitaba daxil edilmisdir.
Azorbaycan dilindo kristallografiyanin vo pyezokeramikanin
riyazi osaslarina aid vosaitin olmamasi da bu miasir elm
sahasinin Gyranilmasi isini g¢atinlosdirir.Azorbaycanda kristal-
lokimya elminds sohrat qazanmis akademik Xudu Mammaodo-
vun «KpucTaiuioXumMusi CHWIMKATOB M THIPOCHIUKATOB Kall-
usi» kitabi dorin mazmunlu elmi risaladir. Kristallokimya ayri-
ca elm sahasidir...

Toqdim olunan bu kitabin yazilmasinda maqsad, dediyimiz
boslugu miimkiin qodar sade masalalarin halli ilo doldurmag vo
Azorbaycan tadqigatgilarinin diggotini elmin bu sahasins calb
etmokdir.

Kitab yeddi fasildan ibartadir.
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| fosildo kristallarin yaranmasi,qurulusu,xiisusiyyatlori vo
hondasi kristallografiya hagqinda moalumat verilir.

Il fasildo segnetoelektriklor, onun xiisusi hallar1 olan piro-
elektriklor, pyezoelektriklor, elektrogtiksiya, pyezoeffekt va
sairo molumat va nohayat pyezokeramika, onun hazirlanmasi,
pyezokeramikanin fiziki sabitlorinin idaro oluna bilmasi
haqqinda malumat verilir.

Il fasilds tenzor cabrinin elementlori, cobri omallar,
simmetrik vo antisimmetrik tenzorlar anlayisi verilir.

IV fosildo kristaldaxili elektromagnit sahasinin, gradienti,
divergensiyasi, rotoru operatorlart Vo Maksvel tonliklori
miifassal verilmisdir. Termodinamikanin {i¢ baslangici, dénan
Vo doénmoyoan proseslords entropiya, entalpiya haqqinda bu
kitabin taloblorini 6doys bilocok malumat verilir.

V fosil tomamilo pyezokeramik kristallarin pyezoelekirik,
dielektrik vo elastiklik xassalorinin sorhina, pyezokeramikada
mexaniki gorginliklor vo uygun deformasiyalar arasinda olage-
lor, pyezokeramikanin izotermik vo adiabatik maddi sabitlori
arasinda olagalorin sorhins, habels hal tonliklorinin ¢ixariima-
sina, koordinat sisteminin baslangic otrafinda firladilmasinda
maddi sabitlorin ¢evrilmo diisturlarinin ¢ixarilmasina vo digor
masalalara hasr olunub.

VI fosildo pyezoelektrik effektinin elastiklik nozariyyasi vo
termodinamikadan Maksvell tonliklori vasitasi ilo dyronilmasi
moasalalaring baxilir. Pyezoelastikliyin asas miinasibatlori toyin
edilir.

VIl fosildo pyezoelastiklik nazariyyssinin  bazi nozori
totbiglorine aid niimuna masalalarin hallina baxilir.

Kitabdan aspirantlar, miivafiq ixtisas miithandislori va elmi
iscilor faydalana bilorlar.

Miolliflro bu kitabin elmi redaktoru prof.E.M.Qocayeva
gostordiyi qaygiya va maslohatlora géra minnatdar olduglarin
bildirirlar.
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IFOSIL.
§1.1. Kristallar haqqinda qisa malumat

Kristal s6zii yunan sozii «kristallos» soziindon gotiiriiliib vo
sadaco «buzy» va ya «soffaf buzy», bazon do «soyuqda barkimis»
kimi torciimo olunur. Lap gadimlards kristal soziinii Alp dag-
larinda rast golinon kvars (dag billuru) pargasina aid edirdilor.
O zaman belo hesab etmislor ki, dag billuru soyuqdan o
doracads borkimis buz pargasidir ki, artiq arimo qabiliyystini
itirmisdir. Ik vaxtlar kristalin 9sas xassasi kimi onun soffaflig1
On plana ¢okilirdi. Sonralar soffaflig ilo kristaldan geri galma-
yan va aslinds heg kristal qurulusa malik olmayan (stiso amort
cisimdir) siiso icad edildi vo bu kristalin asas xiisusiyyatinin
he¢ do onun soffaf olmasi deyil, basqga xiisusiyyatlorinin do ol-
masinin askarlanmasina gotirdi. Bu xassalor haqqinda sonralar
daha genis sohbat agacagiq. Siisonin soffafligi isa avvalca onun
da sohvon «kristal» cisim adlandirilmasina gotirdi. Elo ona go-
radir Ki, halo do xiisusi soffafliga malik olan siisolora «Xrustal»
deyilir.

Dag billurunun vo bir sira bagqa soffaf minerallarin digqot
¢okon xiisusiyyatlorindan biri do onlarin hamar miistovi tizlora
malik olmalaridir (sokil 1.1.1; 1.1.2). Bu iizlorin hamar olmasi
kristallarin, onlarin {izorino diison is1q stialarmi  miixtolif
istigamatlords oks etdirmoklo vo habels iizlor ikiiizlii bucaglar
omoalo gotirdiklorindon siialar dispersiyaya ugratmaqla slvan
ronglorlo borq vurmasi ta qodimdon insanlarin diggatini calb
etmigdir. Ona goroa do insanlar 6zlarini vo maisatlorini Kkristal-
larla bozomislor. Kristal sozii zaman kec¢dikco tobii hamar miis-
tovi iizlari olan goxiizlii formaya malik olan bark cisimlars aid
edildi.

Lap godimdan alimlor tabii kristallara 6z soklini heg vaxt
dayigmayan va tabistin baxs etdiyi boliinmoaz varliq kimi baxir-
dilar.
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Eramizdan owval | osrdo yasamis romali Boyiik Pliniy
Ozliniin «Tobii tarix» osarindo almaz kristallarinin dérdbucaqh
Vo kvars kristalinin altibucaqli formada olmasin1 vo bunlarin
diizgiin hondosi formalarmin tobiot torofindon yaradilmasini
tokidlo yazirdi.

Kristallar geyri-mohdud uzun miiddat kolleksiyalarda sax-
lanmis va bu zaman orzinds onlarda har hansi ciizi dayisikliyin
bas vermosi miisahido olunmamusdir. Bu sobobdon kristallar
haqqinda, tizvii alomin harakat edon fordlorindan forgli olaraq,
geyri-tizvii alomin boliinmoaz fordlori olmasi tasavviirii forma-
lagmigdir.

Kristallarin 6yranilmasi ovvaldon mineralogiyanin torkib
hissasi olmus vo ancagq XIX asrin ortalarindan todricon mine-
ralogiyadan ayrilaraq sarbast fonn kimi tosokkiil tapmisdir.

XVII asrin sonlarinda kristallarda hamar tizlorin miioyyon
simmetriya ilo yerlosmosi askar edildi. Daha sonralar iso miioy-
yon edildi ki, tobiotdoki fiziki soffaf minerallar vo hotta bir sira
geyri-soffaf maddalordo do kristallar tobii, diizgiin, hamar,
mustovi tzlara malikdirlor, hom da bu tUzlorin formalar1 har bir
ayrica gotiriilmiis mineral ti¢lin xarakterikdir. Kristallar tizo-
rinds aparilan miisahido vo arasdirmalara asasan belo naticoya
golindi ki, kristalin formasi onlarin daxili qurulusu vo kimyovi
torkibi ilo olagali olmalidir. Noticods tobii, hamar, miistovi
tizloro malik olan biitiin boark maddalori kristal maddalor
adlandirdilar.

Oslinds godim zamanlarda hesab edirdilor ki, tobistda Kkris-
tallarin tapilmasi nadir hadiso olmalidir. Amma bu belo deyil.
Oger biz gdziimiizii optik cihazlarla silahlandirib baxsaq gore-
rik ki, kiilli miqdarda sapalonmis geyri-diizgiin goriinon biitiin
das pargalar1 vo digor bark cisimlorin oksariyysti ayri-ayr ta-
mamilo miisyyan formaya malik olan kristal doanslarindan
ibaratdir.

1784-cii ilds kristallarin dyranilmasi prosesinds mdhtagom
bir hadiso bas verdi. Fransada abbat (abbat dini riitbadir)
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R.Qoyui kristallart qirib miisahido edarak bir toklif irali siirdii.
Bu toklifa gora kristallarin 6zlari oldugca kigik eyni formali va
olcilii hissaciklarin bir-biri ilo miioyyon qanunla nizamli bir-
lasmolarindan ibartadir. R.Qayui bels hissaciklori «molekulyar
bloklar» adlandirirdi. Bu kigik «karpiclori» hansi yolla yanba-
yan Vo ist-iisto yigmagla Kkalsi kristalinin hamar miistovi liziinii
almag1 gostordi. Bundan sonra ayri-ayrt maddolorin Kristal-
larindaki forma miixtalifliyini do bu «korpiclorin» vo onlarin
birlosma isullarmin miixtolifliyi ilo izah etmoys basladilar.
Belaliklo, R.Qayuinin bu talimi kristallarin gofasvari qurulusu
nozariyyasinin osasini qoymus oldu. R.Qayui 6z miisahido-
lorindo belo naticoys golmisdi ki, onun «molekulyar bloklar»
adlandirdig1 hissociklor ancaq paralelopipedlor, trigonal priz-
malar vo tetraedrlor soklinds ola bilarlor ki, bunlar da parale-
lopipedlorin alinmasina gatirilo bilorlor. O, kristallarda hamar,
miistovi tizlarin amala galmosini bels izah edirdi:

- Ogor «molekulyar bloklara» kigik karpiclor kimi baxsaq
Vo onlar1 «karpiciny» toraflorino paralel olmagla eyni adod dofo
diizsok elo kristal alnar ki, onun forma va olgiilarinin nisbi
uzunluqglart eynan elementar hissaciklordaki (korpiclardoki)
kimi olar (sokil 1.1.3). Qeyd edok ki, buna yaxin olan hadiso
coxlu kristal maddolor ti¢liin xarakterikdir. Lakin kristalin az-
¢ox ideal formasi onlar normal soraitds, yani onlar he¢ bir
konar tasiro moruz qalmadan, boyiidiikdo bas vera bilir. Ancaq
normal soraitdo onlar 6z simmetrik formalarimi ala bilirlor.
Lakin kristalin formasi ¢ox faktorlardan asili olur. Bu faktorlar
sirasina elementar korpicin formasini, prosesin bas verdiyi
soraiti yani temperatur, tozyiq, mahlulun konsentrasiyasi, mah-
lulun axma istigamati vo s. kimi faktorlar1 daxil etmok olar. Bu
sababdan eyni maddonin kristallart forgli ola bilarlor. Qayui 6z
noazariyyasini qurarkan ancaq prosesin normal soraitde kegmo-
sini nozardo tuturdu.

Qayuinin, Karpiclorini onlarin taraflorine paralel diizmokls
bir divar almis olariq (sokil 1.1.4).
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Sokil 1.1.3.

Bu divarin 6l¢iilori verilon istigamatds diiziilon karpiclorin
sayindan asili olacag. Bundan sonra hamin divardan miiayyan
sira ilo «karpiclori» konarlasdirsaq kigik pillokon alariq (sokil

1.1.4).
y

Sokil 1.1.4.

Bu pillokonin mailliyi hor bir pillodo «ayaqalti» vo hiin-
diirliik istiqgamatinda diiziilon «karpiclariny sayindan asili ola-
caq. Ogor pillalarin tillorina séykonmoklo bir Xotkes qoysaq 0
karpiclorin 6lgiilori vo y1gma tisulundan asili olan bucaq amolo
gotirior (sokil 1.1.5). Sokil 1.1.6-don goériindiiyli kimi x vo y
bucaglari karpiclarin s va f nisbi 6lgiilorindan asili olmayaraq
simmetrik olur. Eynan buradaki kimi kristal da bu vs ya digar
forma ala bilor. Lakin maili tizlorin «karpiclori» o daracads
kigikdir ki, kristalin tizlori hamar miistovilor kimi giirtiniirlor
(sokil 1.1.7).

Olgiilorindon asili olmayaraq kristalin uygun {izlori arasin-
daki bucaglar borabar olurlar (sokil 1.1.7).
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Sokil 1.1.5.
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~ Sokil 1.1.6.

Sakil 1.1.7. Qayuiya gors kristalin qurulmast
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1913-cii ilds ingilis alimi Villaston (1766-1828) Qayuinin
toklif etdiyi paralelopipedlori kip yerlosdirilmis korpiclor va
yaxud bu karpiclorin markazlorinds yerlosmis noqtalorlo avoz
etmoayi toklif etdi. Noticodo kristalin qurulusu hagqinda daha
sado vo daha miikkommal tosovviir yarandi. Maraqlidir ki,
Qayuidon baglayaraq kristallarin dork olunmasina atomistik
baxis kristallograflarin  diisiincalorinds  kimyagilarin  hotta
fiziklorin bunu gabul etmaloarindan avval 6ziins yer tutmusdur.
Kimyada elmi atomistikanin yaranmasinin rosmi tarixi 1808-ci
il hesab edilmoalidir. Ciinki, homin il Delton (1766-1844) tasdiq
etdi ki, yeni kimyavi birlosmoni omolo gatiron iki maddos bu
birlosmays eyni ¢oki nisbatindo daxil olurlar. Fizikada isa
maddonin atomar qurulusa malik olmasi haqqinda ilk malumat
XX asrin avvalino tosadiif edir, belo ki, bundan avvol atoma
real varliq kimi yox, yeni qanunauygunluglari toyin etmok
ticlin is¢i hipoteza kimi baxirdilar.

Kristalin haqiqi qurulusuna daha yaxin fikri Oqyust Brave
[72] soylomisdir. O, Qayuinin «molekulyar bloklarini kristalin
baza elementi vo yaxud elementar kristal gofasi ilo avaz etmis,
onlarin miimkiin variantlarinin sayini toyin etmisdir.

§1.2. Kristallik hal

Qazlari, mayelari vo bark cisimlari amalo gotiron atomlar
miixtalif nizamliliq daracasine malikdirlor. Qazlarda atomlar vo
ya molekullarda birlosmis atom qruplari daimi xaotik harokat
vaziyyatinds olurlar. Qaz soyudugda bu atomlar vo atom grup-
lart miimkiin qodar bir-birina yaxinlasirlar vo nohayat tempera-
turun mioyyan giymotindo bu yaxinlasma naticosindo gaz
mayeys cevrilir. Lakin bununla atomlarin bir-birina nazaran
horakati tam dayanmir vo onlar halo bir-birina nozaron siiriiso
bilmo imkanimi saxlayirlar. Soyumanin sonraki marhslosinds
temperatur elo haddos gatir ki, bu zaman atomlar vo atom grup-
lar1 nisbi harokatsizlik (siikunot) vaziyyatine catirlar vo nizamli
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sokilda bir-biri ilo birlasirlor. Masalon, adi su iiglin tempera-
turun bu haddi 0°C-dir. Buna suyun donma (yoni kristallasma)
temperaturu deylir. Demoli, donma temperaturu soyumanin elo
haddidir ki, bu zaman maddonin atomlar1 bir-biri ilo har bir
maddonin 6ziino xas olan nizamli sokildo birlosorak diizgiin
hondasi formalar amalo gotirirlor. Bu birlosmonin xarakterik
cohoti ondan ibaratdir ki, burada atomlar an minimal enerji
saviyyasini, yani on dayaniqli vaziyyati segirlor. Bu zaman
kristallasan maddonin har bir ayriligda gotiirilmiis ndqtasinin
otrafi maddonin istonilon basqa noqtasinin otrafi ilo tam eyni
olur. Basqa s6zla onu elo tamamilo miiayyan hissaciklor shats
edirlor ki, onlar verilon hissacikdon basqa noqtelords oldugu
kimi tamamilo miiosyyon mosafalords olurlar. Bu ii¢olgili
yerlosmo eyni maddonin kristallar1 tigiin xarakterik olub onlari
basqa bark maddolordan forglondirir.

§1.3. Kristalin yaranmast

Kristallarin yaranmasi va inkisafi asasan ti¢ manbodan gay-
naqlanir. Bunlar a) arintilor, b) mohlullar va c) buxarlardir.

Ogor suya mahiyyatca arimis buz kimi baxsaq onda buzun
0ziino suyun kristallagsmasi kimi baxa bilorik. Basqa misal kimi
magma Vo vulkanik lavadan kristalin ayrilmasini gostarmok
olar. Yerin tokindan lava soklinds sixisdirilib ¢ixarilmis kiitloda
kiilli miqdarda nizamsiz sokildo paylanmig kiymovi elementlor
var. Lava soyuduqda kimyavi elementlarin atom vo ionlar1 bir-
birini cozb edorak miixtalif mineral kristallar1 soklinds birlogir-
lor. Bu zaman ¢oxlu miqdarda kristal riiseymlori (yani kristalin
baza elementlori) yaranirlar. Alinan riseymlara yeni atom va
ionlarin birlogmasi hesabina onlar boylyiir vo boylidiikca bir-
birinin bdyiimasine miiqavimat gostarirlor. Ona gérs do alinan
kristallarda xarici, hamar, miistovi Sothlorin yaranmasi nadir
hadisays ¢evrilir. Buna baxmayaraq onlarin hamisi kigicik
Qayui «karpiclarindon» y1gilmis olur.
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Mohlullardan kristallarin yaranmasina doniz sularindan
milyonlarla ton duzlarin ayrilmasini misal gostormok olar.
Bunun dogruluguna inanmagq ii¢iin evdos kigik tocriido goymaq
olar. Daniz suyu vo yaxud xorok duzu msahlulunu tadricon
buxarlandirdigda mohluldaki su buxar soklinds ugub gedir vo
noticods mohlul qatilagib doymus hala golir. Buxarlanmani
davam etdirdikdo mohlul ifrat doymus mohlula gevrilir vo
noticads natriumun miisbat yiiklii ionlar1 ilo manfi yiikli xlor
ionlar1 bir-birini cozb edib birlagir vo belaliklo, duz kristalinin
ilk riiseymlori yaranir. Buxarlanma davam etdikco basqa ionlar
da x6rok duzunun ilk riiseymlorino birlagarok todricon xarak-
terik daxili nizamli vo hamar xarici {izloro malik olan kristalin
inkisaf edib, boyiimasina sabab olur.

Kristallar bilavasito buxar vo gazlardan da amolo galirlor.
Qazin soyumasi zamani onun atom vo ya molekullart elektrik
cozbetmo qilivvasi hesabina birlogib kristallik bark madds
omoala gatirirlor. Masalon nomli havanin sayumasi naticasinda
hava ilo garismis su buxarindan bu vo ya digar formali qar
donaciklari amalo golir.

§1.4. Kristallografiya

Minerallarin kristallik qurulusunu Oyranan elmo kristal-
lografiya deyilir vo kristallografiya iki yunan soziiniin «kris-
tallos» va «qrafo» - yaziram sozlarinin birlogsmasindon amola
golmisdir.

Son zamanlarin texniki tolobati kristallografiya qarsisinda
yeni toloblor qoyur. Ona gora ds kristallografiya bir nazari elm
olmaqdan slave ham ds vacib xalq tasorriifatt problemlarinin
hallino komok edir. Bu sobabdan kristallografiyanin kristallarin
inkisaf ganunlarin1 Gyronib Sonayenin miixtalif sahslorinds
totbig oluna bicalok siini kristallarin yaradilmasi ilo mosgul
olan yeni oblasti amals galir. Hazirda bir ¢ox 6lkalorin sonaye
obyektlorinds kasici alatlor, doqiq 6lgii cihazlari, saatlar tigiin
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korand, kvant generatorlar {i¢iin almaz, kvars, optik flyuorot,

Silvin, Slyuda vs s. kristallar siini sokilds hazirlaya bilirlar.
Kristallografiya kursunu adaton 4 hissays boliib Gyronirlor.

Bunlar:

1) Kristallar1 forma baximindan Oyronan hondosi Kkristal-
lografiya;

2) Kristallik maddalorin daxili qurulusunu onlarin qurulusun-
dan va kimyavi tarkibindoan asili 6yranan kristallokimya;

3) Kristallik maddonin miixtalif fiziki xiisusiyyatlorini onun
daxili qurulusundan asili  olaraq Oyronan  fiziki
kristallografiya vo yaxud kristallofizika;

4) Kristallarin boy artimini vo hall olunma xiisusiyyatlarini
oyronan fiziki-kimyavi kristallografiya

bolmoloridir.

Bunlara kristallarin optik xtisusiyyatlorini (is1g1 kegirmasi,
oks etdirmosi, sindirmasi, udmasi va s.) 6yranan Kristallooptika
bolmasini do alave etmok olar. Ancaq bu els aslinds tigiincii
bolmanin torkib hissasi oldugundan va biz golocokds ondan is-
tifado etmoyacayimiza gora bu bélma tlizarinds dayanmyacagiq.

Molum odobiyyatlarda kristala belo torif verilir: Diizgiin
coxtizlii formaya malik olub, elementar hissaCiklarin (atomla-
rin, ionlarin va molekullarin) qanunauygun yerlogmasi ila
xarakteriza olunan bark maddalara kristallar deyilir.

§1.5. Kristallarin qurulusu

Kristallarin qurulusunu 6yranmays baslamazdan oavval bir
hondoasi suali cavablandiraq. Sual beladir: Asagidaki sartlori
odomakla verilmis miistavini tamamilo hanst handasi fiqurlarla
kasilmaz ortmak olar?

Sartlor:

1) fiqurlar bir-biri ilo kasigsmasinlar;

2) fiqurlar diizxatli taroflora malik olsunlar;
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3) onlar1 miistovi tizorino diizdiikdo diizxatli toroflor iist-
iisto diissiinlar;

4) onlari handasi parametrlori (toroflorin dlgiilori vo torof-
lor arasindaki bucaglar) doyismoz qalsinlar;

5) bu fiqurlar elo yerlogsinlor ki, onlarin istonilon topa
noqtasinin atrafi istonilon basga topanin otrafi ilo eyni
olsun.

Asanligla gostarmok olar Ki,

1) miistovini istonilon tgbucagla paralel kogirma vo

inversiya yolu ilo kasilmoz 6rtmok olar (sokil 1.5.1);
2) miistavini istonilon paralelogramla (o ciimladan, rombla,
kvadratla) kasilmoaz 6rtmok olar (sokil 1.5.2);

[ ] ]
[ [/
[ [ ]

Sokil 1.5.1. Sokil 1.5.2.

3) miistavini istanilon barabartorafli altibucaqli ilo kasilmoz
ortmok olar (sokil 1.5.3);

Sakil 1.5.3.
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4) miistovini yuxarida qoyulan sortlori 6domoklo diizgiin
besbucaqli ilo kasilmaz 6rtmok miimkiin deyil (bu toklif yed-
dibucaqli, sokksizbucaqli vo s. fiqurlar ti¢iin do dogrudur).
Ciinki diizgiin besbucaglinin tops bucagi 108%dir, onu 4d-ys
tamamlayan a bucag iso 216°-don bayiikdiir 0>216° vo yaxud
a=2-108°+36°. Sokil 1.5.4-don gériindiiyii kimi

AE=DE>EK
va demali goyulan sart 6donmir. C nogtesinin otorafi ilo D nog-
tosinin otraflari eyni olmur.

Belaliklo, eyni gayda ilo
gostoarmok olar ki, mistavini
diizgiin yeddibucagli, diizgiin
sokkizbucaqglt va s. ilo do ko-
silmaz 6rtmok miimkiin deyil.
Mistavini gostoardiyimiz han-
dasi fiqurlarla bu ciir 6rtmo di-
var kagizlarinin tortibatint xa- .
tirladir, belo ki, asas element Sokil 1.5.4.
coxsayl tokrarlanir.

Belolikla, eyni noqtalori miistovi tizerindo sonsuz tokrara-
lanma sorti ilo bes miixtolif iisulla yerlosdirmok miimkiindiir.
Fozada iso qoyulan sortlori 6doyan eyni noqtalori 14 {iisulla
yerlasdirmok miimkiindiir. Bunlar fransiz alimi O.Bravenin
adim dasiyan foza sobokoloridir. O, 1848-ci ilds isbat etmisdir
ki, miimkiin gobokalorin (gafoslorin) say1 14-diir. Bunlar da iki
hissaya boliiniir. Birinci hissads fozada eyni ndqtoalorin nizamli
yerlosmasinin yeddi iisuluna baxilir (sakil 1.5.5).

Nozoro alindiqda ki, atom, ion vo yaxud molekula gafasin
daxilinda, tizlarin morkazlorinds yerloso bilir, onda bu gostor-
diklorimizdon basga yeddi yeni variant da meydana ¢ixir, yani
fozada eyni noqtalorin qoyulan sartlori 6domoaklo yerlogsmasinin
14 miimkiin varianti olur.
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Sakil 1.5.6.
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25



tetraqonal bazomarkazli
d) e)

monoklin bazomarkazli ortorombik bazomorkoazli
Sakil 1.5.7.
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Sakil 1.5.7.

Hor bir kristal ¢ox bdyiikk miqdarda maddi hissociklardan
(atomlar, ionlar vo molekullardan) ibaratdir vo bu hissaciklor
ciddi bir gayda ilo yerlogirlor. Bundan basqa qeyd etmaliyik ki,
haqqinda danisdigimiz hissaciklor tam siikunot halinda olmayib
minimal enerji saviyyali movqe otrafinda (sobokonin qovsaq
noqtalori otrafinda, bundan sonra qafas avoazinds soboka termini
islodocayik) daimi rogs edirlor. Kristal sobokasinin qurulmasini
nlimayis etdirmok iiclin hor hansi bir miistovi parcasini
(miinasiblik xatirino paralelogram soklinds gotiirtiriik) segib,
onu mosalon paralelogramlarla ortok (sokil 1.5.8).

Indi Brave qofoslorindon
kristalin neco qurulmasina
baxaq. Kristalin on kigik his-
saciklari, onlar istor atom, is-
tor ion, istarse do molekullar
olsun fozada qanunauygun
sokildo yerlosorak diizgiin
siralar amolo gatirirlor. Foza-
nin bu diizgiin sirali hissacik-
lordon amalo galon hissasi
ticolgiili kristal gofasi adla-
nan bir gofas omolo gotirir.

[ [ [ ]/

s/
,@/A//

f [

[ [ ]

isare edok. A1Ap=ADAI—..

@Ay A

Aoy

Sakil 1.5.8.
Alman sobokonin qovsaq néqtalorini Ay (i, j=1, 2,3, ...) ilo

.=b vo A11A21:A21A23=...=a de-

yak. Onda gabokonin qovsaq noqgtalarinin (har iki istigamotlor-
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do) siralar1 alinacaq. Alinmis miistovi sobokanin toroflori ara-
sindaki bucaga y deyak.

Kristal sobokasinin qurulmasiin sonraki marhalosi gotiir-
diiylimiiz miistavinin xaricindo bas verir. Yoni forz edok ki,
aldigimiz sobokadon eyni ilo onun Kimi olan basqga birisini
fozada ovvalkino paralel elo yerlosdirmisik ki, bu paralel
sobakalorin uygun qovsaq noqtalori arasindaki mosafo ¢ par-
casina borabordir. Bu zaman ¢ pargasi miistovi sabokoaloro per-
pendikulyar olduqgda c pargasi a vo b pargalari ilo diiz bucaglar
omoalo gatirir, oks halda bu bucaglardan he¢ olmazsa biri iti vo
yaxud kiit bucaq olur. Bu prosesi sonsuz tokrarlasaq naticodo
gorocayik ki, biitiin ii¢olgiilii fozani elementar paralelopiped-
lorlo kasilmoz doldurmusuq. Onda bu paralelopipedlarin har
birino kristal sobokasinin baza elementi (elementar paralelo-
piped, elementar yuvaciq) deyacayik (sokil 1.5.9).

Lr 9 =

r /
C @ /U
7 r
a
Sakil 1.5.9. Foza kristal sabokasini qurulusu

Bunlart R.Qayui elementar bloklar adlandirmisdi. indi iso
bunlara Brave sobokalori deyilir. X6rok duzu kristalinda a=b=c
Voa=B=yvy= 90°. Demali, xorok duzu kristali iiciin Brave
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sobokasi vo yaxud xorok duzu kristalinin baza elementi kubdur.
Burada y=a”b, 3 = c*a voa =b"c.

Bu bucaglardan va toraflordon asili olaraq Brave sobakalari-
nin adi verilib. Ogor a=b=c vo a=p=y =90° olarsa, onda baza
elementi tetragonal prizma, ab=c vo a=p=y=90° olarsa, baza
elementi rombik prizma, azb=c, a=y=90° vo P=90° olarsa,
maili paralelopipeddir vo nohayat a#b=c vo a:B¢y¢900 oldug-
da ¢opbucaqli paralelopipedlordir.

Belolikla, biitiin kristal maddalorin asas xiisusiyyati onlarin
atom, ion vo ya molekullarinin ganunauygun sokildo nizaml
yerlogsmosidir.

Rentgenografik todgigat naticasinds askar edilmisdir ki, elo
bork maddslor mévcuddurlar ki, onlarin hissaciklori maye va
qazlarda oldugu kimi tamamilo nizamsiz sokilds yerlosmislor.
Belo maddaloro amorf maddoslor deyilir. Kristaldan forgli
olaraq onlar hor hansi bir hamar iizo vo ya formaya malik olan
hissaciklor olmurlar. Elo bu olamot do onlar1 kristallardan
forglondirir. Yani kristal bark cisimlordon forgli olaraq amorf
cisimlords coxiizliilor yaranmirlar. Maraqlidir ki, eyni bir bark
madds bir ¢ox hallarda 6ziinii ham kristallik bark madds, hom
do amorf maddo kimi aparir. Masalon, sokor kristallik
maddadir. Orimis sokar iss tadricon soyuduqda kristallik sokor,
stiratlo soyuduqda iss amorf halda bark madds halina galir.

Miistasna hallarda hissaciklor amorf maddslordo do todri-
con nizaml1 vaziyyat ala bilorlor, yani kristal sabokasi yarada
bilorlor. Lakin bu prosesin bas vermo miiddoati soraitdon asili
olaraq bir ne¢o saatdan bir ne¢o asro odor Vo daha ¢ox uzana
bilar.

Kristallar aslinds kristallik maddonin qurulusunu oks etdi-
rir. Biitiin handasi ¢oxiizliilords oldugu kimi, tabii kristalda da
mohdudiyyat elementlori olaraq onlarin iizlari, tillori vo va bu-
caglart nazardos tutulur. Mahdudiyyat elementlori 6z oksini Ey-
ler diisturlarinda, yoni h + e = r + 2 diisturundan tapilan miioy-
yan asililigla alagalidirlar, bels ki, burada h — tizlorin, r — tille-
rin vo e — topalarin sayini gostoran tam (n, e, r eN) adadlordir.
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§1.6. Kristal maddanin xiisusiyyatlari

Kristallik madds onun 6zii ti¢lin xarakterik olan kristalin
daxili qurulusundan asili olan bozi Xiisusiyyatloro malikdir.
Belo xiisusiyyatlora asagidakilari aid edirlor: bircinslilik, ani-
zotropluq, 6z-6ziino (spontan) mistovi sokilli kristal tizlorini
omoalo gotirma gabiliyyati, kristal sobokonin aginmasi ilo bagl
olan miiayyan fiziki xassalora malikolma (masslon, miisyyan
arimo temperaturu) vo sairo.

Bu xiisusiyyatlorin har biri haqqinda ayrica danisaq.

Bircinslik. Bu xiisusiyyat 6ziinii onda gostarir Ki, kristallik
maddonin fozada eyni ciir somtlonmis vo maddonin basga
basqa noqtalorinds kasilmis iki eyni elementar hocmlor biitiin
xassoalarina géra eyni olur, yani eyni rangs, eyni xiisusi ¢okiys,
borkliys, istilikkegirma, elektrikkegirma va s. Xassalarina malik
olurlar. Qeyd etmok lazimdir ki, kristallarin torkibindo nadir
hallarda onlarin kristal qurulusunu tohrif edon garisiglar vo
konar miidaxilalor olmur, ona gora do real kristallarda miitloq
bircinsliya demok olar ki, rast galinmir.

Anizotroplug. Kristal minerallarda {i¢ tip kristal sbokosi
moveud olur:

1) atomlarin kristal sobokasi. Bu sobokonin qovsaqlarinda
atomlar yerlosirlor. Masalon, almaz vo grafitin kristallari belo-
dirlor (sokil 1.6.1).

2) ionlarin kristal sobokasi. Bu sobokonin qovsaqlarinda
ionlar movqge tutmus olurlar. Masalon qalit kristali (soKil
1.6.2.).

3) molekullarin kristal sobakasi. Bu sobokanin qovsaqlarin-
da molekullar dayanirlar. Masalon, sokarin, aspirinin Kristal
sobakalari beladirlar.

Amorf va kristal maddslorin daxili qurulusundaki farq on-
larin xassalorindoki farqds do 6zlinii gostorir.

Anizotroplug kristal maddolor ti¢iin xarakterikdir (anizo-
tropluga vektorluluq da deyilir).
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Sakil 1.6.2. Qalitin kristal sobakasi
Kristal maddslorin anizotroplugu onlarin periodik saboko-

sokilli qurulusunun naticasidir. Kristal maddolor els elektrik va
optik xassalora malik ola bilarlar ki, onlar amorf maddslor ii¢iin
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tamamilo yad xassoalor olsunlar. Yoni bir sira tobii kristallardaki
pyezoelektrik, elektrooptik, piroelektrik vo basqa hadisalorin
bas vermasinin asasimi elo tobiot 6zii qoymus olur, halbu ki,
amorf dielektriklordo bunlar ya he¢ olmur, ya da ¢ox giicli
xarici tasir naticasinds bas vera bilir.

Qeyd etmok lazimdir ki, gostorilon fiziki xassolor tabii
sorait {iglin spesifik olmaqla kristallarda 6zlarini daha gabariq
sokildo gostorir. Ona gora do onlarin istifadesi maddays siini
sokildo verilmis xassalora nisboton daha etibarlidir. Bu sobab-
don praktikada oksar hallarda tabii va ya siini hazirlanmis piro-
effekt, pyezoeffekt, elektrooptik vo basqa xassoloro malik kris-
tallardan istifado olunur.

Kristal minerallarda fiziki xassalorin ¢oxu (barklik, bitisik-
lik, rong, maqnitlik, elektrikke¢irmo voa s.) bir-birino paralel
istigamatlords eyni, paralel olmayan istigamatlords iso miixte-
lifdir. Basqa sozlo desok, Kkristal maddolordoki hor hansi bir
xasso istonilon paralel istigamotds sabit oldugu halda basqa
istigamotlords dayiso bilor.

Kristal maddolorin todqiqi zamani belo naticoys golmok
olar ki, onu amala gatiron hissaciklor arasindaki mosafo paralel
Vo geyri-paralel siralarda miixtalifdir. Ona géra do kristallarin
fiziki xassalori (mohkomlik, kovraklik, barklik, istidon genis-
lonmo, miixtalif dalgalar1 kegirma siirati va s.) sobokonin sirala-
rinin istiqgamatindon asili olaraq 6ziini gostarir, yani iifiqi sira-
lar istigamoatinds onlarin qiymoti bir, saquli siralar istigamo-
tinds isa basqa ola bilar.

Anizotrop maddalordan forgli olaraq izotrop maddalards
fiziki xassolor biitiin istigamatlords eyni giymato malik olurlar.
Bu xassalari, yani izotroplug ve anizotropluqg xassalarini grafik
olaraq asagidaki kimi gostormak olar.
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izotrop maddada anizotrop maddodo
AB = Aj_Bj_ = AZBZ AB # AlBl * AQBQ
Sakil 1.6.3.

Bozi kristal maddslor 6ziinii bu vo ya digor Xassays nozaron
izotrop maddo kimi apara bilor. Masalon, baza elementi kub
olan kristal maddolords isiq miixtalif istigamatlords eyni siirot-
lo yayilir. Belo maddaloro optik izotrop maddalor deyilir.
Umumiyyatlo, madds 6ziinii hans1 xasseya noazaran izotrop vo
ya anizotrop aparirsa, ona hamin xasss baximindan izotrop vo
ya anizotrop madda deyilir. Amorf cisimlorda xassalorin pay-
lanmasi heg bir ganunauygunluga malik deyil. Onlar biitiin isti-
gamotlordo eyni fiziki xassolorlo xarakterizo olunurlar vo
demali, onlar izotrop maddalordir. Bundan forgli olaraq kristal
maddolor bir gayda olaraq anizotropdurlar. Buna sads bir toc-
riiba ilo inanmaq olar. Bir siiso (izotrop) parcast va bir kvars
kristal1 (anizotrop) gotiiriib onlardan harasinin bir {iziinii nazik
parafin qat1 gati ilo ortok vo hor hansi qizdirilmis ¢ubugla onla-
ra toxunag. Onda siisonin sathinds dairovi, kvars kristalinda isa
elliplik oblast amoala golocak (sokil 1.6.4). Bu iso onu gostorir
ki, slisodo (amorf maddodo) istilik biitiin istigamatlorda eyni
stiratlo kvarsda (anizotop maddads) iso miixtalif istigamatlords
miixtoalif stiratlo yayilir.
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Kristallik maddoalordo elementar hissaciklarin ganunauygun
nizamli yerlogsmasi, yani foza sobokasinin movcudlugu kristal-
larin spontan tizliilosmasine (hamar miistovi tizlar amalo gotir-
masina) do zomin yaradir.

Spontan tizliilosma qabiliyyati — Sarbast boyiima soraitinds
kristalin hamar miistovi tizlar amala gatirma xassasina spontan
(6z-6ziing) lizliilosmo xassasi deyilir. Moasalon, x6rok duzundan
yonulmus kiiraciyi ifrat doymus duz mohlulunda yerlosdirsok
bir miiddotdon sonra homin kiiracik kub soklina diisiir, lakin
doymamis duz mohlulunda iso oriyib 6z formasini itirir vo
mohlula qarisir. Oksina siiso kiiracik uygun soraitde 6z
formasini doyismir, ¢iinki amorf maddalor spontan tizliilosma,
yoni ¢oxiizlii soklindo kristal omoalo goatirms Xassasinoe malik
deyillar.

Sarbast boyiima soraitinds ¢oxiizlii soklinda Kkristal amalo
gotirmo xassasi ancaq kristal maddalora xas olan xassadir.
Miixtalif minerallarin kristallar1 da miixtalif formalara malik
olurlar va bu har bir mineral ti¢iin o doracods xarakterikdir ki,
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onlari bazilorini xarici gérkomins gors tanimaq olur. masalan,
gipsin kristali garanqus quyrugu kimi haga olub, bir-biri ilo
bitismis iki eyni hissodon ibarat olur. kalsit kristalina xas olan
slamat onun romboedr olmasidir (sokil 1.6.5).

Sokil 1.6.5. Cips kristali

Dag billurunun (kvarsin soffaf novii) kristallarinin iso
xarakterik cohoti ondan ibaratdir ki, onlar altiizlii prizma ilo
dipiramidanin vo ya rombedrin birlosmasindan ibarat olurlar

(sokil 1.6.6).

Bipiramida ils 6-iizlii prizmanin ~ Romboedr formali kalsit
birlosmasi soklinda kvars kristali kristal1
Sakil 1.6.6.
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Kristallik ¢oxiizliilorin quruluglarinin xasso Vo xiisusiyyot-
larinin Gyranilmasi naticasinds aydin edilmisdir ki, bir ¢ox mi-
nerallar miixtolif formalarda kristallasma qabiliyyatine malik-
dirlor. Masalon, kalsit minerali romboedrlar, hobsakilli va s.
formalarda kristallasa bilirlor (sokil 1.6.7).

E

Sakil 1.6.7. Miixtolif formal1 tobii kalsit kristallar1

Sabit orimo noqtasi — amorf maddoni qizdirdigda onun
temperaturu monoton artir vo 0 oridikds belo temperaturun
zamandan Xotti asili olaraq artmaqda davam edir vo demali
amorf maddolor ii¢iin temperaturun zamanadan asililiq qrafiki
diiz xottdir (sokil 1.6.8 a).

Kristal maddoni qizdirdigda iso onun temperaturu avvalco
mioyyan bir Ty giymatino godar Xotti gqanunla artir, sonra iso
biittin maddos oriyib qurtarana gador sabit qalir vo demali, sorf
olunan istilik miqdar1 kristal gobokosinin aginmasina sorf
olunur. Madds oriyib amorf hala diisdiikdon sonra yena onun
temperaturu Xotti qanunla artir (sokil 1.6.8 b).
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a) to t b
Sakil 1.6.8. Temperaturun zamandan asililig:
a) amorf, b) kristal maddalar iigiin

kt+b t, <t <t oldugda
T=<T,=const t <t<t,olduqda
k(t—t,)+b t>t,oldugda

Orimo prosesinin baglanmasina uygun olan temperatura
arima temperaturu va yaxud arima ndqtasi deyilir.

§1.7. Handasi kristallografiya

Hondasi kristallografiya, timumiyyatlo kristallografiyanin,
kristallarin simmetriya ganunlarini, kristal maddslorin miixtolif
formalarini, kristallarin birlogsmalorinin  miixtalif forma vo
qanunlarini 6yranon bélmasidir.

Kristal 6z qurulusuna géra maddonin ti¢ol¢iilii fozada kasi-
lon periodik sokildo paylanmasidir (buna bircins diskontinium
da deyilir). Kristallarin iso biitiin xasso Vo xiisusiyyatlori
onlarin kimyavi torkibi vo qurulusu vasitasi ilo tayin olunur.
Kristalin anizotroplugunun xarakteri do onun simmetriyasi ilo
mioyyan olunur, belo ki, maddonin goboks qurulusu onda
simmetriyanin mévcudlugunu gostarmays asas verir. Kristalda
movcud olan simmetriyani bilarak, onu tadqiq etmadon demok
olar ki, biitlin kristallarin imumi xiisusiyyatlari va ona xas olan
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fiziki xassolori hagqinda kifayat gqodoar dolgun vo dogru fikirlor
sOylomak olar.

Bas simmetriya nadir?

Simmetriya anlayisini hor seydon ¢ox handosi obyektloro
(fiqurlara) aid edirlor. Fiquru o zaman simmetrik hesab edirlor
Ki, onu bir birina nozaron miioyyan gayda ilo yerlosmis eyni
hissaloro bolmok miimkiin olsun. Basqa sozlo, miioyyan
amoaliyyat naticgsindo {ist-iista diiso bilon simmetrik hissalordan
ibarat olan cisma simmetrik cisim deyilir.

Simmetriya anlayisinin insanlara molum olmasi bosor ta-
rixinin ¢ox darinliklorina gedir vo doqiqg tarixi malum deyil.
Hor halda simmetriyani, tobioti miisahido etmoklo ta godim
dovrlordo anlamiglar. Masalon, simmetriyani tobii varliglardan
olan ¢icoklords, hosoratlarda vo digor canlilarda miisahido
etmislor (sokil 1.7.1).

Xoayalon kopanayi boyu
uzunu bir miistovi ilo iki yero
ayirsaq eyni ilo biri-birinin
giizgiidoki oksi olan vo 180°
firlatdigda tamamilo {ist-iisto
diiso bilan iki barabar hissaya
ayirmis olarig. Elaca do, hey-
vanlari, ¢i¢oklori, hotta insan-
lart biri o birinin giizglidoki
oksi olan iki barabar hissaya
ayirmaq olar. Bu iso 0 demok-
dir ki, simmetriya anlayisinin
tarixi gadimdir vo godim in-
sanlar ondan memarliq, torpaq /
sahalorinin bolgiisiinds, mai- Sokil 1.7.1. Canl1 alomda
sotlorinin bazadilmasinda,hey- simmetriyalar
koltarasliqda vo s. istifado etmiglor. Hotta simmetriyani ila-
hilasdirib onun abidasini (heykslini) yaratmislar.
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Dogurdan da, gorkemli rus kristallografi, sovet kristallo-
gafiya institutunun banisi, iki dofo Do6vlot miikafati laureati,
Sosialist ©Omayi Qahromani, akademik A.V.Sabnikov 6ziiniin
1971-ci ilds dorc etdirdiyi «Y ucrokoB kpuctamtorpadum» adll
ogerkinda yazirdi: «1956-c1 ilda bir qrup alimlarin Kristallogra-
fiya Kongresinin isindo istirak etmosi ii¢iin Ispaniyaya ezamiy-
yati zamani akademik N.V.Belov monim diggstimi Madriddaki
moshur Prado sokil qaleriyasinin divar raflorinin birindo daya-
nan marmordon yonulmus gozol qadin heykalino calb etdi.
Onun altindaki yaz1 gostorirdi Ki, bu simmetriya ilahasinin
heykalidir. Mana elo golir ki, belo heykslin mévcudlugu sim-
metriya anlayisinin vo bu séziin 6ziiniin ¢ox godim vaxtlarda,
holo simmetriya xiisusi elmin predmeti olmazdan ovval yaran-
masinin isbatina xidmot edon slavo dolildir. Simmetriya sozii
goriiniir «gozalliky» sozii ilo eynilosdirilmisdir. Simmetriyanin
ilahilogdirilmasi aydin gostarir Ki, gadimdo, aslinds els indi do,
0 incasanatds boyiik rol oynamigdiry. Varlilarin malikanaloari,
ictimai binalarin insasinda vo bozadilmasinds simmetriyadan
genis istifado etmislor, belalikls, simmetriya gozalliyin vacib
torkib hissalorindon birino ¢evrilmisdir.

Fiqurun vo ya cismin simmetriyasindan danigsarkon onun
hor hansi bir obyekto nozoron simmetriyasi nazords tutulur.
Simmetriya hansi1 obyekts nazaran toyin edilirsa, hamin han-
dasi obyekts simmetriyanin elementi deyilir. Hondasi kristallo-
grafiyada ti¢ asas simmetriya elementina istinad edilir. Bunlar
inversiya markazi, simmetriya oxu (inversiya oxu) va simmet-
riya miistovisidir. Belaliklo, simmetriya elementlori, ndqts, diiz
Xatt vo miistovi kimi ii¢ handasi obrazdan ibaratdir.

Kristallardaki simmetriyanin 6yranilmasini iki hissays bo-
lirlar. Birinci hissads noqtovi simmetriyaya baxilir vo burada
kristallara sonlu fiqur kimi baxilir. Bels fiqurun simmetrik ¢ev-
rilmoalorinds onlarin an azi bir noqtasi torpanmoz galir. Belo
noqtays simmetriya grupunun maxsusi noqtasi deyilir, simmet-
riya qrupunun 6ziine Vo soziigedon ¢evirmolora uygun qruplara
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noqtovi gruplar deyilir. Bircinsli kosilmoz miihitin anizo-
troplugunu todqigq etmoak ticlin kristallarin noqtevi simmetri-
yasina aid tosovviira malik olmaqg kifaystdir, amma kristallar-
daki polyarlasmanin (o ciimlodon spontan polyarlasmanin)
meydana golmasi vo yoxa ¢ixmast kimi hadisalorin todgiqi
ticlin noqtavi simmetriya tosovviirii kifayat deyil, bunun ii¢iin
kristallarin foza simmetriyasini bilmok zaruridir.

Simmetriya omoliyyatlar1 arasinda inversiya va eynilos-
dirmo omoaliyyatlari {izorinds xiisusi dayanmaq lazimdir. inver-
siya amaliyyat1 fiqurun ndqtodon oks olunmasina deyilir. Eyni-
losdirma amoaliyyati (vo ya vahid amaliyyat) fiqurun elo gevril-
moasina deyilir ki, bu amoliyyat zaman1 o 6z yerindo qalmis
olsun (basqa sozlo 360° firlanmis olsun). Bu ¢evirma birinci
tortib simmetriya oxuna uygun galir ki, belo ox biitiin fiqurlar
tictin movcuddur. Ona goéra do simmetriya oxunun va elaca do,
inversiya oxunun tartibindon sohbot getdikds bu tartib hesaba
alinmair.

Inversiya moarkazi fiqurun vo ya coxiizliiniin daxilindo
yerlasan elo C noqtasine deyilir ki, bu néqtadon kegon diiz xott
fiqurun bu noqtadon miixtalif toraflords vo bu ndqtadon eyni
mosafadoki noqtalarindan kegsin (sokil 1.7.2).

Kristalin inversiya markazinin olub olmamasini bilmoak
ticlin onun modelini diizoldib har hans1 6zii tizorinds masa tizo-
rina qoymaq lazimdir.

Ogor biitiin hallarda yuxarida alt-
daki tizo paralel vo ona borabar iiz
goriinarss bu o demoakdir ki, kris-
talin inversiya morkozi movcud-
dur. Yuxarida til, topa vo yaxud
altdaki tizo barabar olub, ona pa-
ralel olmayan iz ya da altdaki {izo
paralel olub ona barabar olmayan
iz goriinarse, onda kristalin inver-
siya markazi yoxdur. Sokil 1.7.2.
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Sakil 1.7.3. @) inversiya markazli ¢oxiizlii; b) inversiya
Morkazsiz coxtizlii

Bozi fiqurlarda (kristallarda) elo hissalor méveud olur ki,
onlar1 sadaco firlatma omoliyyat1 vasitasi ilo 6zii-6zi ilo Ust-
isto salmaq miimkiin olmur, yani bunun ti¢lin daha miirokkab
omoliyyata miiraciot etmok lazzim golir. Lazzim olan bu
omoaliyyat, masalon, aslinda iki amaliyyatin, firlanma vo giiz-
giido (aslinds firlanma oxuna perpendikulyar miistovida) oks
etdirmo omoliyyatlarinin ardicil yerina yetirilmasindon ibarat
olur. bu halda firlanma oxuna inversiya oxu deyilir.

Simmetriya miistovisi P elo toxayilil olunan miistaviya
deyilir ki, o fiquru (cismi) elo iki barabar hissays bolsiin ki,
onlardan biri o birisinin giizgiidoki oksi kimi goriinsiin.

Kristalin mohdudiyyat elementlorinin (tillar, bucaglar va
tizlor) vo bagsqa xassalorinin miioyyan istigamotds diizgiin
tokrarlana bilmasino onun simmetriyasi deyilir.

Kristallik ¢oxiizliniin simmetriya miistovisi elo toxayiil
olunan mistaviya deyilir ki, onun hoar iki torafinds vo ondan
eyni mosafods kristalin eyni mohdudiyyat elementlari vo eyni
xassoloari yerlosmis olsun.

Beloliklo, simmetriya miistovisi glizgii xassaSino malikdir.
Masalon, kubun 9 simmetriya miistovisi var. Bunlar onun iizbs-
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iz lizlorinin ortalarindan (ii¢ miistovi), lizbaiiz tillordon kegan
(6 miistovi) miistovilordir. Diizglin altilizlii prizmanin (hekso-
qonal prizmanin) 7 simmetriya miistovisi (li¢li qarsiligl tillor-
don va biri tillorin ortalarindan kegmoklo oxa perpendikulyar)
var (sokil 1.7.3 a, b, c).
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Sokil 1.7.4. a) kubun
simmetriya miistovilari;
b) diizgiin altuizlii prizmanin
simmetriya miistavilari; c)
diizgiin altuizlii prizmanin
simmetriya miistavilarinin
sxemi
c)

Kristallarin simmetriya miistoavilorini P ilo isaro edirlor.
Ogor P-nin garsisinda amsal varsa yoni, nP (neN) soklinds
yazilibsa, onda n adadi homin kristalin simmetriya miistovilo-
rinin sayimi gostarir.

Fiqurun (cismin, kristalin) simmetriya oxu elo toxayiil olu-
nan diiz xatto deyilir ki, fiquru (cismi, kristal) onun strafinda
firlatdigda 6zii 6zii ilo ist-lista diiso bilsin (sokil 1.7.5 b).

42



a) b) c)

Sokil 1.7.5. a) bir simmetriya miistavi fiqur; b) bir
simmetriya oxlu fiqur; c) bir inversiya oxu olan fiqur

Figuru ox otrafinda 360° firlatdigda onun 6zl 6zl ilo necgo
dofo iist-listo diismosindon asili olaraq simmetriya oxunun
tortibi toyin edilir. Bu o demokdir ki, fiquru ox otrafinda 360°
firlatdigda onun nego dofo iist-listo diisdiiylinii gostoron tam
odads firlanma oxunun tartibi deyilir. Fiqurun tist-tisto diismasi
tictin talob olunan an kigik firlanma bucagina dénmonin ele-
mentar bucag: deyilir. Masalon, fiquru 360° firlatdigda fiqur iki
dofa iist-lista diistibsa (sokil 1.7.5. b), onda oxun tartibi iki, ele-
mentar bucaq 180°-dir. Fiquru 360° firlatdiqda o alti dofo iist-
iisto diisiirso, onda oxun tortibi alt1, elementar bucaq iso 30°-dir.

Adoton kristalin simmetriya oxlari onun {iizlarinin ortala-
rindan, tillorin ortalarindan, qarsilight topalordan vo habels til
Vo onun qarsisindaki {iziin ortasindan kegirlar.

Qeyd etmok lazimdir ki, kristallarda ancaq, 1-ci, 2-ci, 3-Ci,
4-cii vo 6-C1 tortib simmetriya oxlar1t movcud olurlar vo demali
galan tortibli oxlar mévecud deyillar, ¢iinki yuxarida da gostor-
diyimiz kimi 5-ci, 7-ci vo daha cox tortiblor Kkristallarin soboka
qurulusuna zidd olduglarindan miimkiin olmurlar (yuxarida
diizgiin besbucaqli ilo miistovini kasilmoz 6rtmoyin miimkiin-
stizliiytinii  gostormisik). 1-ci tortib simmetriya oxu cismin
sikunotine, yoni he¢ firlanmamasina ekvivalent oldugundan
onu hesaba almirlar. Onda deyo bilarik ki, kristallarda ancaq 2-
ci, 3-cii, 4-cii vo 6-C1 tortib simmetriya oxlart movcuddurlar.
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Kristalin inversiya oxu elo diiz xotto deyilir ki, fiqur (kris-
tal) onun otrafinda firlamb, sonra iso morkozi noqtodon oks
olunmagla 6zii-6zii ilo tist-iisto diissiin (sokil 1.7.5.c v 1.7.6.).

A A
~ ~

Sokil 1.7.6.

Simmetriya oxlarmi indeksdo tortibi gostarilmoklo L harfi
ilo isaro edirlor. Masalon, {igiincii tortib simmetriya oxa Lgs,
dondiincii tortib Ly kimi yazilir. nLy sokilli yazi gostoarir ki,
kristalin n sayda k-tortibli simmetriya oxu var. Inversiya oxlar
Lik kimi isara olunur. Burada k oxun tortibini gostarir. Kris-
tallar iiclin adi simmetriya oxlarinda oldugu kimi eyni sobaba
gora inversiya oxlar1 da ancaq 2-ci, 3-cii, 4-Cii vo 6-C1 tortiblara
malik olurlar. 5-ci vo ondan yuxari tortiblor kristalin sobokos qu-
rulusuna zidd olduglarindan onlar «qadagan olunmus» hesab
olunurlar. ©slinds isa Kkristallografiyada ancaq 4-cii vo 6-C1 tor-
tib inversiya oxlarma baxilir, ¢iinki qalan tortibli oxlar avvalca
baxilmis elementlars ekvivalentdirlar, yani: L; =C (C ilo mar-

kozi inversiya gevirmagi isara olunur) L; =P vo L, =L,P.

§1.8. Simmetriya qruplart

Tobistdo moveud olan kristallar ancaq ya sads formali, ya
da onlarin kombinasiyasi soklinds tizlor omolo gatirirlor. Sads
formalara asagidakilar1 misal géstarmak olar: monoedr (birca
miistavinin amolo gotirdiyi fiqur); pinakoedr (iki paralel miis-
tovinin omoalo gotirdiyi fiqur); diedr (iki kosison miistavinin
omoalo gotirdiyi iki iizlii); prizmalar (ii¢ vo daha ¢ox iizlii priz-
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malar); piramidalar, tetraedrlor, dipiramidalar, ditetraedrlor, tra-
pesiyaedrlor va s. (sokil 1.8. 1-10). Sads forma dedikds sim-
metriya elementlori ilo slagalonmis eyni iizlor toplusu nazards
tutulur. Sads formanin {izlori 6z fiziki vo kimyavi parametrlori
Vo Xassolori baximindan eyni olmalidirlar. Normal soraitdo
inkisaf etmis kristalda onlar 6z 6l¢ii vo formalarina goro do
eyni olmalidirlar. Kristal bir nego miixtalif nov iizloro malik-
dirss, onda bu bir nega sads formanin kombinasiyas: demoakdir.
Kombinasiya simmetriya elementlari ilo alagelonmis iki vo ya
daha ¢ox sado formalarin tizlasmasina (uygunlasmaqla birlos-
moasi) deyilir.

S 2T

Sakil 1.8.1. a) monoedr; b) pinakoedr; c) diedr
b) c)

N
T
+
|
5 T —

Sakil 1.8.2. a) trigonal; b) tetraqonal; c) heksoqonal prizmalar

a) b) FC)

Sakil 1.8.3. a) ditrigonal; b) ditetrogonal;
c¢) diheksoqgonal prizmalar

L
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b) ' ¢) |
Sakil 1.8.4. a) trigqonal; b) tetragonal;
¢) heksoqgonal piramidalar

a)

Sokil 1.8.5. a) ditriqonal; b) ditetraqonal;
c) diheksogonal piramidalar

Sakil 1.8.6. a) trigonal; b) tetragonal; c) heksoqonal
dipiramidalar



c¢) diheksoqonal dipiramidalar

a) b) c) _
Sakil 1.8.8. a) tetragonal; b) triqonal; c) heksoqonal
trapesoedrlar

Sakil 1.8.9. a) tetragonal; b) ditrigonal skalenoedrlar

47



Sakil 1.8.10. a) romboedr; b) kub; c) oktaedr

Simmetriya elementlorinin miimkiin uzlagsmalar1 masalasi,
imumiyyatlo simmetriyanin Syronilmasindo xiisusi todqigat
obyekti kimi giymotlondirmolidir. Noqtovi simmetriya qrupla-
rinin say1 immuiyyatlo sonsuzdur. Bununla bels, onlardan eyni
tiplorini birlosdirmoaklo onlar1 sistemlosdirmok miimkiindiir ki,
bu da xiisusi shamiyyat kosb edir.

Verilmis fiquru 6zii 6ziino geviron amoaliyyatlar toplusuna
simmetriya qrupu deyilir. Masalon sokil 1.7.5 a)-daki fiqur
oziindo iki amoaliyyati — eynilik vo miistovido oks olunma
omoliyyatlarini sokil 1.7.5 b)-doki fiqur da iki — eynilosma vo
inversiya omaliyyatlarint gizladir. Eloca da, sokil 1.7.5 ¢)-doki
fiqurda da iki amaliyyat firlanma vo oks olunma omoliyyat-
lari1 gizladir. Belalikls, har ii¢ fiqurda simmetriya amaliyyat-
larinin say1 ikiya barabardir. Simmetriya grupunu amals gatiran
geyri-ekvivalent amaliyyatlarin maksimal sayina qrupun tartibi
deyilir. Belalikls, eyni sayda simmetriya omoliyyatlarina malik
olan fiqurlar (kristallar) bir grupda birlasdirilir. Fiqurun tortibi
ISo 6z novbasinda fiqurun barabar hissslorinin maksimal sayina
barabardir. Umumiyyatlo, Kristallografik grup dedikds bu vo ya
digar uzlasmada olan ancaq 1-6-c1 tortib sads (vo ya inversiya)
simmetriya oxlarina malik olan kristallarin simmetriyasini
tosvir edon fiqurlar nazards tutulur. Kristallografik qruplarin
iimumi saymin 32 olmasi isbat olunub [80].
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Eyni simmetriya grupuna daxil olan kristallar toplusuna
kristallografik sinif deyilir. Demali, hor hansi kristallografik
qrup uygun kristalloqgrafik sinfin torkib hissasidir.

Kristali amolo gotiron hissaciklor foza kristal sobokasini
oamala gatirirlar. Har bir saboka novii ti¢lin onun 6ziina Xas olan
osas paralelopipedi (baza elementi) segilo bilor, bels Ki, tillori
on kigik transliyasiyalara barabar olan bu paralelopipedlordan
biitovliikdo kristal sobokasini inga etmok olar. Séziigedon para-
lelopipedin tillari elaco do, bu tillor boyu yonoldilmis oxlari
uygun olaraq a, b vo ¢ ilo onlardan b vo ¢ arasindaki bucagi o,
C Vo a arasindaki bucagi 3 Vo nohayat a vo b arasindaki bucagi
v ilo isara edirlor (sokil 1.8.11).

Beloliklo, har bir elementar
paralelopiped bu altt parametrin
komayi ilo xarakterizo oluna bilar.
Buna uygun olaraq istonilon kristal
tclin alti mixtalif kristallografik |
koordinat sistemi mdvcud ola bilor |
ki, bunlara da singoniyalar deyilir. b
Singoniya sozii iki latin sozlari sin ’
— oxsar, qoniya — bucaqliliq sozlo- = W
rinin birlogsmasi olub oxsarbucag- %\
liliq demoakdir. Belo sinqoniyalarin P .
say1 yeddidir va onlari ii¢ kateqori- Sokil 1.8.11.
riyaya bolirlor:

1) Kubik singoniya. Bunu ali kateqoriya adlandirirlar.

2) Heksoqonal, triqonal vo tetraqonal singoniyalar. Bun-

lara orta kateqoriya sonqoniyalar1 deyilir.

3) Rombik, monoklin vo triklin singoniyalar. Bunlara

asag1 kateqoriya sinqoniyalar deyilir.

Bu sinqoniyalarin adlari asagidaki yunan sozlarindon yara-
dilib:

mono — bir, di — iki (iki dofa, ikigat) , tri — ti¢ (li¢ dofo),
tetra — dord (dord dofa, dordqat), penta — bes (bes dofa, besqat),

(@]

b4
i
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heksa — alt1 (alt1 qat), okta — sokkiz, deka — on, dodeka — on iki,
singoniya — oxsar bucaqliliq, edra — iiz, qonna — bucag, pina —
16vho.

Ali kateqoriya singoniyada on ¢ox simmetrik olan kristallar
birlagirlor. Bu singoniyada tortib ikidon ¢ox boyiik olan sim-
metriya oxlarinin say1 birdon ¢ox olur. Kubik singoniya kris-
tallar1 miitloq dord t¢ilincii tortibi simmetriya oxuna (4L3) vo
bundan olavs ya ii¢ qarsiligh perpendikulyar olan doérdiincii
tortib (3L4), ya da ii¢ ikinci tortib (3L;) simmetriya oxlarina
malik olurlar. Belaliklo, kubik sinqoniyada simmetriya ele-
mentlorinin maksimal say1 3L44L36L,9PC yoni 3 dona 4-cii
tortib, 4 dono tgiincii tortib, 6 dono ikinci tortib simmetriya
oxlari, 9 dono simmetriya miistovisi vo bir dona simmetriya
morkoazi olmagla on yeddi simmetriya elementi var. Bu
gobildon olan kristallara kub, oktaedr, tetraedr, romboedr,
pentagondodekaedr va b. soklinda rast golinon kristallar misal
ola bilarlor (sokil 1.8. 12, 13).
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Sakil 1.8.12. Kubun simmetriya miistavilori
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1 2 J 4 5
8 g

Sakil 1.8.13. Kubik sinqoniya kristallari:

1 — kub, 2 — kubooktoedr, 3 — oktoedr, 4 — rombododekaedr, 5
— tettagon-tritetraedr, 6 — kombinasiya (iki tetraedrin), 7 —
pentagon dedekaedr, 8 — heksooktaedr, 9 — iki kubun
birlagmasi (akizlor)

Orta kateqoriya singoniyalarda tortibi ikidon ¢ox olan
ancaqg birco simmetriya oxuna malik olan kristallar1 birlasdi-
rirlor. Orta kateqoriyaya heksoqonal, tetragonal vo trigonal
singoniyalar aiddirlor. Bunlardan heksogonal sinqoniya onunla
xarakterizo olunur Ki, onun birca altinci tortib simmetriya oxu
(Lg) olur. Simmetriya elementlarinin bu sinqoniya {i¢iin maksi-
mal say1 Lg6L,7PC, yani 1 dona altinci tortib, 6 dona ikinci
tortib simmetriya oxlari, 7 dona simmetriya miistovisi vo 1 dons
simmetriya morkoazi olmaqla on bes simmetriya elementindon
ibarotdir. Heksoqonal sinqoniya kristallar1 prizmalar, pirami-
dalar, dipiramidalar (oturacaglar1 ilo birlogmis iki piramida)
soklinda rast golinirlor (sokil 1.8. 14).

Tetraqonal sinqoniya kristallar1 dordiincii tortib bir vo ya
ikinci tortib 4 simmetriya oxu ilo xarakterizo olunurlar. Burada
simmetriya elementlorinin maksimal say1 L44L,5PC, yoni 11
simmetriya elementindan ibaratdir (sokil 1.8.15).

51



! 2 J 4
Sokil 1.8.14. Heksoqonal sinqoniya kristallari
1 — tetraqotnal dipiramida; 2 — heksogonal prizma ila
heksoqonal dipiramidanin uzlasmasi; 3 —heksoqonal prizma; 4
— dipiramida ilo heksogonal piramida va pinakoidin
kombinasiyasi

=000
7@§§@

Sakil 1.8.15. Tetroqonal sinqoniya kristallari:

1 —tetragonal dipiramida; 2 — anataz; 3 — tetraqonal prizma ila
tetroqonal dipiramidan uzlasmasi; 4 — dipiramida ilo iki prizmanin
uzlagsmast (kombinasiyasi); 5 — iki prizma ilo dipiramidanin
kombinasiyasi; 6 — iki tetragonal prizma ilo dipiramida va
pinakoidin kombinasiyasi; 7 — iki prizmanin ik dipiramida ila
kombinasiyasi,; 8 — kisseterik akizlori; 9, 10 — vulfenik; 11 — seelit

Singoniyanin kristallar1 qalay dasi, mis col¢edani, triskon
Vo basqa minerallar soklinds tapilirlar.

Trigonal sinqoniya bir adad tiglincii tortib simmetriya oxu
ilo xarakterizo olunur. Simmetriya elementlorinin maksimal
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say1 L33L,3PC qgadordir, yani 7 simmetriya elementindon iba-
rotdir. Kristallar prizma, prizma piramida, dipiramida, onlarin
kombinasiyalar1 vo bagqa sokillordo olurlar. Bu singoniya
soklindo kristallasan minerallardan kvars, Kkalsit, gematit,
korund va basqalarini géstormka olar (sokil 1.8.16).

=< Al

Sakil 1.8.16. Triqonal sinqoniya kristallpari:
1 — gematit; 2 — ilmenit; 3, 4 —turmalin;
5 —iizlori strixli turmalin; 6 — korund

Asagi kateqoriya sinqoniyalarinda yuxari tortibli simmetri-
ya oxlar1 olmur. Lakin ancaq ikinci tortib simmetriya oxuna
malikdirlor. Yuxarida gostordiyimiz kimi bu kateqoriyaya
rombik, monoklin va triklin sinqoniyalar daxildirlor.

Rombik sinqoniya bir neg¢a ikinci tortib simmetriya oxuna
ya da bir ne¢o simmetriya miistavisino malikdir.

Kristallarin xarakterik formalari: rombik tetraedr (sokil
1.8.17 2) rombik prizma (kasiyi romb) vo rombik dipiramida
soklindadirlar (askil 1.8. 17).

Bu sinqoniyanin simmetriya elementlorinin maksimal say1
3L,3PC gadar, yani 7 dona ola bilar. Bu kristallar barit, topaz,
markazit, antimonit vo b. minerallar soklinds tapilirlar.

Monoklin sinqoniyalarin kristallar1 ya 1 ikinci tortib sim-
metriya oxa (L), ya 1 simmetriya miistavisi (P), ya da maksi-
mal L,PC sayda simmetriya elementlori ilo xarakterizo olunur-
lar. Kristallarin formalar1 rombik prizma va pinokoidlo mono-
edrin kasismasi soklinda olurlar. Monoklin sinqoniyanin xarak-
terik minerallari: gips, piroksen va basgalaridir (sokil 1.8.18).
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12 13 14 15
Sokil 1.8.17. Rombik singoniya kristallart:

1 —rombik prizma; 2 — rombik dipiramida; 3 — stavrolit kristali,; 4, 5
— stovrolitin xagvari aKizlor saklinda bitismasi; 6 — prizma, dipirami-
da va pinakoidin kombinasiyasi; 7 — iki prizma ila dipiramidanin
kombinasiyasi; 8 — topaz kristali; 9, 10 — arsenopirat kristali; 11, 12
— andaluzit kristali; 13, 14 — kolumbit-tantalit kristali; 15 —
samarskit kristall

100X §
0Q0=E

Sakil 1.8.18. Monoklin sinqoniya kristallari:
1 —ii¢ pinokoidin kombinasiyasi,; 2, 4 — piroksen kristallar; 3 —
prizma ilo pinokoidin kombinasiyasi; 5, 6 — sfen kristallar:,; 7, 8§ —
monasit kristali; 9 — volfiamit kristali; 10, 11 — epidot kristallar
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Triklin singoniyalara an
az simmetrik Kristallar
daxil olurlar. Onlar an-
caq birco simmetriya
morkazino malik olur-
lar. Bu singoniyanin xa-
rakterik kristali pino-
koidlo monoedrlarin
kombinasiyasidir (sokKil
1.18.19).

Sinqoniyalarin asas
verilir.

4
Sokil 1.8.19. Triklin singoniya
kristallari:

1 — aksinit; 2 - kianit
xarakteristikalar1 asagidaki codvalda

L= .. c
< > S? .- = D
Sl | 52| 525 |585EE| Simmeia
S | Singoniya | 52 | 53 e S8k elementlorinin
g == EX 3 |8 TECE uzlagmalar1
2 T @ ESoc |Eog55S
Q > € a8 »n &°
a=b=c
Trigonal hamis1 | C a=p=90° C
y=120°
SED p.L azb=c
£ | Monoklin | goxlug | | *5& a=y=90° P,L, L,PC
2 B=90°
. . L,2P3L, | azb=c .
Rombik uc¢ 3L,3PC (XZB:Y:gOO L,2P; 3L,, 3L,3PC
—h— Ls, LsC, L33P
Trigonal bir Ls a=b=c Ls2L,
oy Ls3L,3PC
Ly .
. a=b=c L4, L4PC, L44P;
g Tetragonal | bir ﬁXUd a:B:y:QOO L AL,5PC
1
o e |
Heksogonal | bir yaxud a:B:OQOO L§6-L2—3P'
. 16— I 1
Lie 1790 Lis3L,3P=L43L,4P
4133L,3PC;
- . a=b=c 4L33L2(3L4)6P
= | Kubik yoxdur | 4L, G:B:Y:%O 3L44L36L2|,
3L44L56L,9PC
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§1.9. Handasi kristallografiyanin qanunlart

Bir birlorindon asili olmayaraq Steno (1638-1687),
M.V.Lomonosov (1711-1765) vo Rome de Lil (1736-1790)
tapmislar ki, eyni soraitdo eyni maddonin biitiin kristallarinin
tizlori vo tillori arasindaki bucaqglar homiso sabitdirlor. Buna
bucaglarin sabitliyi ganunu deyilir. Eyni maddonin kristallar
gorkomina goro bir-birindon forgli ola bilarlor, lakin buna
baxmayaraq onlarda uygun ftzlarin vo tillorin aralarindaki
bucaqlar biitiin kristallarda eyni olub verilon maddo tigiin sabit
komiyyatdir. Kristallarin hanst maddoys aid olmasini bilmok
iictin bu olamoatdon istifado edirlor. Kristallarin tizlori vo tillori
arasindaki bucaglari 6lgmoak tigiin qoniometr (bucaqdlgon) adli
cihazdan istifado olunur. Bucaglarin sabitliyi qganununa Steno
ganunu da deyilir.

Kristallografik koordinat sisteminin toyini elo vahid iiz
adlanan kasiyin yani kristal sobokoasinin baza paralelopipedinin
diagonal kasiyinin tayinins gotirir. Bunu sorh etmok ti¢iin osas
paralelopipedin bir topadan ¢ixan ii¢ torafini koordinat oxlari
gobul edib onlarin iizorindoki oan kigik translyasiyalari (para-
lelopipedin toraflorini uygun) olaraq a, b va c ilo isaro edok.
Onda oasas paralelopipedin diagonal kasiyi abc tigbucagi olar.

Bu iicbucagin miistovising  \“*
paralel A;B:C; miistovisini
kegirok. O koordinat oxlarini
A;, B; vo C; noqgtalorinds
kasacok. Bu miistavini homiso
elo vaziyyata gotirmok olar ki,
N, N2 Vo nz ododlori tam
adadlar olmagla

OA=n;a, OBl=n2b, OCi=nsc (191)
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borabarliklori dogru olsun.
Eyni gayda ilo A2B,C, miistavisini ds elo kegirmok olar ki,
my, My, mz adadlori tam adadlor olmagla

OA,=m;0A;, OB,=m,0B;, OC2=m30C1 (192)
barabarliklori dogru olsun. Indi do parametrlorin ikigat
nisbatinoe baxaq:

(1.9.1) vo (1.9.2) barabarliklorindon aliriq:

OA,=mn;a, OBg=m2n2b, OC2=m3ngc (193)
Buradan da aliriq:
OA, OB, OC,
OA, OB, OC,
— mlnla . m2n2b . m3n3C —
na nb  ng
Yoni {i¢ tam odadin ikigat nisbotini aldiq. Buna tam odadlor
nisbati ganunu va yaxud ikigat rasional nisbatlor ganunu deyi-
lir. Bagqa sozla, kristalin istonilon iki tiziiniiniin Kasison {i¢
tillori tizorinds ayirdig1 pargalarin ikigat nisbatlori nisbaton on
kicik olan ii¢ tam adadin ikigat nisbatlori Kimidir.

Bu ganuna asasan kristalin istonilon iiziiniin fozadaki vaziy-
yatini tayin etmok olar. Kristallografiyada m;=h, m,=k vo ms=¢
kimi isaro etmok gobul olunub. Bu parametrlori motorizads
belo yazirlar (hk€) vo buna kasiyin simvolu deyilir. Masalan,
vahid iizo (baza elementinin diagonal kasiyino) (1 1 1) simvolu
qarst qoyulur. Kristallografik oxlardan birina paralel olan {iza
iso (0) simvolunu gars1 qoyurlar.

Ogor iz kristallografik tizlordon hansinasa paraleldirss, de-
moli onun oxu kosdiyi noqto sonsuzlugdadir. Masalon, iz a
torofino paraleldirso, onda onun OA; torafi sonsuz uzundur va
uygun nisbatin maxracinds « oldugundan o nisbat sifra barabar
olur. Tutaq ki, ABC miistavisi a Vo ¢ oxlarina paraleldir. Onda
aliriq:

(1.9.4)

m, :m,:m,
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OA, OB, . OC,
OA, © o
Bunun har tarafini h-a bélmaklo indekslarin nisbatini 1:0:0
soklinda aliriq. Demali, s6ziigedan iiziin simvolu (100 olacaq).
Deyilonlordon aydin olur ki, parametrlorin ikigat nisbati an-
caq retikulyar sixliga malik olan {izlor ti¢iin ¢ox bdyiik ola bilor
ki, bu da Brave qanununa goro kristallarda mévcud olmurlar
(liztin retikulyar sixlig1 dedikds onun vahid sathina diison qov-
saqlarin say1 nazarda tutulur).
Brave qanununa goro Kristallar ancaq boyiik retikulyar
sixliga malik tizlorlo ortiiliirlor.
Beloliklo, parametrlorin ikigat nisbatlori kigik tam adodlorlo
ifads olunurlar.

=h:0:0 (1.9.5)

§1.10. Kristallokimyanin bazi elementlari

1% Kristallokimya kristallarin daxili qurulusunu, onun
kimyavi torkibini, kristallar1 amala gatiron hissaciklor arasinda-
k1 olagalori vo bu olagolorin mévlarini vo s. dyronir. Belo ki,
kristallik maddonin daxili qurulusu notioco etibari ilo onun
biitiin xiisusiyyatlorinda, kristalin formasinda va digor fiziki va
Kimyovi xassalorinds 6z oksini tapir. Kristallokimyanin qarsi-
sinda duran 2sas magsad minerallarin qurulusunu Syronmakla
Vo kimya ganunlarina istinad etmoklo avvalcadon molum xas-
salara malik, elmin va sanayenin yeni toloblorini 6daya bilacok
yeni kristallar1 sintez etmokdir.

2°. Kristali toskil edon hissaciklor arasinda kimyavi olagalor
Vo onlarin tiplori:

Owvellor geyd etmisdir ki, kristali amala gotiron hissaciklor
(atomlar, ionlar, molekullar) fazada ciddi bir ganunauygunlugla
yerlosirlor. Onda bels tobii sual meydana ¢ixir ki, bu hissa-
ciklori fozada deyilon vaziyystdo qalmaga hansi qiivvo Vo ya
hans1 sobab vardar edir? Bu hissociklor arasinda hansi rabitalor
moveuddur?
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Bu rabitalori bir ne¢s tips ayirtb dyranmok olar. Séziigedan
tiplorin novlari do 6z névbasinds kristal sobokasinin qovsaq-
larinda hansi hissaciklorin, ionlarinmi, atomlarinmi va yaxud
molekullarinmi yerlosmasindan asili olur. Buna uygun olaraq
rabitalorin adlar1 ion rabitasi, atom rabitesi vo molekulyar
rabito kimi saslondirilir.

fon (vo ya geteropolyar) rabito tipi qovsaqlarinda ionlar
yerlosmis kristallarda miisahido olunurlar, daha dogrusu qov-
saqlardaki iki miixtalif yiiklii ionlar arasinda moveud olur. Bu
ionlar arasindaki elektroostatik cozbetmo vo itoloma qiivvalori
ionlar1 bir-birindon miioyyon maosafodo saxlayirlar. Bu rabito
tipi on sado rabito tipi hesab edilir vo an ¢ox qgeyri-lizvii birlos-
molora xas olur. Buna misal olaraq nitratlari, karbonatlari,
sulfatlar1 vo basqalarmi gdstormok olar. fon rabitosi tez disso-
siasiya olunan, yoni ayrilan rabitalordondir. Bu o demoakdir Ki,
ion rabitoli kristallar tez hall olunur vo buxarlanirlar. Belo
rabitoli kristallar yaxs1 dielektriklardirlor, mas. NaCl.

Kovalent (vo ya homopolyar) rabito tipi qovsaglarinda
atomlar, gisman do ionlar yerloson kristallarda miisahids olu-
nurlar. Burada hissaciklor qonsu atomlarla ortaq ionlarin mey-
dana golmasi hesabina alagslonirlor, bels Ki, iki atom va ya ion
onlarda timumi elektron tobagasinin amalo galmasi sobobindon
bir-birini cozb edirlor vo oldugca méhkom rabito yaradirlar ki,
bu da minerallarda kamillogsmis moéhkamliyin amala galmasina
sobab olur. Kovalent rabitoys malik kristat maddslor yaxsi
izolyatorlardirlar.

Metallrabita. Bu rabito novii ancaq kristal sobokasinin
qovsaqlarinda atomlar yerloson Kristallarda olurlar vao onunla
xarakterizo olunurlar ki, kristal sobokasinin qovsaqlarinda
atomlarin niivalori yerlogirlor vo bu niivalor sanki sarbast
elektronlardan yaranmis qaz hissaciklori daxilindo yerlosmis
olurlar. Kristal sobakasinin hor bir atomu 6z elektronunu verir
Vo belaliklo, miisbat yiiklii iona ¢evrilir, verilmis har hansi bir
atomla birlosmads «elektron gazi» soklinds ortaq veziyyetds

59



qalir. Misbot yiikli ionlarla manfi yiiklii sorbast elektronlar
cozbetmo qiivvasi, eyni yiikli hissaciklor arasindaki italoma
qiivvasini tarazlagdirir. Bunun naticasinds kifayst godor moh-
kom struktur yaranir vo bu strukturda elektronlarin sorbast
yerdayismasi bu struktur ii¢lin saciyyavi olan bir sira xassalori
mioyyan edir. Buna yaxsi elektrik vo istilik kegirma, metal
parlaglhigi, doyiilo bilma vo s. kimi xassolori misal gostarmok
olar. Bels rabitays kiilgo metallar (mis, qizil, giimiis va S.) mi-
sal ola bilor. Yuxarida adlarini ¢gokdiyimiz rabitalorin siyahisini
tamamlamaq {iglin qaliq rabito adlanan bir rabito novii hag-
qinda da danisagq.

Qaliq rabito molekulyar kristal sobokasinds iki molekula
arasinda rabita qaliq qlivva (yaxud Van-der-Vals qiivvasi) adla-
nan qiivvo hesabina amolo golir. Baxmayaraq ki, belo soboko-
lordo molekullar elektrostatika baximindan neytraldirlar vo
onlardaki biitiin yiiklor tarazlasiblar, molekullarin bir ¢oxu
dipol halinda olurlar. Bu o demoakdir ki, molekuldaki miisbat
yiiklorin agirliq moarkazi ilo biitiin manfi yiiklorin agirliq mor-
kozi iist-listo diismiirlar. Bu ciir dipolun yaranmasi naticasinda
eyni molekulun ayri-ayri hissalori miioyyan yiik oldo edirlor.
Lakin molekulun 6zii mixtoslif yiiklor bir-birini tarazlagdir-
diglarindan neytral qalir. Lakin bu zaman dipolun yaranmasi
naticasindo iki molekulun miixtalif hissolori miixtalif yiiklon-
diklarindan qaliq rabits yaranir. Tabii Ki, bu rabite qlivvasi ¢ox
kigikdir, ona géra do belo rabito mohkom deyil. Bu sobabdon
hotta ¢ox kicik xarici tasir belo maddaloro dagidici tosir gos-
torir. Bozi maddslorin kovrokliyi vo asan buxarlanmasi da bu-
nunla izah olunur. Molekulyar rabito névii an ¢ox iizvii mad-
dalar tiglin xarakterikdir. Deyilanlordan bels ¢ixir ki, rabitanin
xarakteri kristal maddonin biitiin asas xiisusiyyatlorini miiayyan
edir.

Onu da demaliyik ki, tobiotdo rast golon kristallarin ok-
sariyyatinds bir yox, bir ne¢o rabits novii miisahids olunur.
Mosalon, grafit ticlin atomlar arasinda kovalent vo laylar
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arasinda qaliq rabitonin olmasi xarakterik haldir. Peritds (FeSy)
kiiktirdiin iki ionu bir-biri ilo kovalent, kikiird ionu ilo domir
arasinda ionlu kovalent rabito mévcuddur.

ITon radiusu. Kristallarm xassolorini miioyyan edon xiisu-
silo onlarda bas veran polyarlagsma xiisusiyyatino isiq salan
faktorlardan biri do kristal qurulusunda hissaciklor arasindaki
masafalorin miioyyanlosdirilmasidir. Malumdur ki, atom miis-
bot yiikli niiva vo monfi yiiklii elektronlardan ibarat olmagla
mioyyan nizamli qurulusa malikdir. Niiva ilo elektron tobage-
sinin yiiklori arasinda forq oldugda miisbot vo monfi yiikli
ionlar, kationlar va anionlar omala galirlor. Tabiidir ki, bunlar
arasindaki itolomo vo cozb etmo qiivvalori tosir edir. Naticado
hor bir ionda, yaxud atomda tasir sferasi meydana galir va bu
sferanin 6ziinomoxsus radiusu olur. Belaliklo, atom va yaxud
ion radiusu verilmis atomun (ionun) tasir sferasinin markoazinin
gonsu atomun (ionun) tosir sferasina yaxinlasa bildiyi minimal
mosafoys deyilir. Atom vo ya ion radiusu oslinds kristal
sobokasinin govsaqlar1 arasindaki masafoni va demali, verilmis
kristal maddonin qurulusunun xarakterini mioyyon edir.
Buradan da tobii olaraq aydindir ki, ion vo ya atom radiusu
miixtolif Kimyavi maddolar {igiin miixtolifdir. fon radiusunu iki
sistema asasan tapirlar bunlardan birinCi sistem rentgen siialar
vasitasi ilo 6lgmoalara asaslanir ki, onu V.M.Qoldsmidt toklif
etdiyino gora onun sarafina Qoldsmidt sistemi adlanir.

Ikinci sistem kvant mexanikasina osason nozori hesab-
lamalara s6ykonan sistemdir. Bu hesablamalar ilk dafs Poling,
sonra isa Arens Vo Qrin torofindon yerino yetirildiyi ii¢iin
Arens-Qrin sistem adlanir. Qeyd etmoak lazimdir ki, Qoldsmidt
vo Polingin aldig1 natiacalor bir-birina yaxindirlar. fon vo atom
radiuslar1 asagidaki bir sira saboblordon asilidirlar.

1) fonun yiikii — adoton miisbot yiiklii kationlarin tosir
sferas1 nisboton kigik radiusa, monfi yiiklii anionlarin tosir
sferasi iso nisbaton boyiik radiusa malik olurlar. Miiqayisa iSa
atomun 06z radiusu ilo aparilir. Bu onunla izah olunur ki,
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miisbat yiiklii ionlarda elektronlarin sayr atomdakina nisbaton
az, monfi yiiklii ionlarda iso elektronlar atomun 6ziindokindon
¢ox olur.

2) Atomun vo ya ionun polyarlagsma qabiliyyati, yoni atom
Vo ionun xarici elektrik sahasinin tasiri ilo 6z konfiqurasiyasini
doaiysmo gabiliyyati, atom vo ya ion radiusuna tosirsiz otiismiir.
Polyarlagsma qabiliyyati kristal qurulusundak: rabitalorin tipin-
don asili oldugundan vo kovalent rabitali strukturlarda 6ziini
daha gabariq gostordiyindan ion vo atom radiuslari rabitonin
ionlulugundan vo ya atomlulugundan shamiyysatli doracads
asilt olur.

3) Verilmis kristal maddonin yerlosdiyi termodinamik
soraitdo (tozyiqg, temperatur vo s.). fon vo atom radius tempe-
raturdan diiz vo tozyiqdon tors miitonasib asilidir.

§1.11. Atom va ionlarin kip yerlosdirilmasi

Kristal qurulusunu daha yaxsi tosovviir etmok tligiin onun
soboka qovsaglarindaki atom vo ionlar1 onlarin radiuslarina
borabar radiuslu miixtalif kiiraciklor vasitasi ilo gdstarmok olar.
Onda maddanin qurulusunu miixtalif 6l¢iili kiiracik siralarinin
toplusu kimi tasavviir etmok olar.

Istonilon belo sistemin dayamqliginin vacib faktorlarindan
biri onlarin kip yerlasdirilmasidir, yani sistemin dayaniqligi bu
kiiraciklorin  bir-birina no dorocods sixilmis olmalarindan
asilidir. Tobiotdo belo kip yerlogmalar asas yer tutur, ¢iinki bu
ciir yerlosma enerji baximindan an oalverigli vo demali, an
dayanigl haldur.

Atomlardan ibarat strukturlarda biitiin kiiraciklor eyni
atomlar1 tosvir etdiklorindon eyni Olgiiyo malikdirlor. Belo
oldugda an Kkip yerlosma masalasi sadslosir, belo ki, bunun
ticlin biitiin kiiraciklori elo yerlogsdirmok lazimdir ki, onlar bir-
biri ilo daha six tomasda olsunlar. Yani ikinci layin har bir
kiiraciyi birinci layin ¢ kiiraCiyi arasindaki ¢okoyo diismiis
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olsun. Ugiincii layin kiiraciklorino goldikdos iso burada iki hal
miimkiindiir:

1. ti¢lincii laym har bir kiiraciyi ikinci layin ti¢ kiiraciyinin
ustlindo elo dayana bilor ki, tigiincii laymn kiiraciyi altinda
birinci layin kiiraciyi olmasin (sokil 1.11.1) Bu varianta an Kip
kubik yerlosma deyilir.

.+. ® T
s
b)O O O+O+
® ° ) °
A + ~4= +
0.0 () O
+ _+ 4+
O O O

Sokil 1.11.1. Kip kubik yerlogsma:
a) timumi gortintis, b) tifigi miistavida ayri-ayri laylardaki
kiiraciklaorin markazlarinin proyeksiyalar:

2. tglincii layin har bir kiiracyi do ikinci laym ti¢ kiiraciyi
tizorindo ela yerlogsin ki, ikinci layin kiiroCiyinin altinda birinci
layin kiiraciyi olsun. Bu variant an kip heksogonal yerlosmo
adlanir (sokil 1.11.2)

a) b
; @ @ & )
i i
\.\ \Q\ \.\ \'\
3 ) o
5 - ® ® ©

Sakil 1.11.2. ©n kip heksogonal yerlosma:
a) timumi gortiniis,; b) miixtalif laylardaki kiiraCiklarin
Markazlarinin iifigi miistavi tizarinda proyeksiyalart
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Gostorilon strukturlarda bir ¢ox metallar kristallagirlar. On
kip kubik yerlosmo varianti, mosalon, kiilgo metallara (mis,
qizil, giimiis vo S.) xasdir.

Bu quruluslarda kiiraciklor arasindaki bosluglara xiisusi
diggat yetirmok lazimdir. Bu bosluglar oktaedrik vo tetraedrik
olmagla iki ciir olurlar. Onlarin adlar1 bosluglarin handasi for-
masina uygun olaraq verilib. Oktoedrik boslugun amalo golma-
sindo yerlosdirmanin sokkiz kiiraCiyi istirak edir, tetraedrikdo
iso adindan da goriindiiyti kimi dordii istirak edir (sokil 1.11.3).

Sokil 1.11.3. a) tetraedrik; b) oktaedrik boslugla

fon — kristallik tipli miixtolif strukturlari ionlarm on Kip
yerlosdirilmasi zamani1 yaranan bosluglari uygun kationlarla
doldurmagla tosvir etmok olar. mosalon, xo6rok duzunun
strukturunu xlorun biitlin ionlarim1 kip kubik yerlosdirib,
natrium ionlarini iso onun oktaedrik bosluglarinda yerlosdiril-
mis kimi toSovviir etmok olar.

§1.12. Koordinasiya adadi

Hor bir kristalin sobokasinin qovsaginda atomu (ionu) shata
edon atomlarin (ionlarin) sayma homin kristalin koordinasiya
odadi deyilir vo har bir kristal maddonin strukturu bu koor-
dinasiya odadindon asili olur. Masalon, yuxarda gostordiyimiz
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qizilin, magneziumum, sinkin (kubik, heksaqonal kip yerlos-
mo) strukturlarinda hor bir atom basqa on iki atomla ohato olu-
nub ki, bu da onun koordinasiya adadinin on iki olmasi de-
mokdir. Ton sobokalorda (yoni, qovsaqlarmnda ionlar olan soba-
kolords) miixtalif radiuslu ionlar birlasirlor, ona gérs do koordi-
nasiya adadi (yani har bir kation otrafinda qruplagsmis atomlarin
say1) vo yaxud har bir anionu shats edan kationlarin syai katio-
nun radiusu Ryg-nin anionun radiusu Ry-ya nisboatindon asili
olur, yani Ri:R; nisbatindan asili olur.

Koordinasiya adodi anion vo kationlarin miixtalif voziy-
yatlarda yerlogsmasini do xarakterizo edir vo demoli, bu vo ya
digor kiymavi birlosmonin qurulusu on ¢ox xarakterik olan
xiisusiyyati haqqinda avvalcadan fikir séylomaya imkan verir.
Asagidaki codvaldo koordinasiya adadinin Ry:R, nisbatindon
asililig1 gostorilir.

Koordinasiya Koordinasiya .
. e e R:R,
adadi, n coxiizliisiiniin formasi
2 Qantel 0-dan 0,15-o godor
3 Ucbucaq 0,15-don 0,27-ya godor
4 Tetraedr 0,22-don 0,41-5 godar
6 oktaedr 0,41-don 0,73-5 godar
8 Kub 0,73-don 1,37-5 godar
12 kubooktaedr 1

Koordinasiya haqqinda fikrimizi daha da aydinlagdirmaq
ticlin bir nego misala baxag.

1) Xorak duzunun koordinasiya adadini tapag.

Natriumun ion radiusu R,=0,98 A, xlorun ion radiusu iso
R=1,81 A = R.:R,=0,98:1,81 = 0,54. Yuxaridaki codvalo
osason 0,54 ododi dordiincii qrafaya disiir: 0,41<0,54<0,75.
Demoli, xorak duzunun koordinasiya addai 6-dir.

2) Kalsiumun CaF, strukturundaki koordinasiya adadini
tapag: Rx=1,06, R;=1,33 = Rx:R,=0,79;  0,73<0,79 < 1,37.

Demali, cadvals asasan bu strukturun koordinasiya addoi 8-
dir.
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§1.13. Struktur motiviar

Kristal maddoanin strukturu ham ona daxil olan koordina-
siya c¢oxiizlillorinin formasindan, hom do onlarin qarsiligh
uzlagsmalarindan (kombinasiyalarindan) asilidir. Strukturun
motivi dedikdo onu toskil edon koordinasiya coxiizliilarinin
qarsiligh birlogma tsullart nazords tutulur. Kristallokimyada
asagidaki motivler molumdur:

1) Strukturun koordinasiya motivi. Koordinasiya motivi
koordinasiya coxiizliilarinin bir-biri ilo ortaq tizlor vo ortaq
tillor vasitasilo birlogsmasina deyilir. Buna galenit kristali misal
ola bilar (sokil 1.13.1).

Sakil 1.13.1. Qalenit kristalinda koordinasiya motivi

2) Strukturun ada motivi. Ayri-ayr1 koordinasiya c¢ox-
tzlilori bir-biri ilo ortaq kationlar vo ortaq anionlar vasitasi ilo
birlagirlar. Ada motivinin bir ne¢a ndviine baxilir:

a) ayri-ayr1 koordinasiya ¢oxiizliilori (iigbucaqlar, tetraedr-
lar, oktaedrlor, kublar va s.);

b) koordinasiya g¢oxiizliilori grupu (masalon, ikigat okta-
edrlor, tetraedrlor vo s.) sanki izolo olunmus vo kationlarla
birlosmis adaciglar omalo gatirirlar;

C) bir ne¢o (3, 4, 6) koordinasiya ¢oxiizliisii bir-biri ilo
birlosib holgo yaradirlar ki, bunlar da kationlarla birlogmis
adaciglar amala gatirirlor. Strukturun bels motivino halgavari
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motiv do deyilir. Oslindo bu elo ada motivinin xiisusi halidir
(sokil 1.13.2).

Sakil 1.13.2. Turmalin kristalinda strukturun halge motivi

3) Zoncirvari va lentvari motiv. Burada koordinasiya
coxtizltlori bir-biri ilo bir istigamotdo uzanmis sonsuz zoncir,
ya da ikilosmis zoncir vo yaxud da lent soklindo birlogsmis
olurlar (sokil 1.13.3).

a)

Sokil 1.13.3. Strukturun zancirvari motivi

67



4) Strukturun layli motivi. Koordinasiya coxiizlilari iKi
olgiilii sonsuz lay soklinds birlosirlor. Layin hiidudlar daxilin-
do ayri-ayri goxiizliilor bir-birins yaxin olurlar (sokil 1.13.4.).

a) b)

[5is0i"

Sakil 1.13.4. Strukturun lay motivi

Enyi zamanda ayri-ayri laylar bir-birindon ohomiyyatli
doracads arali olurlar.

5) Strukturun karkas motivi. Bu motivds biitiin koordina-
siya fiqurlart bir-biri ilo ancaq topslordo yerlogson ortaq ion
(atom) vasitasi ilo birlosirlor va sonsuz {i¢6l¢iilii foza karkasi
yaradirlar. Bu zaman coxiizlilor he¢ yerda bir-biri ils tillar vo
tizlor vasitasi ilo birlogmirlor. Belo birlosmo ¢oxiizliilor arasinda
qalan ¢oxlu, boyiik bosluqglarla farglonirlor.

Layli struktura malik olan kristal maddslor homiso bir
istigamotds yumsaq kamil bitisikliyo malik olurlar. Halgavari
motivli kristallar xiisusi ilo do karkasvari strukturlu kristallar
daxillorindaki ¢oxsayli bosluglarin olmasi ilo forglonirlor. Bu
bosluglara suyun vo ya basqa maye birlogsmolorin asanligla
niifuz etmasi miimkiindiir.

Beloaliklo, kristal maddalrin fiziki xassalari asason struktura
daxil olan atom vo ionlarin o6zlorinin  kimyavi torkibi,
rabitalorin tiplori va strukturun motivlori vasitasi ilo miiayyan
edilir. Kristaldaki biitiin bu slagolorin dayaniqli olmasini kristal
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gofasinin daxili enerjisi tomin edir. Kristalin daxili enerjisi
onun kristal sabakasina daxil olan kation va anionlarin birlos-
mosi zamani ayrilan enerji miqdarina deyilir. Bu enerjini mad-
danin bir grammolekulunu onu taskil edon ionlar1 bir-birindan
ayirmaga sarf olunan is miqdari kimi do toyin etmok olar.

§1.14. Kristallarn fiziki xassalari

Xalq tesarriifatinin bir ¢ox sahalarinds, radiotexnika, toba-
bat, metallurgiya vo miidafis sonayesinds kristallarin genis tot-
biqi, onlarin asas xassalorini bilmadon miimkiin deyil. Ona
gora do, burada onlar haqqinda qisa malumat vermoak moqsad-
yonli olmalidir.

Kristallar asagidaki asas xassalora malikdirlor:

1. Bitisiklik xassasi. Bu kristallarin paralel miistovi iizro
miiayyan laylara ayrilma xassasidir. Bu laylar hamiss haqiqi vo
ya miimkiin miistaviya paralel olurlar. Bitisiklik istigamatino
vo kamillik daracasine gora forglonir. Ogoar bitisiklik ancaq bir
istigamotdo miisahido olunursa, deyirlor ki, bitisiklik pino-
koidal xarakterlidir, iki istiqgamatdo miisahids olunursa, deyirlor
ki, bitisiklik prizmatik xarakterlidir, {i¢ istigamatdo miisahido
olundugda isa deyirlor ki, bitisiklik kubik xarakterlidir. Biti-
siklik (buna yapisiqliq da demok olar) vo onun kamillik daro-
cosi kristalin daxili qurulusunun xiisusiyyatlorindon asilidir.
Sokil 1.14.1-do gostarilon miistovi sobakoya baxaq

Burada AB istigamatindo qovsaq
noqtalori AC istigamotino nisbaton
six yerlogmislor. Ona géra do AB isti-
gamatinds ilismo qiivvasi AC istiga-
motindon ¢ox olmalidir. Onda aydin- ! ‘
dir ki, sokildo gostarilon tor AB isti-
gamotinds cirilmaya daha ¢ox miiqa-
vimatli olar nainki AC istigamatindoa.

Basqa sozlo, kristalin bitisikliyi daha CSa kil 1.14.1.1)

B
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cox retikulyar sixliga (yoni vahid sahays diison govsaqlarin
sayl) malik olan miistavi boyunca miisahido olunacag. Bu
Xasso minerallarin diagnostikasinda miihiim rola malikdir.

2) Kristalin barkliyi. Borklik dedikdo kristalin hor hansi
xarici mexaniki tosiro miiqavimat gostarma doracasi nozardo
tutulur. Kristallarin barkliyini toyin etmok ii¢iin an sads halda
cizma tsulundan istifado olunur. Daha bork kristal 6ziindon
yumsaq olan kristal tizarinda ciziq xatti amalo gotirir. On ¢ox
Moos skalas1t deyilon skaladan istifado olunur. Bu skalada
kristallar borklik doracasinin artmasi istigamatindo belo
diiztilmislor:

1. talk 2.gips 3. kalsit 4. flyuorit 5. apatit

6. ortekloz 7. kvars 8.topaz 9.korund 10.almaz

Kristalin biitiin basqa xassalori kimi barkliyi do onun daxili
qurulusundan vo kKimyovi torkibindon asilidir: a) kristalin miis-
tovi siralar1 arasindaki masafo no godor kigik olsa kristal bir o
gadar bork olar, b) eyni tipli qurulusa malik olan kristallarda
borklik kationlarin valentliyinin artmasi ilo artir, C) kationlarin
koordinasiyasinin artmasi ilo barkliyi do artir, ¢) kristalda ion
radiusu ki¢ik olduqda boarklik ¢ox olur;

3) Plastik deformasiyaya ugrayabilma Xassasi. Kristallarin
xarici mexaniki tasir noticasindo 6z formasini donmaz doyiso
bilmasina deyilir. Iki ciir plastik deformasiyaya baxilir:

a) kristal maddonin laylarmin miistovi siralarda paralel
yerdayismasi. Bu zaman yerdayisma kristalin cirilmasi ilo nati-
calonmir va hissaciklor 6z paralel oriyentasiyalarint doyismir-
lor. Siirismo deformasiyasinin bas verdiyi istiqgamoto siiriisma
istigamati deyilir;

b) doyiilo bilmo xassesi. Bu ciir deformasiya metallarda
tez-tez miisahido olunur. Ddyiilo bilma Xarici qiivvenin tasiri
il istonilon formam ala bilma Xassasidir. Doyiila bilma xasses-
sina temperatur v kanar qarigiqlarin tasiri boytikdiir.

4) Pyezoelektriklik xassasi. Deformasiya zamani kristalin
sathinds elektrik yiiklarinin amalo galmasine va torsins elektrik
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sahasinin tosiri ilo kristalin deformasiya olunmasi xassasidir.
Bu effekti 1880-ci ilds ilk dofs C vo P Kiiri qardaslar1 kvars va
turmalin kristallarinda askar etmis vo Oyronmislor. Pyezo-
elektrik effektinin movcud olmasi Ug¢iin osas sort Kristalda
morkozi simmetriyanin olmamasidir. Pyezoelektrik effekti
doénan hadisadir.

5) Piroelektiklik xassasi. Temperaturun doyismasi hesabina
kristalin elektriklosmasina piroelektrik effekti deyilir. Kristal-
larda piroelektriklik eyni zamanda ham polyar, ham ds vahid
simmetriya oxlar1 istiqastindo bas verir. Bu hadiso ancaq
dielektriklordo bas wverir. Piroelektrik effekti, kristallardan
temperaturu geyd etmok, otiiriicii (datgik) kimi istifado etmoaya
imkan verir.

6) Istilikkecirma xassasi. Kristalin biitiin xassalordon basqa
0 bir do istilikkegirmo amsali ilo xarakterizo olunur. Tempe-
raturlar forgi bir doracs oldugda vahid zamanda kristalin vahid
sathindon kegon istilik miqdarina onun istilikkecirmo omsali
deyilir. Miiayyan edilib ki, eyni kristalda istilik ke¢irmo omsali
miixtalif istigamatlordo miixtalif ola bilor (istilikkegirmaya
gora anizotroplug).

§1.15. Simmetriyada superpozisiya

Soziigedan prinsip handasi vo ya fiziki hadisalarin birlikda
bir biitév kimi baxilan iki vo ya daha ¢ox simmetriya forma-
larinin yekun simmetriyasini tayin edon prinsipdir. Bu prinsipi
onu ilk dofs hondasi fiqurlar {igiin askar etmis fransiz fiziki
P.Kiiriininr sorafina Kiiri prinsipi do adlandirirlar. Simmetri-
yalarin superpozisiya prinsipinin daha daqiq ifadssi gorkemli
rus alimi A.N.Subnikov tarafindon verilmisdir. A.V.Subnikova
gOra superpozisiya prinsipinin mahiyyati ondan ibaratdir Ki,
bir-birina borabar olmayan bir nega simmetrik fiquru bir-biri ilo
bir tokibds birlosdirdikds (kasisdirdikds) alinan sonuncu fiqur-
da ancaq simmetriyanin verilmis birlogdirmo vo fozada yerdo-
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yisma iisulu {igiin ortaq olan simmetriya elementlori qalir. Bu
iso 0 demoakdir ki, yekunda alinan fiqurun simmetriya grupu

birlogon obyektlarin simmetriya
gruplarinin on boytlik alt qrup- 9
larindan ibarat ola bilor. Misal
ticlin kubla onun yuxar iizi U

tizorina perpendikulyar goyul-
mus silindro baxaq. Ogor si-
lindrin oxu kubun tizlarinin or-
talarindan kegon simmetriya
oxu ilo ust-iisto diislirss, onda >4
birlosmis  fiqur 4-ci  tortib 7
simmetriya oxuna malik olacaq,

yani kubun on bdoyiik tortibli (hom do silindrlo ortag) oxuna
malik olacaq. Bundan basqa o ham do dérd simmetriya miis-
tovisino (yena do hor ikisi tiglin ortaq) malik olacaq. Yani
alman fiqurun simmetriya qrupu kubun simmetriya qrupunun
alt qrupudur.

Kiiri prinsipinin bu qodor sado goériinmosino baxmayaraq
onda boazi incoliklora digget yetirmok vacibdir. Onlardan biri
birloson fiqurlarin bir-birina nozoron gqarsiligh vaziyystidir.
Masalon, yena do kubla silindrin birlosmasina gayidag.
Aydindir ki, bu iki fiqurun birlagsmasinds an yiiksok simmetriya
baxdigimiz halda, yani silindrlo kubun agirliq markazlori bir
diiz xott Gizorinds (yani kubun tzlorinin ortalarindan kegon
simmetriya oxu iizorinds) oldugu halda alinacaq. PALP=4L2P
simvolu ilo ifads olunacaq. Qalan biitiin hallarda simmetriya
grupunun toartibi asagi olacag. Buradan bir do aydin olur ki,
fiqurlarin birlosmasindon alinan fiqurun simmetriya qrupu
birlason fiqurlardan an asagi simmetriya qrupuna malik olanin
qrupundan boylik ola bilmoz.

Onu da qgeyd etmok lazimdir ki, superpozisiya prinsipi
ancaq barabar olmayan fiqurlar tigiin totbiq oluna bilar, barabor
fiqurlar ti¢iin isa onu tatbiq etmok monasizdir.
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Superpozisiya prinsipini totbiq edorkon kristalin biitiin
simmetriya elementlarinin nazoro alinmasina digqat yetirmok
lazzimdir. Masalon, kubun 4L6L; qrupuna moansub olan 4L oxu
tokco firlanma oxu deyil, ham do giizgiido aks etdirmos oxudur.
Ona goro do 4L oxunu basqa fiqurun 4L; oxu ilo ist-iisto
saldigda yekun fiqur 4L; oxuna da malik olacaqg.

Yuxarida dediyimiz Kimi superpozisiya prinsipi handasi
fiqurlardan basqa fiziki hadisalora do totbigq olunur. Lakin bu
zaman baxilan fiziki hadisoalori ifads edon sothlarin superpo-
zisiyasina baxmaq lazimdir.

Biz indiyadok noqtovi simmetriyaya malik fiqurlarin
superpozisiyasindan danisdiq. Bunu faza fiqurlarina kogiirmok
elo do ¢otin deyil. Bunun ii¢lin miixtolif foza gobokalorinin
simmetriya elementlorinin superpozisiyasina baxmaq lazimdir.
Cox boylik olduglarindan bu sabokolordo onlar homiso bir-
birino niifuz edirlor. Eyni sobokoalorin miiayyan oriyentasiyalar
ticilin birlogmis sobakanin simmetriyasi ortaq ola bilar.

Belaliklo, istilikke¢irmo omsali kristalin simmetrikliyindon
vo kimyavi torkibindon asilidir. Masalon, kubik singoniyaya
moansub olan kristallarda istilikke¢irma omsal1 biitiin istigamat-
lards eyni giymotoa malik oldugu halda (istilikkeg¢irma baximin-
dan izotrop) orta vo asagi kateqoriya sinqoniya kristallarinda
istigamotdon asili olaraq doyisir.

7) Optik xassalar. Kristalin osas optik xassosi onun siiani
sindirmasi, ikigat siiasindirmasi, isig1 polyarlasdira bilmasi,
interferensiyaya ugratmasi vo basqalaridir. Lakin bu, kitabi-
mizin magsadi dairasindon konarda oldugu ii¢iin bu xasSalor
haqqinda atrafli malumat vermakds zarurat gérmiiriik.

§1.16. Polyar istigamat
Kristallarin bir ¢ox fiziki xassalorini dyronmak iiglin bazi

istigamatlorin simmetriyasini bilmoak vacibdir. Biz burada pol-
yar vo maxsusi polyar istigamatlori nazords tuturuq. Istigamota
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vektor kimi baxsaq onda baslangic1 vo sonu fiziki baximindan
miixtalif olan istigamota polyar istigamat deyacayik. Baslangic
Vo sonu fiziki baximinan eyni olan vektorlara iso aksial vektor
deyacayik. Hondasi monada polyar vektor bildiyimiz adi vek-
tordur, sadaco aksial vektordan farglondirmak figiin ona polyar
vektor adi1 verilmisdir. Aksial vektor iso elo vektora deyilir Ki,
onun yerlogdiyi koordinat sistemi 6z oriyentasiyasini doyis-
dikds vektor da 6z istigamatini doyigsin. Masalan, elektrik saha

vektoru E, elektrik dipolu momenti p va elektrik polyarlasma

vektoru P polyar vektorlardir, maqnit sahasinin vektoru, mag-
nitlosmoa, magnit momentlori vektorlari iso aksial vektorlardir.
Kristalda polyar istigamoti onun simmetriyasini vo Sim-
metriya elementlorini bilorok toyin etmak olur. ©gar Kristalda
istigamat elo seg¢ilibso ki, onun oks taroflorini iist-iisto salmaq
miimkiin olmasin, demali se¢ilmis istigamat polyar istigamot-
dir. Kristalda se¢ilmis polyar istiqgamot yeganadirsa, yoni ondan
basqa polyar istigamat movcud deyilsa, buna moxsusi polyar
istigamat deyilir. Polyar vo moxsusi polyar istigamotlorin sim-
metriyasinin tortibi polyar vektorun tartibindon bdyiik ola bil-
moz. Polyar vo aksial vektorlart uygun olaraq asagidaki kimi
tosvir etmok olar. Sakil 1.16.2-do turmalin kristali tasvir olu-
nub. Onun sokilda gostarilon oxu polyar oxdur (sokil 1.16.1).

S
>
~
(4
R
>

qy,

a) l b) l
Sakil 1.16.2. a) polyar va b) aksial
vektorlarin qrafik tosvirlori

Sokil 1.16.1
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Kristallarda simmetriya onlardaki elektrik yiikloarinin

yerlosma vaziyyatini do xarakterizs edir.

lar

Beloliklo, kristallarin elektrik xassalori onlarin simmetriya-
ilo baghdir. Elektrik yiiklorinin yerlosmosino goro

dielektriklor ti¢ tipa boliinirlor:

1)

2)

3)

miisbat Vo monfi yiiklorin fozadaki vaziyyatlori eladir ki,
onlarin ayriliqda gotiiriilmiis (miisbat yiiklorin ayri, manfi
yiiklarin do ayr1) agirliq markoazlori ist-lista diistir vo demo-
li, kristal morkozi simmetriyaya malikdir. Ayrica gotiiril-
miis elementar kristal qofasi tiglin bu o demokdir ki, elek-
trik yiiklorinin agirliq morkazlori kristalin simmetriya mor-
kozi ilo istiisto diistir. Belo kristallarda polyar vo demali
moxsusi polyar istigamat olmur. Ona goéro bunlara geyri-
polyar kristallar deyilir.

liknci tip dielektriklorin elementar kristal gofoslorinds
oksadli elektrik yiiklorinin agirliq morkazi bu gofas hii-
dudlarinda gofasin agirliq moarkazi ilo ist-iisto diismiirlor.
Bu halda alinan elektrik dipollarinin momentlori biitiin
qonsu qgofasdoki elektrtk dipollari momentlari ilo paralel
olarlar vo kristali amolo gotiron biitiin bu ciir elementar
gofaslorin toplusu onu makroskopik polyarlagsmis edirlar.
Daxili elektrik yiiklori bu dediyimiz kimi yerlosmis
kristallara polyar kristallar deyilir.

Ugiincii tip dielektriklordo yiiklorin paylanmasi elodir Ki,
miisbat Vo monfi yiiklorin agirliq markoazlori tst-iisto dii-
strlor. Lakin eyniadli yiiklorin toplusu markazi simmet-
riyaya malik deyil. Belo oldugda elementar kristal gofosi
hiidudunda dipol momentlarinin el toplusu yigilmis olur
ki, o biitovlikds bir secilmis polyar istigamoto gatira bil-
mir, ¢iinki biitin dipol momentlarinin handasi comi sifra
barabar olur (oks isarali yiiklorin agirliq markazlorinin tst-
iisto diismosi). Belo kristallarda hor bir eyni adli yiiklor
toplusu polyar istigamat toyin eds bilmasina baxmayaraq
maxsusi polyar istigamat taiyn edilo bilmir. Belo kristallara
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polyar neytral kristallar deyilir, 4
yani bela kristallar sads polyar
istigamatlora (lokal) malik ol-
malarina baxmayaraq moXsusi
polyar istigamato malik olmur-

lar. Sokil 1.16.3. Dipollarin
nizamlanmasi

§1.17. Kristallarin polyarlagmasi

Polyarlasma dielektriklorin on vacib xiisusiyyatlorindon
biridir. Polyarlagmadan danisanda onun iki sobabina ayri-
ayriligda diqqgot yetirilmolidir. Ogor dielektrik kristalinda
polyarlagsma heg¢ bir xarici tosirin istiraki olmadan omolo go-
lirso, onda ona spontan (6zii-6ziina) polyarlasma deyilir. Bas
polyarlagsma 6zii nadir? Kristal daxilinds elektrik dipollarinin
omolo golmosi hadisasino kristalin  polyarlagsmasi deyilir.
Kristallokimya baximindan bels izah olunur: - qonsu ionlarin
yaratdig1 elektrik sahasi noticasinds kristal sabokasinds ionlarin
kiirovari ortlik formasi deformasiyaya ugrayir, yoni onlarin
doqiq radiuslan dayisir vo onlar ellipsvari soklo diisiirlor. Kris-
tallarda bas veron bu hadisays polyaplagsma deyilir. Kris-
tallofizika baximindan bu elektrik sahasinin tosiri altinda elek-
trik dipollarinin yaranmasidir. Polyarlagsmaya asagidaki faktor-
larin tosiri var:

a) lonlarm &lgiilorinin tosiri. Aydindir ki, ion tobagesinin
Olgiistiniin doyismasi ilo barabar ion tobagosinin niivadan olan
mosafosi do doyisir. Belaliklo, ion toboagasinin genislonmasi ilo
elektron tobagosinin niivs ilo raditasi zsifloyir. Elektronlar ¢ox
oldugca da elektron tobagsinin niiva ilo rabitasi daha zaif olur.
Belaliklo, elektron tobogosi niive ilo no godor zoif olagoli
olursa, onun polyarlasma imkan1 bir o qodar ¢ox olur. Olgiilori
ki¢ik olan ionlar iss ¢atin polyarlasirlar.
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b) fonlarin valentliyinin tosiri. Fizikadan malumdur ki, ion
no godar ¢ox elektrik yiikii dasiyirsa, onun valentliyi o qadar
cox olur vo bir 0 gadar do ¢otin polyarlasir. Digar torafdon
molumdur ki, elementin valentliyinin ¢oxalmasi ilo onun
ionunun Ol¢iisii kigilir vo demali, ¢atin polyarlasir, bunun ave-
zindo o 6zii yaxsi polyarlasdirir. Polyarlasma hadisasi mad-
donin kristallokimyavi vo fizikokimyavi xassalarina ohomiy-
yatli doracads tosir edir, belo ki, polyarlasmanin naticasinda
birlosmaloards (strukturlarda) rabitonin kovalentliyi artir vo bazi
hallarda iso koordinasiya odadi doyisir, hallolma gabiliyyati
azalir, parlaghgr azalir.

c) Xarici elektrik sahasi vo ya magnit sahasinin tasiri ilo do
dielektriklordo polyarlasma bas verir. Bu spontan polyarlas-
madan forgli olaraq sadaco polyarlasma adlanir. Piroelektrik-
larda polyarlagsmanin dayismasi vo pyezoelektriklords elektrik
poylarlasmas1 mexaniki tosirin (deformasyianin) hesabina real-
lagir. Son zamanlar todqiqatgilarin digqatini daha bir polyar-
lasma — maqnitoelektrik effekti hesabina yaranan polyarlagsma
da coalb edir. Bu hadisa magnit sahasinin va magnitlosmasinin
tosiri ilo bozi kristallarda polyarlasma prosesinin bas vermasin-
don ibaratdir. Qeyd edok ki, magnitoelektrik effekti hesabina
oamoala galon polyarlasma da tenzorial xaraktera malikdir.

§1.18. Elektrik polyarlasmast

On sado elektrik dipolu bir-birindon ¢ mosafosinda yerlos-
mis iki oksisarali q elektrik yiikiindon ibaratdir. Dipol elektrik
momenti ilo xarakterizo olunur va polyar vektordur, bels ki,
manfi yiike dogru yonalmisdir.

Onun adodi giymoti Tq =4
\ﬁ\ = qm (1.18.1) *———o
kimi tayin edilir. Sokil 1.(18.1.
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on sado halda dielektrikdo ancaq atomlar polyarlasirlar.
Adaton hesab edilir ki, dielektriklor elektrik baximindan ney-
traldirlar, yani onu toskil edon hissaciklords miisbat vo monfi
yiiklorin yekun saylari barabardirlor vo sarbast (yani Kkristal
qurulusuna daxil olmayan) yiiklor iso yoxdurlar. Atomlarin
polyarlasmasinda onlarin niivaya nozoron vaziyyatlori daha
dogrusu miisbat yiikloro nazoron voziyyatlori doyisir. Bu
prosesa elektron yerdoyismasi, polyarlasmasi deyilir. Ogor
dielektrik miisbat vo moanfi ionlardan toskil olunubsa, onda
polyarlasmaya ion yerdoyimasi polyarlasmasi deyilir. Biitiin
hallarda polyarlasma elementar dipollarin meydana galmasi ilo
miisayat olunur. Dielektrik 6zii iso biitovlikdo makroskopik
polyarlagsmis olur. Onun vahid hacmina diisan yekun polyarlas-
mas1 P asagidaki diisturla hesablanir:
P=Np (1.18.2)
Belo ki, burada N vahid hocmdoki dipollarin sayi, p iso bir
dipolun elektrik momentidir.

Asagidaki sokildo polyarlagsma prosesinin qrafiki tosvir
edilmisdir.

-Go

D E,=4nc

D=4nc,

+GO

Sokil 1.18.2. Dielektriksiz kondensator

Fizika kursundan malumdur ki, agar hor hansi kondensator
16vhosinin yiiklori oy Sothi sixligina malikdirss, onda onun
daxilindoki vakuumda elektrostatikaya osason E, gorginlikli
elektrik sahasi yaranir vo

E, =4no, (1.18.3)
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miinasibati ilo taiyn olunur. Eq sahasi 6z ndvbasinda D ilo isara
olunan elektrik induksiya sahosi yaradir. Ona goro do Eg-a
induksiyalagdirig1 garginlik deyilir.

Kondensator 16vholori arasinda dielektrik yerlosdirildikdo
D induksiyas1 homin dielektriki polyarlasdirir, belo ki, onun
miisbat yiiklori kondensator 16vhalar tizarindoki monfi yiiklaro,
monfi yiiklori iSo kondensator 16vhalori iizorindoki miisbat
yiiklarlo 6z yerlorini doayisirlor. Dielektrik daxilinds elementar
dipollarin yiiklori bir-birini qarsiliglt suratdo neytrallagdirirlar
Vo bu paylasmanin naticasi 6ziinii yiklorin sothi sixhigr ¢’-9
borabar olan sarhadds biruzs verir. Asagidaki sokildon goriiniir
ki, buitovliikds dielektrikin dipol momenti

gL = ooSL (1.18.4)

godar olur, belo ki, L — elektrodlar (16vhalor) arasindaki
mosafadir. Oz névbasinds yekun dipol momenti vahid hacmin
dipol momenti ilo bels ifads olunur

PV = pSL (1.18.5)

Burada V dielektrikin tam hacmidir.

_GO
P G I I R L s

A

4mp

S Y S —

+GO

Sakil 1.18.3. Dielektrik daxil edilmis kondensator

Sonuncu iki barabarliyin miiqayisasindon aliriq:
P=¢ (1.18.6)
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Belaliklo, aydin olur ki, dielektrikin vahid hacminin dipol
momenti odoadi qiymoatco bagli yiiklarin sothi sixligina barabor-
dir. o’ yiikii iso sorbast oo yiiklorinin bir hissasini neytrallas-
dirir. Yiiklor arasindaki oo — o’ forqi dielektrikdo elektrik saho-
sinin garginliyi E-ni taiyn edir

E =4n(co—0') = 4nco— 4nc’ =D —4np (1.18.7)

Kondensator 16vhalorine bagli olan o' yiikiiniin qiymati
dielektrikin na dorocdo effektiv polyarlasmasindan asilidir.
Dielektrik polyarlagsma omsalina o desok

o' =P=qE (1.18.8)

olar. Yenidon sonuncu iki barabarliklorin miigayisasindon
aliriq:
D = (1+4na)E (1.18.9)
Indi do 1+4na. = € desok

D=¢E (1.18.10)

€ kamiyyatins dielektrikik niifuzlulugu deyilir.

e da o kemiyyati kimi dielektrikin polyarlagsma qabiliyyo-
tini xarakterizo edir vo elektrik sahasinin oy yiikii ilo yaradilmis
vakuumdaki gorginliyinin homin yiik torafindon dielektrikdo
yaradilmig garginlikdon neco dofo ¢ox olmasini gostarir. o vo €
komiyyatlori no godor boyiik olarlarsa, dielektrikin polyarlas-
mas1 o qadar bdyiik olar va dielektrik daxilinds elektrik saho-
sinin garginliyi bir o godor asagi olar.

Burada limit voziyysti kimi vakuum vo metal gotiiriiliir.
Vakuum ti¢iin =0, e=1, metallar ti¢iin iso sorbast elektronlarin
movcudlugu hesabina saha tamamilo neytrallasmis olur. Ona
gora do formal olaraq o =oo, g=00 gotiiriiliir.
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Qeyd edok ki, D induksiyasi, E elektrik saho gorginliyi vo P
polyarlagsmast polyar vektorlardir. Ona goro onlar asagidaki
vektorial barabarliklo bels toyin etmak olar:

D=E+4nP; P=aE; D=¢E (1.18.11)

Izotrop dielektriklords bu sahalorin hamisi eyni bir diiz xatt

iizorindo olurlar, amma P vektoru D vo E vektorlarinin oksi-
no yonalir.

D, E vo P vektorlarini baglayan yuxaridaki vektorial
miinasibatlor kristallar vo anizotrop dielektriklor tigiin kifayat
godar miirokkab olurlar. Bu miirokkoblosma onunla slagadardir
ki, izotrop maddolordan forgli olaraq timumi halda (anizotrop
maddolords) hissaciklorin  yerdoyismo istiqamatlori  xarici
induktivlosdirici sahanin tasiri istigamati il tist-iisto diismiirlar.
Yoni aniztrop maddalordo yiiklii hissaciklorin yerdoyismo
istigamoti xarici D sahasinin istigamati ilo deyil elektrik gor-

ginliyi E vektorunun istigamoti ilo ist-iisto disiir. Bu o
demokdir ki, induktiv D sahosi elo elektrik sahasi gorginliyi
yaradir ki, onun X, y, z koordinat oxlar1 boyunca yonalmis ii¢
Ex, Ey vo E; komponentlari olur.

E=Ei+Ej+EKk (1.18.12)
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Vektor saholorinin asililiglarinin belo xarakterina tenzorial
asilihiq deyilir va bels yazilir:

P =oyE; (1.18.13)
Burada
Oy Oy Qg3 P E,
Oljj =0y Oy Olpg P.=|P,| Ei=|E, (1.18.14)
Olz; Oy Olgg P, E,

Bu asililigi aciq sokilds bels yaza bilarik:

P =oy,E +oy,E, +oy5E,
P, =a,E, +a,E, +a,E, (1.18.15)
Py = 03E; +agE, + 05,

Buna analoji olaraq D; = &;E; asililigini da

D, =¢,E, +&,E, +&,F,
D, =¢,E, +¢,,E, +¢&,,E, (1.18.16)
D, =e5F, +e5,E, +&5,F,

kimi yazmaq olar. Todqiqatlar gostarir ki, har bir kristalda {i¢
qarsiligh perpendikulyar elo bas istigamotlor segmok miim-
kiindiir ki, koordinat oxlarin1 hamin istigamatlords yonaltdikda
aij=¢;;=0 (i#] olduqda) onda (1.18.15) vo (1.18.16) barabarlik-
lori uygun olaraq asagidaki sokillara diisorlor:

P =oy,E D, =¢,E,
P, =a,E, (1.18.17) D, =¢,,E, (1.18.18)
P, = a5,F, D, =¢g;5F

Bu halda o1, o2 Vo azz kamiyyatloring kristalin bas pol-
yarlasma omsallari, €11, €22 Vo €33 amsallarina iso bas dielektrik
niifuzluluglar deyilir.
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Beloliklo, elektrik sahasinin gorginliyi E bas oxlar iizro
yonalirlor. Bu baximdan istonilon kristal bu ii¢ istigamat iizro
ozinli izotrop dielektrik kimi aparir, hor¢ond dielektrikdon
forqli olaraq kristal biitiin ii¢ bas istigamatdo miixtalif o1, o
Vo o33 polyarlasma omsallarinin vo miixtolif €11, €2 Vo €33
dielektrik niifuzluluguna malik ola bilor. Amma kristallarin
simmetriya xiisusiyyatlori bu omsallar {izorino do miioyyan
mohdudiyyatlor qoyur. Masalan, ogoar, kristal kubik simmetri-
yaya malikdirsa, onda bels kristallar ii¢iin €11= €,,=€33 =0 olur.
Bu iso 0 demakdir ki, xarici elektrik sahasinds kubik kristallar
elektrik polyarlagmasi baximindan izotrop dielektriklordon heg
na ilo farglonmirlor, ham do €;1= &, = €33 miinasibati kubik
kristallar tiglin sahonin istigamatindon asili olmur.

Orta sinqoniya kateqoriyasina monsub olan, yoni tetra-
gonal, heksogonal vo romboedrik simmetriyali Kristallar iso
e11=€x0#¢€33 miinasibati ilo xarakterizo olunurlar. Demali, bu
kateqoriyadan olan kristallar qiymotco miixtalif iki elektrik
niifuzululuguna (g1, €3) malikdirlor. Bu kristallarda dielektrik
niifuzlulugu e3-iin yonoaldiyi istigamot on yiiksok tortibli sim-
metriya oxunun istigamati ilo ist-listo diisiir. Asag1 kateqoriya
singoniya sinfina daxil olan kristallarin biitiin bas istiqgamatlori
Vo dielektrik niifuzlulugu bir-birindan forgli olur €11# € # €33.

anizotrop dielektriklords D, E vo P saholorinin iimumi hal
liclin oriyentasiyalart asagidaki (sokil 1.18.5) sokildo grafik
tosvir edilmisdir.

) 7177
I e
E=lirlootc 190 e P
/ : 3
FIFLT
Sakil 1.18.5.
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Onu da geyd edok ki, dielektriklorin polyarlasmasi yuxarida
dediklorimizdan forqli bagqa sobablordon do bas vera bilor.
Moasalon, piroelektrikelords (piroelektriklor, segnetoeleklar vo
pyezoelektriklor haqqinda az sonra otrafli danisacagiq) tempe-
raturun doyismoasi, pyezoelektriklordo iss mexaniki tasirin
naticasinds bas vera bilar.

Yuxarida da geyd edilmisdir ki, son zamanlar todgigatcila-
rin digqotini daha bir polyarlasma sababi calb etmisdir. Bu pol-
yarlasma magqnitoelektrik effekti ilo baglidir, yoni polyarlagsma
dielektrik kristallarinin magnit sahasinin tasiri ilo polyarlasma-
sindan vo elektrik sahosinin tosiri ilo magnitlosmoasindon
ibaratdir. Sonuncu ndv polyarlasma tenzorial xarakters
malikdir. Magqnitoelektrik hesabina polyarlasma polyar vo
polyar-neytral kristallarda bas vera bilir. Masalon, (4L;3LP,
6L;3LP; 6L;iP2L, 6L;) segnetoelektrik domenlarinds bas vers
bilmasini misal gostormok olar. Magnit sahosi seqnetoelektrik
domenlorindo  magnitoelektrik effekti hesabina spontan
polyarlasmanin samtini doyisir.

Real kristallarin torkibindo homiso hor hansi qarisiglar vo
defektlor olur ki, bu da bozi proseslor naticasinds elektrik pol-
yarlasmasina imkan yaradir. Belo polyarlagsmalara relaksasiya
polyarlagmalart deyilir, hotta bir ¢ox dielektriklords relaksasiya
polyarlasmasi yerdoyigsmo polyarlagmasindan giiclii olur. Bu
hal kifayat godor saf olmayan kristallarda bas verir.

§1.19. Kristal elektrikbatareyast Kimi

Fizika kursundan malumdur ki, nikel va kobalt kimi metal-
larda sabit magnitlilik hali miimkiindiir vo bu metallarda elek-
tronlarin maqgnit momentlorinin nizaml diiziiliisiiniin naticasi-
dir ki, bu da onlarin spontan maqnitlosmasi adlanir. Lakin di-
elektriklori togkil edan hissaciklordon (elektron, proton, ney-
tron) elektrik momentina malik olanlar1 yoxdur. Ona gora belo
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cixir ki, dielektriklords bu 1
analogiyaya oasason uygun
elektrik polyarlasmasinin
olmasinit gézlomak olmaz.
Amma elo maddalor var
ki, ferromagnitlorlo mii-
gayisada az Gyronilmislar. |
Materiyani, o ciimladon Sokil 1.19.1

dielektriklori, togkil edan hissaciklor hom miisbat vo hom do
monfi elektrik yiiklorina malikdirlor. Buradan da aydin olur ki,
oks isarali yikli hissaciklori nizamli diiziillmays mocbur eds
bilsak (vo ya 6zlori nizaml diiziilsalor) elektrik polyarlagsmasi
alinar. Boazi dielektriklords bels elektrik dipollart hagigeton do
movecuddurlar va agar onlar eyni istigamato yonalorak nizamli
diiziiliiblorsa, demoali, dielektrik spontan polyarlasmisdir. Yani
heg bir xarici tosir, xiisuson do xarici elektrik sahasinin tasiri
olmadan polyarlasmisdir. Demoli, spontan magnitlosmoya
paralel spontan polyarlasma da vardir. Lakin spontan maq-
nitlosmis maddolorlo spontan polyarlasmis maddslor arasinda
forg var. Bu ondan ibaratdir ki, bir dofo magnitlogsmis maddo
magnitlilik xassasini istanilon godar saxlaya bilor, ancaq spon-
tan polyarlagsma tezlikla ito bilor. Bu isa onunla izah olunur ki,
istonilon dielektrikin daxili kegiriciliyinin naticasinds sonlu oks
isarali yiiklor harokat edorok kristalin sathindaki bagl yiiklara
cataraq onlar1 neytrallagdirirlar. Bundan da basqa, atmosferds
kristalin sothindaki bagli yiiklori neytrallasdirmaq ti¢iin homiso
kifayot godor sorbast yiiklor tapilir. Ona goro do polyarlasmis
dielektrik (elektrik batareyasi) tezliklo bosalir. Lakin bu zaman
dielektrikin polyarlagsmis voziyysti yoxa ¢ixmir, ancaq sarbost
yiiklorin oksisarali sahasi ilo kompensasiya olunur, homin saho
gotiiriildiikde yenidan polyarlagsmis dielektrik alinir.

Spontan polyarlasma baximindan dielektriklor iki ciir olur-
lar. Birincilorda dielektrikin hor yeri eyni istiqgamotdo polyar-
lagsmis olur. Belo dielektrikloro piroelektriklor deyilir.
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Sokil 1.19.2. Bir istigamatds polyarlasmis dielektrik
q poly
(piroelektrik)

Ikinci ciir dielektriklor miioyyon sahaloro (domenlaro) bo-
linmiis olurlar ki, burada hor bir domenin 6z polyarlasma
istigamati olur (sokil 1.19.3). Belo dielektriklora segnetoelek-
triklor deyilir.

/7 — t 1
~X> Vo —

—p
Sakil 1.19.3. Domenlars ayrilmig piroelektrik
(seqnetoelektrik)

Aydindir ki, seqnetoelektriklor domenlora ayrilmis piro-
elektriklor olmagla piroelektriklorin xiisusi halidir. Oslindo
piroeelektriklor xotti dielektriklordir. Bu o demokdir ki, piro-
elektriklords polyarlasma elektrik sahasinin xatti funksiyasidir.

P=0E, a = const (1.19.1)

Seqnetoelektriklordo iso polyarlasma elektrik sahasinin
geyri-xatti funksiyasidir.

P= a(E)E a(E);t const (1.19.2)

Kristallarin piroelektrik olanlarini onlarin simmetrikliyina
asason segmok olar. Dogrudan da agor kristal spontan polyar-
lasa bilirsa, onda polyarlasmanin istigamati tomamilo miioy-
yandir (demali yeganadir) vo polyardir. Beloliklo, kristaldaki
polyarlasma moxsusi polyar istigmoto uygundur va dmali

86



spontan polyarlasa bilon kristallar agagidaki 10 polyar siniflor-
dan birina daxil olmalidir. O siniflar bunlardir:
L; 2L; 3L; 4L; 6L; P; 2L2P; 3LP; 4L.2P; 6L2P

Lakin bunun tarsi dogru deyil. Polyar vektorla tokca spon-
tan polyarlasma ifado olunmur. Ola bilar ki, kristalda polyar
istigamatin yaranmasinda onun har hansi bir xiisusiyyati rol oy-
nasin. Onu da qeyd etmok lazimdir ki, tocriibada bu 10 sinfin
birina daxil olan kristal oksar hallarda hamisa spontan polyar-
lasa bilir. Kristallarin spontan polyarlagsmasinin miitlaq giymo-
tini toqribi olaraq asagidaki miilahizoys osason toyin etmok
olar:

Gostormisdik ki, kristalin polyarlasmasi (o ciimlodan spon-
tan polyarlagsmasi da) ododi giymotco Sothi yiiklorin sayina
borabordir. Limit halinda o kristalin elementar gofasinin sot-
hinds yerlogon biitiin elektronlarin yiiklari comina borabardir.
Demoli, on sado halda gofasin bir kvadrat santimetrino diison
qovsaq noqtalorini saymagq kifayatdir.

1
N = ? .
Burada a gofasin parametridir.

Qolovi halloid kristallar iiciin a ~ 6-10% sm.

Buradan N~3-10" sm™.

Adoton spontan polyarlasma Kulonlarla ifads olunur.

1mK=310%elv
(viikiin bir elektrostatik vahidi=3"10° mK) vo demali
mK
c=40

sm?’
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INFOSIL.
SEQNETOELEKTRIKLOR
§2.1. Umumi malumat

Miioyyan temperatur araliginda spontan polyarlasma qabi-
liyyatino malik dielektrik materiallara seqgnetoelektriklor deyi-
lir. Seqnetoelektriklor mahiyyatco domenlars ayrilmis piroelek-
triklordir. Piroelektriklords iso kristallarin biitiin baza element-
lorinds elektrik dipollari eyni istigamots yonalmis olurlar.

Seqnetoelektriklords baza elementlori dipollarinin eyni isti-
gamoato yonalmasi bir domen hiidudunda olur, galan domen-
lordo dipollar miixtalif oriyentasiyalara malik olurlar. Pyezo-
elektrik termini altinda s6ziin asl monasinda spontan polyar-
lasmus xotti dielektriklor basa diisiiliir. Xotti s6zii iso onu gos-
torir ki, bii ciir dielektriklordo polyarlagsma elektrik sahasinin
gorginliyinin xotti funksiyasidir, seqnetoelektriklords iso bu
asililiq geyri-Xattidir. Oton osrin ortalarina qador seqnetoelek-
triklor hagqinda demok olar ki, he¢ no molum deyildi. Seg-
netoelektriklor haqqinda ilk malumati 1921-ci ildo ¢ex alimi
Valasak vermisdir. Onun tadqiqatlar1 XX osrin ortalarinda o
zamanki Leninqrad Fizika-Texnika Institutunun omokdasla-
rindan 1.V Kurcatov, P.I.Koveko vo basqalar1 torafindon davam
etdirilmisdir. Seqnetoelektrik termini do I.V.Kurcatova mox-
susdur (acnabi alimlor onu ferroelektriklor adlandirirlar ki, bu
da o gadar do ugurlu se¢im deyil). Seqnetoelektriklorin Gyranil-
masinda gorkamli rus alimi V.M.Vulun [16-18] tadqigatlar1 da
ohomiyyatli rol oynayib. 1944-45-ci illords Sovet alimlari ilo
paralel Yaponiya vo Amerika alimlori do 6zlari tigiin seqneto-
elektriklori kosf etdilor. Bu hadiss pyezokeramikanin meydana
¢ixmasinin baslangict oldu. Lakin barium titanat iiclin pyezo-
elektrik effekti xeyli sonralar askarlanmisdir. Spontan polyar-
lasmanin dayiso bilmasi imkani onunla izah edilir ki, seqneto-
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elektrikin polyar qurulusu aslinds azaciq tohrif olunmus qeyri-
polyar qurulusdur. Mosalen, barium-titanat 120°C-don yuxari
temperaturlarda seqnetoelektrik deyil vo onun elementar gofasi
kubik qurulusa malikdir, 120°C-don asag1 temperaturlarda iso
tetraqonal gofasa, yoni kubun g¢oplonmis formasindan ibarat
gofoso malik olur. Bir sira seqnetoelektriklordo elektrik
sahasinin tosiri altinda dielektrik xasSasinin qeyri-xattiliyi
miisahido olunur. Seqnetoelektrikin polyarlasmasinin xarici

elektrik saho gorginliyi E -don asilihig1 histerizes ilgoyi adlanan
ayri ilo tasvir olunur (sokil 2.1.1).

Sokildon do  goriindiiyii
kimi owvolco polyarlasma P,
gorginlik E ilo geyri-miitona-
sib asil1 olur. Lakin polyarlas-
ma miiayyan Py giymatins cat-
digdan sonra asililiq diiz mii-
tonasibliys gevrilir. Bu noqtoe-
do polyarlasmanin  qiymati
spontan va induksiyalanmis Sakil 2.1.1.
polyarlagmalarin comino borabardir. Spontan polyarlasmanin
xatti hissasini P oxu ila kasigono gadar ekstrapolyasiya etmaklo
tapmaq olar. Elektrik sahasini yox etdikdon sonra qaliq polyar-
lagsma Py saxlanilir va nohayat bu polyarlasmanin yox olmasina
uygun olan elektrik sahasi E¢-ya koersitiv saho deyilir.

Elektrik sahasi dielektriki saha istigamatindo deformasi-
yaya ugradir.

Mexaniki deformasiya ilo saho $=—
arasindaki asililhlq kopoanok tipli
histerizes ilgoyi ilo xarakterizo

olunur. __> _ _{ E
On boyiik dayison saha periodik

0 E
doyison  S'(E')  deformasiyasini
yaradir vo torsino periodik defor-
masiya elektrik ytiklorinin periodik Sakil 2.1.2.
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doyismasina gotirir. (sokil 2.1.2).

Belaliklo, seqgnetoelektriklor {igiin asagidakilar xarakterik-
dir:

e sabit polyarlasmanin moévcudlugu vo onun istigamatinin
elektrik sahasinin tosiri altinda doyismasi;

e domen strukturunun mévcudlugu;

e xarici elektrik sahasi ilo polyarlasma arasinda asililigin
movcudlugu;

e dielektrik niifuzlulugunun yiiksok olmasi.

Dielektriklords seqnetoelektriklik hali bir qayda olaraq
asag1 temperaturlarda (Kuri temperaturu) bas verir.

Sabit polyarlasmanin doyiso bilmasi vo onun naticasinds
polikristallik cisimlordo qaliq polyarlasmanin peyda olmasi
segnetoelektriklordon pyezoelektrik keramika hazirlamaga
imkan verir. Lakin bu ancaq o segnetoelektriklordo miimkiin-
diir ki, onlar keramiuka tozunu bisirmok tiglin zoruri olan yiik-
sok temperaturlarda aginmasinlar.

Seqnetoelektriklordo dielektrik itgisinin olmasi vo dielek-
trik niifuzlulugunun temperaturdan asililigi onlarin miimkiin
totbiq sahalorini bir godor do genislondirir, belo ki, seqneto-
elektriklorin idara oluna bilmoasi onlarda dielektrik niifuzlu-
lugunun sabit elektrik sahasindon asililigr ilo mioyyan edilir.
Buna seqnetoelektriklarin reversivlik xassasi deyilir. Segneto-
elektriklarin reversivlik xassosi sabit vo ya yavas doyison elek-
trik sahosi ilo idars olunan geyri-xatti elementlor kimi totbigino
imkan yaradir. Qeyd etmok lazimdir ki, praktik totbig sahasi
keramik segnetoelektriklarin oksariyyati ti¢iin onlarin tempera-
tur dayanigsizligi ucbatindan xeyli mohdudlasir. Onlarin para-
metrlarinin elektrik sahasinin amplitudundan asililig1 vo yiiksok
tezliklords reversivliyin saxlanmasi onlar1 bir sira funksional
qurgularin (giclondiricilor, modulyatorlar vo s.) yaradilma-
sinda totbiq etmays imkan verir.

Seqnetoelektriklorin yuxarida dediyimiz xassalori onlarda
ayri-ayri oblastlarda (domenlords) spontan polyarlasmanin
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movcud olmasi ilo alagodardir. Belo metallarda spontan polyar-
lasma osason iki halda ola bilor: a) segnetoelektrik hali — bu
halda domenlor eyni oriyentasiyali elementar gofaslorin toplu-
sundan ibarat olur; b) antisegnetoelektriklik hali — bu halda iso
domenlar eyni polyar lakin aksistiqamatli (antiparalel) elemen-
tar gofaslorin alt toplusundan ibarst olur. Belo oldugda dipol-
larin momentlari comi sifra barabor olur.

Yuxarida dediyimiz kimi spontan polyarlasmanin yoxa
¢ixmasina uygun olan temperatura Kiiri noqtasi (vo ya Kiiri
temperaturu) deyilir. Bu noqtodon yuxari temperaturlarda
polyarlasmis haldan polyarlasmamis hala faza kecidi bas verir.
Bu hala piroelektriklik hali deyilir.

Yuxarida sadalanan biitiin xarakteristikalarina géro seqne-
toelektriklori ii¢ qrupa boliirlor:

Birinci grupa dielektrik niifuzlulugu elektrik sahasinin
nisbaton az doyismosina kigik doyisma ilo cavab veron metal-
lar1 daxil edirlor. Seqnetoelektriklorin bu grupu barium-titanat
osasinda hazirlanirlar vo yiiksok geyri-xattilik vo elektrik
xarakteristikalarinin miixtolifliyi ilo secilirlor.

Ikinci grupa yiiksok (ifrat yiiksok tezliklor do daxil olmag-
la) tezliklordo kicik dielektrik itgisino malik olan segneto-
elektriklor vo antisegnetoelektriklor daxil edilir. Piroelektrik
fazada piroelektriklor do bu grupa daxil edilirlor.

Uciincii qrupa temperaturun genis diapazonunda dielektrik
niifuzlulugu az doyison segnetoelektriklor daxil edilirlor. Bu
qrupa Kiiri noqtoesi yiiksok miisbat temperatur oblastina daxil
olan vo dielektrik niifuzlulugu seyrolmis (pa3mbiteiii) maksi-
muma malik olan seqnetoelektriklor do daxil olurlar. Belos
metallara PgTiO3 (qurgusun titanat), PsNb,Os, PbTa,0,
(PbyxBas.x)xZrO3 va s. misal ola bilarlar.

Eyni kristalda miixtalif temperaturlarda miixtolif elektrik
niifuzlulugu piroelektrik, paroelektrik, seqgnetoelektrik vo
antisegnetoelektrik hallar1 ola bilor, bu hallarin tigli do bas vers
bilor. Elo kristallar da var ki, onlarda bir istigamatda piro-

91



elektrik o biri istigamotdo iso segnetoelektriklik nizamlilig
méoveud olur.

Son zamanlar qgeyri-moxsusi seqnetoelektriklor adlanan
segnetoelektriklorin tadgiqins digget artmigdir. Bu maddolor do
makposkopik polyarlasmali domenlora malikdirlor, lakin bu
polyarlasmanin giymati adston ¢ox kigik olur. Bu isa onunla
olagoadardir ki, geyri-moaxsusi seqnetoelektriklords faza kecidi
spontan polyarlasmanin hesabina deyil hor hansi basqa fiziki
hadisa sabobindon bas verir. Bu, masalon, kristalin deforma-
siyaya ugramasi, optik aktivliyin amoalo golmasi va s. sabablor
ola bilarlor. Ona gora do spontan polyarlagsma qgeyri-maxsusi
segnetoelektriklordo faza kegidi ii¢lin parametr rolu oynaya
bilmoaz. Qeyri-moxsusi seqnetoelektriklorin tipik niimayando-
lori gadolin-molibdenit Cd,(M30,), ftorberillat (NH;)BeF,
sayila bilarlor.

Hazirki vaxtda seqnetoelektrik xassoasino malik olan ytlizdon
¢ox madds movcuddur va seqnetoelektriklor biitiin elektrik
kristallar1 arasinda on ¢ox totbiq olunandir.

Spontan polyarlasmanin meydana ¢ixmast baximindan
biitiin seqnetoelektriklori iki qrupa ayirmaq olar. Birinci grup
liclin spontan polyarlasma miiayyan struktur elementlarinin
(masalon, hidrogen slagssinin) naticasi olur. ikinci qrup iigiin
iSo strukturda kecido godor morkozi simmetriya movqeyi tutan
ionlarin yerdoyismasi naticasinds bas verir.

§2.2. Pyezoelektriklar, elektrostruksiya va pyezoefekt

Elektrik sahasinds yerlasdirilmis dielektrik polyarlasir, yani

polyarlasma vektoru P doyisir vo bu doyismo vahid hacma
diison dipol momentlarinin comi vasitasi ilo tayin olunur:

P = 2P (2.2.1)
AV
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Belo ki, burada ) p hissociklorin (atom, molekul vo
ionlarin) yekun elektrik momenti, AV bu hissaciklorin yerlos-
diklori hacm, P = q?, m - dipolu taskil edon miisbat vo monfi

q yiklorinin agirliq morkozlori arasindaki mosafadir. Bu
doyismo dielektriklorin hacmindaki elektrik yiiklarinin vaziy-
yatinin doyismasi hesabina bas verir. Hor bir yiik iso elementar
hissaciklarla bagli olduglarindan, yiiklarin bu doyismasi dielek-
trikin Slgiilarinin doyismasina gatirir.

Dielektrikdon diizolmis h; galinligh 16vhoys baxaq. onun
sadoalogdirilmis ikiolgiilii strukturu sokil 2.2.1-doki kimi olsun.
Bu dielektrik iki név hissaciklordon amolo golmis, yani manfi
A vo miisbat B ionlarindan amola golmis olsun.

Bu qurulusun simmetriya
morkazi var. Bu dielektriki
elektrik sahasinds yerlosdir-
sok, onda ionlarin yerdoyis-
mosi hesabima l6vhonin ga-
linlig1 doyisocok vo h; galin- !
ligina malik olacaq: h<h;. Sokil 2.2.1.

Lakin elektrik saho vektorunun istigamatinin daiysmasi
deformasiyanin isarasini doyismoyacok, sadoca hissaciklor ela
diiziilocoklor ki, hy=h3 olacaq (sokil 2.2.3).

hl

l O } o T ¢ T
® O hl [ I 1 { 113
T ¥ Jv\7 I

Sokil 2.2.2. Sokil 2.2.3,

Dielektriklords deformasiya isarasinin xarici elektrik sahs
vektorunun istigamatindon asili olmamasina elektrostriksiya
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deyilir. Beloliklo, deformasiya elektrik sahasinin ciit funksiyasi
kimi togqdim edils bilor. Birinci yaxinlagma kimi onu

S = KE? (2.2.2)
soklinds ifads etmok olar. Burada k — elektrostriksiya amsalidir
Vo Umumiyyatlo 4-cii rangli tenzordur (2.2.2) baraboarliyini
tumumi sakildo belo yazmaq olar

Sij = KijiEi (i,),k=1,2,3) (2.2.3)

Elektrostriksiya biitiin dielektriklordo miisahide olunur.
Xotti dielektriklords elektrostriksiya omsali ¢ox kigik olur
(10™CGSE vahidi tortibinds). Kristal sixildigda vo ya dartil-
digda yikli hissaciklor yerlorini doyisirlor, lakin bu zaman
dielektrikin Olgiilori Vo onlarin dipol momentlori doyigSo do
onun polyarlasmasi doyismir. Bu onunla izah olunur ki, kristal
morkozi simmetriyaya malik olduqda yiiklor do markozi sim-
metriyaya malik olurlar vo miisbat yiiklorin dipol momentlori-
nin doyismosi monfi yiiklorin dipol momentlarinin doyismasi
ilo kompensasiya olunurlar va naticads yekun effekt sifra bora-
bor olur. Belaliklo, markozi simmetriyaya malik olan kristalda
oks elektrostriksiya effekti miisahida olunur.

Morkozi simmetriyaya malik olmayan kristallarda iso
vaziyyat tomamilo basqa xarakterli olur (sokil 2.2.4).

a) b C)

)
T I

Sakil 2.2.4. Moarkazi simmetriyaya malik olmayan yiiklorin
elektrik sahasinds vaziyyatlorinin doyismasi

Belo kristal T sixilmasina moruz qaldigda elementar
moment azalaciq (¢linki hp<h;), dartilmaya moruz qaldigda isa
artacaq (¢iinki hs>h;>hy). Bu isa kristalin neytrallasmasina
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gatiracok vo yaxud onun sathinds yiiklorin sixligint doyigocok.
Mexaniki tosir naticasindo elektrik momentinin doyismasi
effektino pyezoeffekt deylir. Bu zaman kristalin sothindo elek-
trik yiiklorinin sixliginin vo yaxud polyarlasmasinin doyismasi
ilo mexaniki tosir arasindaki asililiq birinci yaxinlagmada

P=dT (2.2.3)

kimi, P vo T-nin biitiin komponentlorinin istirak etdiyi {immui
halda ise

B =dy, T, (i,jk=1,23) (2.2.4)

kimi ifado olunur. Buradan goriiniir ki, pyezoeffekt tok funk-
siya ilo ifado olunur. Yani mexaniki tosir 6z isarasini doyis-
dikds polyarlasma da 6z isarasini doyisir. Baxdigimiz kristali
elektrik sahasinds yerlosdirsok bu yiiklii hissaciklorin yerdoyis-
masina sabab olacag. Sahanin bir isarosi ti¢iin bu yiiklar bir-
birina yaxinlagcaq (sokil 2.2.4.b) basqa (aks) isars ti¢iin isa bir-
birindon uzaqlasacaqlar (sokil 2.2.4 c). Belslikls, elektrik struk-
turu morkozi simmetriyaya malik olmayan kristallarda tors
pyezoffekt do movcuddur. Kristalin 6l¢iilorinin doyismasi tasir
edon elektrik sahasi E vektoru ilo diiz miitonasibdir. Bu bir-
Olciilii hal tigiin

S=dE (2.2.5)

kimi ifado olunur. Umumi halda E vo S vektorlarinin biitiin
komponentlarini nozars aldigda isa

Sij = dkijEk (i,j,k:1,2,3) (2.2.6)

kimi ifads olunur.

Diqgot yetirmok lazimdir ki, tors pyezoelektrik effektindo
deformasiya vo elektrik sahasi elo polyarlasma vo mexaniki
gorginliyi alagalondiran amsallarla slagalonirlor.

Simmetriya morkazino malik olmayan strukturlarda ele-
mentar gofasin dipol momenti sifirdan forgli ola bilor va on-
larda pyezoelektrik xassosi miisahido oluna bilar. Lakin bu
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pyezoelektrikin yaranmasi ii¢iin zoruri olsa da kafi deyil. Buna
baxmayaraq pyezoeffekt hadisasi kifayat godor genis yayilib.
Pyezoelektrik kristallarin sayr bu giin mindon ¢oxdur. Amma
tobii ki, birlosmalarin mohdud miqdarindan istifade olunur.
Biitiin dediklorimizi nazors alsaq pyezoelektriklora belo torif
vermok olar:

9gar _mexaniki tosir kristalda elektriklik, yaxud elektrik
polvarligi yaradirsa, basqa sézla sixildiqda Vo ya dartildigda
elektriklasirsa, ya da elektrik sahasinin tasiri ilo deformasiyaya
ugrayirsa, onda belo Kkristala pyezoelektrik kristal deyilir.
Bunlardan birinci iki toklif diiziino pyezoelektrik effektini,
ticlinciisi iso tosr pyezoelektrik effektini ifado edir.

Oslinds bu toriflorin bazi diizolislors ehtiyaci var. Birincisi,
sixilma dartilma ilo ovoz olunduqda elektrik polyarliginin
isarasi dayisir. Onda bela sual oluna bilar ki, kristal 6zilinii neca
elektriklogsmoli oldugunu haradan vo necs bilir? Bu suala bels
cavab vermok olar: - Pyezoelektrik kristalin daxili qurulusunda
[44] sothin verilmis hissasinds sixilma zamani omolo golmis
isarasini toyin edon miiayyoan «birtorafli istigamot» var. Tors
effekt zaman1 homin «birtorafli istigamatlilik» deformasiyanin
isarasini toyin edir. Elektrik sahasinin istigamati doyisdikda
deformasiyanin da 0z isarosini doyismasi pyezoelektriki
elektrostriksiyadan forglondirir.

Belo birtarofli istigamatliliya 32 kristal sinfindon yalniz 20-
si malikdir. yerds galanlarinda polyar istigamat sixilma zamani
he¢ na ila tayin olunmur. Elo bu saboba goéra do onlar polyar-
lasa bilmirlor.

Ikincisi mexaniki tosir sixima vo ya dartilma ola bilor.
amma o siriismo do ola bilor (bu iso sixilma ilo six baglidir
isbat1 [27]).

Bitiin kristal siniflori arasinda birca sinif var ki, bu sinifda
polyarlasma istonilon tipli istonilon gorginliklo meydana golo
bilir, hom ds bu zaman polyarlagsmanin intensivliyi tobii olaraq
gorginlikdon asili doyisir. Bu sinif asimmetrik triklin sinfidir ki,
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on az simmetriyaya malikdir. Elo bir sinif méveud deyil ki,
orada pyezoelektrik polyarlasmasi birco vo ancaq birco istiga-
moto malik olsun, lakin bir ne¢a els siniflor var ki, polyarlasma
miioyyan miistavi ila tayin olunur. Bu zaman tasir edan elektrik
sahasinin bu miistovi tizarinds on az1 bir komponenti olmalidir.

Bir halda ki, mexaniki gorginliyin 6, elektrik polyarlas-
masinin iso 3 komponenti mévcuddur, onda aydindir ki, kris-
talin mexaniki elektrik hallar arasinda 18 miimkiin miinasibot
olmalidir. Bu miinasibotloro 18 pyezoelektrik sabitlori daxil
olur ki, onlar sinfin simmetriyasinin sabitlorin sifir da daxil
olmagla identik qiymatlorino gotirdiyi hal istisna olmagla biitiin
hallarda sarbast va sifirdan fargli olurlar.

§2.3. Pyezoelektrik, effektlarin va reaksiyalarin qisa sarhi

Forz edok Ki, ixtiyari istigamatli elektrik sahasino hemedrik
triklin simmetriyali kristali daxil etmisik. Bu zaman bir sira
effektlor bas verir. Elektrik gorginliyi vektorunun hor bir
komponenti daxili mexaniki gorginlik tenzorunun alt1 sarbast
komponentlarini omalo gatirir ki, bunlara da pyezoelektrik gor-
ginliklori deyilir. Garginliklorin tam sistemi yuxarida dediyi-
miz kimi on sokkiz mixtolif hoddon ibarat olur (elektrik
sahasinin garginlik vektorunun har bir komponentina mexaniki
gorginliyin alti komponenti uygun olmagqla). Bu gorginliklarin
omoalo gotirdiklori deformasiyalara da deformasiyanin biitiin
miimkiin tiplari daxil olur vo bu kristalin biitin tillari vo onlar
arasindaki bucaglarin doyismasina gatirir.

Lakin bu halo hadisenin biitiin toforriiatlarimi shato eds
bilmir. Masalo burasindadir ki, agor kristalin tizlori elektrod-
larla tomasda deyillarss, onda onun sathinds diiz peyzoelektrik
effekti kimi deformasiya naticasinds polyarlagsma yiiklari amalos
golir. Bu yiiklor elektrik saho vektorunun komponentlarina
miiayyan uygun artimlar slava edirlor. Bu isa 6z névbasinda
gorginlik vo deformasiyalarin tam sistemini doyisikliys ugradir
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Vo kristalin sathinds yeni polyarlagsma yiiklarinin amals galma-
sina sobab olur va s. Yekun natics iss biitiin bu ciir vaziyyat-
lordan asili olur.

Bundan slava, baxdigimiz kristal ham do 6ton paragraflarda
dediyimiz kimi pyezolektrik siniflordon he¢ olmazsa birina
monsub oldugundan elektrik sahasi piroelektrik effekti hesa-
bina onda miiayyon temperatur doyismasino sobab olur ki, bu
da elastiklik sabitlorina vo demali, naticods deformasiyalara va
habelo piroelektrik effekti vasitasi ilo polyarlasmanin vaziyys-
tino tosir edir.

Nohayat, kristalin deformasiyast hom do elektrostriksiya
effekti hesabina da doyisir vo bu da 6z névbasinds polyar-
lasmanin sonraki doyismasino gotirir. Kristalin son halina bu
termik vo elektrostriksiya effektlorinin tosiri do daxil olur.
Lakin bunlar ¢ox ki¢ik olduglarindan adaton nozors alinmuirlar.
Bu dediklorimizin 6yranilmasi pyezoelektrika nazariyyasinin
predmetini toskil edir.

§2.4. Izomorflug

Seqgnetokeramika vo peyzokeramika bahslorini, habels
onlarin sintezlorini daha yaxsi1 bilmok tiglin kristallarda
izomorfizm vo polimorfizm, habelo kristal gofasinin enerjisi
anlayiglarinin sorhins ehtiyac var.

Kristal gofosinin enerjisi dedikdo bork kristal gofasindo
izolo olunmus halda yerlogon kation va anionlarin birlogmasi
zamani ayrilan enerji miqdar1 basa disiiliir vo yaxud, basqa
sozlo desok, maddanin bir grammolunu ionlara pargalamaq
ticlin sorf olunan is miqdaridir.

Bilirik ki, metal arintilori dayison torkibli kristallik qurulusa
malikdir. Bu qurulusda bir elementin atomlar1 o biri elementin
kristal sobokasinin araliglarinda yerlasirlor. Bunlara ikinci név
bork mohlullar deyirlor. Birinci név mohlullarda iso bir
kristallik maddonin atom vs ya ionlar1 basqa kristallik maddo-
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nin atom vo ya ionlar ilo avaz oluna bilar vo bunlar kristal
soboakainin qovsaqlarinda yerlagirlor. Bu gabildan olan moahlul-
lara izomorf qarisiglar deyilir.

Tabiotdo elo elementlors rast galinir ki, onlarin oksariyyati
ozlori kristal sobokasine malik olmurlar, lakin basqa mineral-
larin torkibinds izomorf qarisiglar soklindo (burada aparici
element izomorf olaraq ikinci doracali elementlo oavozlonir)
tapilirlar. Bu ikinci doracali elementlora rubidiy, indium,
kadmium, rallium va s. misal ola bilar. Belaliklo, elementlarin
(atomlarin va ya ionlarin) kristal sabokasinda onun qurulusuna
xalal _gatirmadan bir-birini  avaz edabilma  xiisusiyyatinag
izomorfizm deyilir.

Miioyyan soraitdo izomorfizmin meydana galmasi iigiin bir
sira sortlorin 6donilmasi vacibdir:

e ancaq eyni isarali ionlar bir-birini ovaz eds bilor, yani
kation kationla vo ion ionla avozlons bilar;

e Olgiilori yaxin olan atom va ya ionlar bir-birini ovaz eds
bilorlor. V.M.Qoldsmidts gora ovoaz olunan ion radiusu ilo
ovaz edonin ion radiusunun forglori kamil izomorfizmdoa
15%-i agmamalidir, geyri-kamil izomorfizmds iso 25%-i
asmamalidir. ©gar [(R2—R1):R1]-100>40%-dirss, izomor-
fizm tmumiyyatlo miimkiin deyil.mosalon, geyri-kamil
izomorfizmdo Fe** ionunu Mg’* ionu ilo gox mohdud
hallarda avaz etmok olar;

e polyarliq daracasi yaxin olan, yani ion-kovalent slagosi
daracasi yaxin olanlar bir-birini avoz eds bilar;

e izomorf avozetmo elo bas vermoalidir ki, kristal soboka-
sinin elektrostatik balansi pozulmasin;

e verimlis kristal qurulusunda ancaq kordinasiya oadadlori
eyni olan elementlar bir-birini avaz eds bilar;

e izomorf oavazlonma kristal gofasinin enerjisinin artma
istigamotindo getmolidir.

Qeyd etmok lazimdir ki, 6z geokimyavi torkiblorino goro
yaxin olan elementlor ciitii li¢iin izomorfluq doracasi miixtalif
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olur. izomorflug ham da kristal sobokasinin qurulusundan da
asilidir. Mosalon, sluyadada kalium seziumla avoz edilo bilor,
lakin kaliumun ¢6l spatinda bu avazlonmasi mohdud dairads
miimkiindiir. Buradan belo notico ¢ixartmaq olar ki, kristal
gafasinin har bir ionu 6ziiniin izomofrluq xiisusiyystino ma-
likdir ki, bu da onun basqa ionlarla ovozolunma haddini
miioyyan edir.

Bir negoa ionun bir-birini izomorf ovoz etmasini yazida ifado
etmok tiglin onlar ayri mdtorizo daxilinds onlarin kristaldaki
miqdarmin azalma siras1 ilo diiziib vergiillo bir-birindon
ayrirlar. Moasalon, (Ca, Mn, F)CO3 yazis1 gostorir ki, karbo-
natda kalsium mangan vo domirlo avaz oluna bilor mangan isa
domirla avaz oluna bilor.

Izomorflugu 4 tips ayirib dyranirlor:

1) izovalent; 2) geterovalent; 3) izostruktur; 4) polimorfizm.

Izovalent izomorfizm ion radiuslar1 forgi 15%-i asmayan
eyni valentli ionlarin ovoz edilmasi ilo xarakterizo olunur.
Aydindir ki, burada yuxarida sadalanan sortlora omal edilmosi
nazarda tutulur. Masalan, Na va Ca tigiin
Ry —Rc 100 — 0,98-0,96

N ’
olmasi gostorir ki, natrium vo mis izomorf/atomlardir, lakin
onlarin miixtalif polyarlagsma dorcalori ucbatindan aralarinda
izomorfluq miimkiinsiizdiir.

Geterovalent izomorfizm zamani miixtolif valentli ionlarin
bir-birini ovoz etmosi bas verir. Belo avazlomodos bir ion kristal
gofasinin balansini pozmadan basqasi ilo avoz oluna bilmoz.
Ona gora do geterogen izomorfizmds ion ionla deyil miioyyan
valentli ionlar qrupu yekun valentliyi eyni olan basqa ionlar
grupu ilo avaz olunur. Yadda saxlamaq lazimdir ki, valentliyi
bir ciir olan ion, valentliyi bagqa ciir olan ionla avazlonma
valentliyin kompensasiya olunmasi ilo miisaiyat olunmalidir.
Bu isa birlogsmonin kation va eloco do anion hissasinds ola
bilor. burada da asagidaki sortlora amal edilmalidir:

~ 0,02% <15%
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a) avazlonan ionlarin valentlori comi avoz edon ionlarin
valentlori comina barabar olmalidir;

b) oavoz edon ionlarin ion radiuslari comi avoz olunan
ionlarin ion radiuslart comino yaxin olmalidir, daha dogrusu
onlarin forgi 15%-i agmamalidir.

Izostruktur izomorfizm. Bu izomorfizm onunla xarakterizo
olunur ki, bu zaman bir ionun basqasi ilo yaxud bir ionlar
grupunun basga ionlar qrupu ilo avoz olunmasi deyil bir kristal
gofasinin (elementar gofos) tam «bloku» basqa bunun kimi
«blok»la ovoz olunma prosesi bas verir. Bu iso 0 zaman miim-
kiindiir ki, kristallarin qurulusu eynitipli olsun vo elementar
gofaslorin Gl¢iilori yaxin olsun. Masalon, vellimit mineralinda
Zn,[SiO4] hamisa berillium miisahido olunur, lakin sinkin ion

radiusu 0,78 A berilliumun ion radiusu iss 0,34 A -dir. Demali,
formal olaraq bunlar izomorf deyillor. Amma buna baxmayaraq
vellimit Bey[SiOq4]-lo yani finakiflo izostruktur izomorfdurlar.
Demoli, vellimitin kristal gofasinda Zn,[SiO4]-un Be;[SiO4]-lo
ovaz olunmasi bas vera bilir.

Polimorfizm s6zii asl monasinda ¢oxformaliliq demokdir,
yani kimyavi torkibino gora eyni olan maddonin miixtalif quru-
lusda kristallagib, miixtalif sinqoniyaya mansub kristallar amo-
lo gotirmasi hadisasidir. Masalon, ag galay temperatur -18°C-
don asag1 diisdiikdo dayanigsiz olur va toz kimi sapalonir, sonra
iSo boz galay amala gatiracak kristallik qurulusa malik olur.

Sakil 2.4.1. a) ag va b) boz qalay quruluslar
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§2.5. Seqnetokeramika va pyezokeramika

Owvalco geyd edok ki, bu adlara daxil olan «keramikay
s0zii bizim bildiyimiz klassik manads islonan keramika mana-
sinda islonmir. Ciinki bu keramikalarin torkibinds gil qatisig
yoxdur, lakin onlarin hazirlanmasi texnologiyasi klassik kera-
mikanin hazirlanma texnologiyasinin analoqu oldugundan
burada da ononavi keramika sozii saxlanmigdir. Seqnetoke-
ramika seqnetoelektriklorin sintezindon alinmis bark mahlul,
pyezokeramika iso polyarlasdirilmis pyezoaktivlik xassasine
malik olan seqnetokeramikalardir. Adi halda seqnetokeramika
pyezoaktivlik xassasino malik deyil, ¢linki bu halda o xaotik
sokildo yerlogmis kristallik donslordon vo onlarin domenlara
ayrilmis halindan ibarat izotrop maddadir, ham do bu domenlor
miixtolif istigamotli spontan polyarlagmis haldadirlar. Pyezo-
keramika iso anizotrop maddadir vo bu anizotroplugun sababi
segnetokeramikada pyezoelektrik teksturun yaradilmasidir.

Pyezokeramika ¢oxlu problemlarin hallinds, ucuz, texno-
logiya baximindan asan basa goldiyindon elektrik kristallari
asanligla ovoz edo bilir. Bagqa sozlo desak indiya godar gobul
olunmus texnoloji sxemoa gora ilk morholoda sintezlosdirilon
materialin komponentlarinin, yani sintezlogon materiallarin toz
halina salinmis oksidlorinin mexaniki qarisig1 hazirlanir,
sonraki ikinci marholodo iso yiiksok temperatur soraitinds
miayyan torkibs va xiisusiyyato malik bark mohlul hazirlanir.
Yiiksok keyfiyyatli mohsul almaq iigiin bu zaman sintez olunan
maddolorin izomorfluq sartlorina va avvalcadon hazirlanmis
tolimata amal edilir. Bu g¢argivadon Konara ¢ixmaq materialin
dielektrik niifuzluluguna, dielektrik itgisina vo digear para-
metrlarina manfi tasir gostarir.

Indiyo godar dofolorlo qeyd etmisdik ki, hazir monokris-
tallardan vo yaxud bork polikristallardan lazim olan keyfiy-
yatdo har hansi cihaz hissasini hazirlamaq ham oldugca baha
basa golon, hotta oksar hallarda praktik geyri-miimkiin bir isdir.

102



Onu da geyd etmisdik ki, onlar1 asanligla pyezokeramika ilo
ovoz etmok olur. Bunun iigiin hazirlanacaq hisso tgiin galib
hazirlanir vo oraya sintez olunacaq maddalorin oksidlorinin
tozu (tolimata uygun olaraq) tokiiliib kiplagdirilir, sonra yiiksak
temperatur soraitinds bisirilib sintezlosdirilir. Bu alinan moahsul
segnetokeramika olur. Bundan sonra yens do yiiksok tempe-
ratur soraitindo alinmis seqnetoelektrik detalin sathino metal
hopdurulub onu elektrodlarla tachiz etmis olurlar. Nohayat onu
yiiksok sabit elektrtik sahasindo xeyli miiddot saxlayirlar. Bu
zaman elektrik sahosinin tosiri altinda seqnetokeramikanin
domentlori elektrik saha vektoru istigamatindo doniirlor, yoni
seqnetokeramika polyarlasib pyezokeramikaya g¢evrilir. Sonra
detal soyudulur vo bununla da «dondurulmus» qaliq polyar-
lasmaya malik pyezokeramik detalin postahi alinmis olur.
Masalo bununla da bitmir vo alinmis pastah yeni emala moaruz
qalir. Bu emal prosesins cilalama, doagiglosdirms va s. daxildir
va ancaq bundan sonra istonilon detal alds edilmis olur.

Seqnetokeramikanin polyarlagdiriimasinda moagsad ondaki
spontan polyarlagsmali biitiin domenlorin biitiin polyarlasma
vektorlarinin ela istigamatlonmasine nail olmaqdir ki, onlarin
comi, yoni prosesin sonunda alinan galiq polyarlasma maksi-
mum giymato malik olsun. Daha dogrusu seqnetokeramikani
polyarlasdirmaqda moagsad seqnetoelektrik niimunasine xarici
elektrik sahasi ilo tosir edib ondaki domenlarin miimkiin qador
cox hissasinin 6z oriyentasiyalarini doyisib dayaniqli domen
konfiqurasiyasi alinmasi tiglin zoruri olan miiddotds tasir et-
moklo monodomen hala salmaqdir. Maksimal polyarlasmaya
nail olmaq tgiin biitiin spontan polyarlasma vektorlarinin
sahanin istigamati ilo minimal bucaq amals gatirmalarins nail
olmaq zoruridir.
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§2.6. Keramikanin pyezoaktivliyinin artirllmast

Seqnetokeramikanin polyarlasmamis izotrop haldan polyar-
lagmis anizotrop hala kegmosi prosesi entropiyanin azalmasi vo
mioyyan godar enerji sorfi ilo miisayat olunur. Bu enerjinin
monbayi iso tatbiq olunan elektrik sahasinin enerjisidir. Polyar-
lasmamis haldan polyarlasmis hala kecid aktiv xarakterli pro-
sesdir. Ona gora do seqnetokeramikanin polyarlasmamis hal-
daki sarbast enerjisi polyarlagma proseSinin gedisini asanlagdir-
malidir. Polyarlasmamis seqnetokeramikanin sarbast enerjisi-
nin artirtlmasi yollarindan biri polyarlagmadan qabaq Kiiri tem-
peraturunu asan temperaturda bisirmokdir, polyarlasma zamam
iSo qizdirmaqdir. Bu domen strukturunun genislonmasine vo
defektlorin nizamsizligina gotirir. Buna segnetokeramikanin
gonclosmosi deyilir. Bu zaman Sarbost enerji artir, sonra iso
kohnalma prosesinds miisyyan minimal giymoto yaxinlasaraq
azalir. Paraoelektrik fazasindan seqnetoelektrik fazasina kegid
zamani sirotli soyuma (buna seqnetokeramikanin borkimasi
deyilir)-barkimada sarbast enerjinin artmasi ilo miisaiyat olun-
malidir. Bu zaman metalda dayaniqli domen qurulusu yaranir.
Bunun sobobi siiratli soyumada amoals galon va Kristal gofasinin
bir sinqoniyadan basqasina ke¢masi ilo giiclonan daxili gor-
ginlik ola bilar, ¢iinki bu zaman spontan deformasiya yaranir.

Siiratli soyuma ola bilar ki, ona gatirir ki, domenlarin orta
Olgiisti gonclosmadokindon kigik olar. Bu da yeni fazanin
riseymlorinin miivazinatsiz yaranmasi ilo alagodardir. Domen-
lorin 6l¢iilari kigildikdo domen sorhadlorinin saholori boyiiyiir
Vo seqnetokeramikanin sarbast enerjisi artir. Bagqa bir mexa-
nizm do miimkiindiir. O da mahiyystca ondan ibastdir ki,
stirotli soyuma zamani sarbast yiiklor vo gofasin defektlori
«dondurulur» vo domen sarhadlorinds mévgelarini méhkom-
londirmays macal tapmirlar, ya da domen sarhadlori defekt-
lordo mohkoailonmays macal tapmirlar. Onda defektlards vo do-
men sarhadlarinds harokat imkani yiiksalir.
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Seqnetokeramikanin Kiiri temperaturu vo ya daha yiiksok
temperatur yolu ilo mdohkomlondirilmasi pyezoaktivliyinin
ohomiyyatli doracads yiiksalmasina gotirir. Mohkamlandirma
tokco pyezoaktivliyi artirmir o ham do polyarlasmadan sonraki
kohnalmani azaldir.

Gonclosdirilmis vo mohkomlondirilmis niimunslor arasin-
daki1 forq polyarlasdirici elektrik sahosinin artmasi ilo azalir.

§2.7. Pyezoelektriklarin fiziki sabitlarinin
idara oluna bilmasi

Pyezokeramikanin, imumiyyatlo pyezoelektriklorin mono-
kristallara nisbaton istiin cohotlorindan biri do onlarin fiziki
sabitlorinin idars oluna bilmasidir. Fiziki sabitlorin idars olun-
mas1 dedikdo onlarin miiayyoan Xarici tasirlor vasitasi ilo qiy-
matlorinin moagsadyonlii sokilda doyisdirilo bilmasi imkaninin
varlig1 nozardo tutulur.

Praktikada pyezoelektriklor 6zlorinin yiiksok dayaniqli
parametrloro malik olmalari ilo forglonirlor. Lakin buna baxma-
yaraq c¢oxlu doqiq cihazlarin hazirlanmasinda bozi pyezo-
elektrik hissolordo miioyyan doqigliys nail olmaga ehtiyac
yaranir. Yaxsi ki, pyezoelektrik sabitlarinin magsadyonlii sokil-
do doyisdirilo bilmo imkanlart movcuddur. Belo imkanlarin
varligr demak olar ki, biitiin pyezoelektrik materiallara aiddir.
Ancaq seqgnetoelektrikdo 6zlorini daha qabariq sokilds gostara
bilirlor.

Moalumdur ki, xarici tesirin komoayi ilo dielektriklorda
pyezoelektrikliyin amala golmasins nail olmag, elaca do bunun
noticasi olaraq pyezoelektrik sabitlorino tosir etmok miim-
kiindiir. Bu da 6z novbasinds dielektrik miihitin simmetriya,
habelo komiyyat vo keyfiyyat toroflorinin idars olunmasina
getirir.
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Idaroetmoys pyezoelektrik sabitlarinin 6zlarinin vo kompo-
nentlarinin sayina tasir etms vo homin sabitlorin 6z qiymot-
lorinin doayisdirilmosi daxildir.

Idaroetmo mikroskopik vo makroskopik xarakterli ola bilor.
Birinci halda idaro edon (signal) yoxdursa, pyezoeffekt do
yoxdur va 0 ancaq idaroedici signal oldugda peyda ola bilir.
Mosalon, elektrostruksiya halinda olan dielektrikdo polyarlas-
dirict elektrik sahasinin tosiri atomun yiikloarinin yerini doyisdi-
rorok tok funksiya xarakterli effektin yaranmasina sobab olur.
Makroskopik idaraetmods iss elo vaziyyat yaranir ki, bu vaziy-
yatdo pyezoeffekt ancaq ayri-ayri domenlordo yaranir, amma
biitovliikdo sistemds mikrooblastlarin miixtalif oriyentasiyali
olmalarina goro pyezoeffektin yekunu 6ziinii gostora bilmir, ya
da ¢ox ki¢ik olur. Bu zaman idaroaedici signal bir istigamatdo
komiyyat iistiinliiyiine sorait yaradir. Bu da naticods biitovliik-
do sistemds pyezosabitlorin doyismasina gatirir.

Idaroetmoni  polyarlasdiric: elektrik sahosinin, mexaniki
gorginliyin, temperaturun va ya bunlarin toplusunun vasitasi ilo
do yerina yetirmak olar. Bundan basqa bir do pyezomiihitin is
soraitini doyismoklo idaroetmo imkani da var. Xiisusi halda da
kristalin doyismoasi gorginliyin (elektrik, mexaniki) doyisdiril-
mosi hesabina ola bilor. Dielektrikdo simmetriya morkoazinin
olmamasinin pyezoeffektin amolo golmasinin asas sorti olma-
sii1 qgeyd etmigik. Bu iso onu gostorir ki, geyri-polyar dielek-
trikdo pyezoeffekti xarici elektrik sahasinin tosiri ilo yaratmag
olar. Pyezleffektin idaro olunmasi dielektriklor iigiin kifayat
godor xarakterik xiisusiyyatdir.

Keramikanin polyarlasmasinda asas iki moagsad giidiiliir:

a) pyezoelektrik sabitlori {igtin miimkiin godar daha yiiksak
Vo daha dayaniqli qiymotlora nail olmag; b) pyezoelektrik
sabitlorini idars etmok.

Birinci halda lazim olan polyarlagsma pyezoelektrik mad-
doni yiiksok temperaturda (Kiiri temperaturuna yaxin) va eyni
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zamanda yiiksok elektrik sahasinds saxlamag, sonra iss bu
vaziyyatds soyutmagla slds edilir.

Ikinci halda polyarlasdiric: elektrik sahosi pyezoelektrik
sabitlori ilo toyin olunan fiziki proses ii¢lin signal rolunu oy-
nayir. Idaroetmanin kemiyyot torofi miioyysn monada idaro-
edici signalin doyismo siiratindon asilidir. Pyezoelektriklorin
coxOlciilil idars olunmasinin miimkiinlityii haqqinda todgiqatlar
gostarir ki, pyezokeramika polyarlasdirici sahonin biitiin koor-
dinat oxlar1 istigamatinds tasiri vasitoasi ilo yaxsi idarsolunma
xiisusiyyatina malikdir.

Monolit pyezoelektrik qurgularda idaroedici tosirlor ele-
mentdon elements ancaq elektrik signallar1 soklinds deyil, hom
do mexaniki impulslar saklinda do 6tiiriilo bilor. Bununla slage-
dar olarag pyezoelektrik xassalorin mexaniki gorginliklor vasi-
tosi ilo idars olunmasi da maraq dogurur. Masalan, bu xassadan
mexaniki komiyyatlorin gostaricilorini (pyezodatgiklori) hazir-
lamaq ti¢iin istifado etmak olar.

Morkozi simmetriyaya malik olmayan mexaniki tosirlor
xiisusi maraq dogurur. Dogurdan da, simmetriya qruplarinin
superpozisiyasi haqqinda Kiiri prinsipina osason Xxarici tosir
noticasindoa kristal miihitin simmetriyast doyisir, bu iso Neyman
prinsipina asasan fiziki xassalorin dayismasina gatirir. Bununla
olagoadar asagi simmetriyali lakin goxkomponentli tasir miihitin
simmetriya vo xassolorin bdyiik dayisikliyina gatirs bilar.

Mexaaniki tosir 6z-6zliiyiindo polyarlasmamis vo yaxud
morkazi simmetriyasiz keramikada polyarlasma prosesi yarada
bilmaz, lakin mexaniki tosir artiq polyarlagsmis keramikanin
polyarligint dayisdira bilor. ©goar doyison elektrik sahasinda
yerlosdirilmis seqnetoelektrik mexaniki tosiro moruz qalarsa,
onda onun dielektrik polyarlasma xarakteristikasi deformasi-
yaya ugrayir vo bu deformasiya mexaniki garginliyin kamiyyat
gostaricisinin doyismasindon asili olur. Bu doayisikliyin xarak-
teri ham do mexaniki tasirin polyar oxa nazaran oriyentasiya-
sindan asili olur.
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Xiisusi halda seqnet diizlarinda biroxlu mexaniki garginlik
histerizes ilgoyinin tohrif olunmasina gatirir.

Beloliklo, goriiriikk ki, pyezokeramik, seqnetoelektrik vo
dielektrik sabitlorinin magsadyonlii doyisdirilmasi ti¢lin lazim
olan tasir vasitalari kifayat qodardir.

§2.8. Kristallarin simmetriyalarina uygun dielektrik,
pyezoelektrik sabitlari va elastiklik modullart tenzorlart

Biz gostordik ki, tenzorlardan istifado koordinat sisteminin
doyismoasi ilo alagadar olan g¢oxlu hesablamalar1 daha sado so-
kilds yerina yetirmays, habelo miixtalif maddi sabitlor arasinda
zoruri alagalorin tapilmasina, bazi sabitlor molum oldugda bir
sira basqa qohum sabitlori onlarin vasitasi ilo toyin etmoys
(4.9.28) imkan verir. Asagida miixtalif kristallar {igiin maddi
sabitlorin onlarin simmetrikliyinin xarakterini oks etliron ten-
zorlarmin [52]-don oxz edilmis struktur codvollorini veririk.
Gostorilon kristalda 32 simmetriya sinfino vo 7 asas sistema
ayrilmis kristallar t¢tin dielektrik niifuzlugu, pyezoelektrik
sabitlori vo elastiklik modullart ticiin uygun iki, ii¢ vo dord-
valentli tenzorlarin qurulusu verilib vo orada tenzorun valent-
liyi uygun sabitlorin tenzorial yaziligdaki indekslorin say1 ilo
toyin olunmas1 nazards tutulur. Masalon, Cj; elastiklik modul-
lar1 tenzorlarla Cimgp soklindo, yoni dérdvalentli tenzor soklindos
ifado olunurlar. Hor hansi pyezokeramik konstruksiya elemen-
tinin dyranilmasinds basqa sabitlarin tenzoruna ehtiyac olarsa,
(4.9.28) diisturlar1 vasitasi ilo onlar1 asanligla tartib etmok olar.

1%, Miixtalif kristal siniflori iiciin ikivalentli tenzorlar.
Biitiin kristal siniflori tigiin simmetrik miinasibatlor ¢ixarilmis-
dir. ikivalentli tenzor (masalon, dielektrik niifuzlulugu tenzoru
&ij) miixtalif kristal siniflori tiglin asagidak: sokillora diisiirlor:
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Triklin sistem ti¢lin

€1 & &3
€12 € E€p3

€13 €3 E33
Monoklin sistem tigiin

g, 0 &5
0 ¢, O

€3 0 &5

Rombik sistem ii¢lin

g, 0 O
0 ¢, O
0 0 &g

e, 0 O
0 ¢, O
0 0 g4

Kubik sistem {i¢iin

g, 0 O
0 ¢, O
0 0 g
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Bir izotrop kasikli vo z oxu ilo ist-listo diison oo tortibli
simmetriya oxlu miihit {i¢iin

e, 0 O
0 ¢, O
0 0 ¢4y

2°. Miixtolif kristal siniflori iiciin ticvalentli tenzorlar.
Niimuna Kimi pyezoelektrik h;j; tenzorlarina baxaq:
Sinif 1. Monoedrik simmetriya sokli, (1) simmetriyanin

yoxlugu
hll h12 hlS hl4 h15 h16
21 22 h23 h24 h25 h26

h31 h32 h33 h34 h35 h36

Sinif 2. Simmetriyanin pinokoidal sokli (2) simmetriya
morkazinin varlig:
hij =0
Sinif 3. Simmetriyanin oxvari diedrik sokli (2), oxu y oxu
ilo Gst-lsto diistir

0 0 0 h, 0 hy

Sinif 4. Simmetriyanin oxsuz diedrik sokli (m), m miistavisi
y oxuna perpendikulyardir

hll h12 h13 0 h15 0
0 0 0 h24 h25 h26
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Sinif 5. Simmetriyanin prizmatik sokli (2:m) simmetriya
morkazi var.
hij =0
Sinif 6. Simmetriyanin rombo-tetraedrik sokli (2:2) 2 oxu X,
y, z oxlart ilo {ist-iisto diigiirlor

000h, 0 O
000 0 hy O
000 0 0 hy

Sinif 7. Simmetriyanin rombo-piramidal sokli (2-m) 2 oxu z
oxu ilo ist-listo diigir, m mistovilori X vo y oxlarina
perpendikulyardirlar

0O 0 0 0 hg O
0O 0 0 h, 0 O
h,, hy, hp;, 0 0 O
Sinif 8. Simmetriyanin rombo-dipiramidal sokli (m-2-m)
simmetriya morkozi var.
hij =0
Sinif 9. Simmetriyanin tetraqonal-tetraedrik sokli (4_1) 4
oXUu z oxu il tist-lista diistir
0 o 0 h, hg O
0 o 0 -hy h, O
h,, —h;y; 0 O 0 hy
Sinif 10. Simmetriyanin tetragonal-piramidal sokli (4) 4 oxu
z oxu ilo tst-iista diigiir (bu tenzor da anizotrop miihito aiddir.

oo tortibli simmetriya oxu var)
o o0 0 h,; hg O
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Sinif 11. Simmetriyanin tetraqonal-skalenoedrik sokli
(71 . m) 4 oxu z oxu ila, 2 oxlar1 x va y oxlart ilo Ust-iisto diistir-
lor

000Hh, O O
000 0O h, O
000 0O 0 h,

Sinif 12. Simmetriyanin tetraqonal-trapesioedrik sokli (4:2)
4 0xu z oxu ila, 2 oxlar1 x vo y oxlari ilo Ust-iisto diistirlor

co00Hh, 0 O
co0o0 0 -h, O
0 00 O 0 O
Sinif 13. Simmetriyanin tetraqonal-dipiramidal sokli (4:m)

simmetriya morkazi var
hij =0

Sinif 14. Simmetriyanin ditetraqonal-piramidal sokli (4-m)
4 oxu z oxu ilo Ust-listo diisiir, m miistavilori X vo y oxlarina
perpendikulyardirlar:

0O 0 0 0 hy O
o 0 0 hy, 0 O
hy, hy, h,; 0 0 O
Sinif 15. Simmetriyanin ditetraqonal-dipiramidal sokli
(m-4-m) simmetriya morkozi var
hij=0
Sinif 16. Simmetriyanin triqonal-piramidal sokli (3) 3 oxu z
oxu ilo ist-tisto diigiir.

h11 - h11 0 h14 h15 - h22
- h22 hzz h23 h15 - h14 - hll
h., h,, hy,; O 0 0
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Sinif 17. Simmetriyanin romboedrik sakli (6) simmetriya
morkoazi var.
hij =0
Sinif 18. Simmetriyanin trigonal-trapesiyaedr sokli (3:2) 3
oxu z oxu ilo, 2 oxu x oxu ilo tist-iisto dusiirlor
h11 _h11 h13 h14 0 0
0 0 o 0 -hy, -h;
0 0 0 O 0 0
Sinif 19. Simmetriyanin triqonal-dipiramidal sokli (3:m) 3

OXU z oxu ilo ist-listo diisiir m miistovisi z oxuna perpendi-
kulyardir

h, -h; 0 0 0 -h,,
-h,, h,, 0 0 0 -h;
0 0 00O O

Sinif 20. Simmetriyanin ditriqonal-piramidal sokli (3-m) 3
OXu z oxu ilo dst-iisto diisiir, m mistovisi y oxuna
perpendikulyardir.

0 0 0 0 hy —h,
-h,, h,, 0 hy, O 0
h,, hy, hy,; 0 O 0
Sinif 21. Simmetriyanin ditriqonal-skaleoedrik sokli (G . m)
simmetriya morkoazi var
hij:0
Sinif 22, Simmetriyanin ditriqonal-dipiramidal  sokli

(m-3:m) 3 oxu z oxu ilo ist-iisto diisiir. m miistavilari z vo y
oxlarina perpendikulyardir.

h, -h, 000 0
0 0 00 0 —h,
0O 0 000 O
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Sinif 23. Simmetriyanin heksaqonal-piramidal sokli (6). 6
oXu z oxu il iist-lista diistir

o o o h, hy O

o 0 o hy -h, O

hy, hy, hy; O 0 O

Sinif 24. Simmetriyanin heksaqonal-trapesiyaedrik sokli
(6:2). 6 oxu z oxu, 2 0Xu X oxu ils Gst-iista distirlar.

o0O0h, 0 O
o000 0O -h, O
000 O 0 O

Sinif 25. Simmetriyanin heksaqonal-dipiramidal sokli (6:m)
simmetriya morkazi var
hij =0
Sinif 26. Simmetriyanin diheksaqonal-piramidal sokli (6-m)
6 oxu z oxu ilo iist-listo diislir, m miistovilori X vo y oxlarina
perpendikulyardirlar.

Sinif 27. Simmetriyanin diheksaqonal-dipiramidal sokli
(m-6:m) simmetriya morkozi var
hij =0
Sinif 28. Simmetriyanin Pentaqon-tritetraedrik sokli (3/2) 2
oxlar1 x, y, z oxlari ilo iist-listo diistirlor.

000Hh, 0O O
000 0 h, O
000 0O 0 h,
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Sinif 29. Simmetriyanin Pentaqon-trioktaedrik sokli (3/4)
simmetriya morkozi var
hijZO
Sinif  30. Simmetriyanin  didodekaedrik  sokli (5/2)
simmetriya morkazi var
hij:0
Sinif 31. Simmetriyanin heksatetraedrik sokli (3/ zl) 4
oxlar1 x, y, z oxlari ilo iist-listo diistirlor
0 0O0Hh, O O
coo0oo0o o0 h, O

000 0O 0 hy,

Sinif 32, Simmetriyanin heksaoktaedrik sokli (5/4)

simmetriya morkoazi var
hij =0

Eninoa izotrop miihit, co o0Xu z oxu ils tist-iista diistir
0o 0 0 0 hy O
o 0 0 hy, 0 O
hy, hy, hy; 0 0 O
Matrislorin burada gostorilon formalari ej pyezoelektrik
sabitlori ticlin do dogrudur. Siiriismo deformasiyalarinin qoabul
olunmus torifino uygun olaraq d vo g pyezoelektrik sabitlori

matrislori 16, 18, 19 vo 22 siniflor iiglin hj-lor iigiin yuxarida
gostarilon matrislordon bir gadar farglonirlor

d11 - d11 0 d14 d15 - 2dzz
Sinif16. |-d,, d,, 0 d,. -d, -2d,
d,, d;, d,; O 0 0

115



d11 _dll 0 d14 0 0
Sinif18./0 0 0 0 -d, -2d,

0 0 0 0 0 0

d, -d, 0 0 0 -2d,
Sinif19. |-d,, d,, 0 0 0 —2d,

0 0 000 O

d, -d, 000 0
Sinif22./0 0 0 0 0 -2d,

c 0 000 O

Sinif 20 ti¢tin do matris forglidir vo o beladir
0 o 0 0 d, -2,
-d, d,, 0 d, O 0
d;, d;, di; 0 O 0
3°. Kristallarin  miixtolif siniflori iiciin  dordvalentli

tenzorlar. Misal tigiin elastiklik modullar: tenzoruna baxag.
Sinif 1.2. Simmetriya triklin sistem. 21 modul.

C16 C26 C36 C46 056 CGG
Sinif 3; 4.5. Monoklin sistem. 13 modul.
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Cy Cp C3 0 ¢y O
C21 C22 023 O C25 O
ClS C23 C33 O C35 O
0 0 0 ¢y 0 cyu
C15 C25 C35 O CSS 056
0 0 0 ci 0 cg
Sinif 6.7.8. Rombik sistem. 9 modul.
Cll C12 C13 0 O O
C12 022 C23 0 0 O
C13 C23 C33 0 0 O
o 0 0 ¢, 0O O
0 0 0O 0 ¢ O
0 0 0 0 0 cg

Sinif 9.10.13. Tetragonal sistem. 4 oxu z oxu ilo ist-listo

diistiir. 7 modul.

Cll ClZ C13 0 0 O
C12 CZZ C23 0 O O
ClS C23 C33 0 0 O
0 0 0 ¢, O O
0 0 0 0 ¢, O
0 0 0 0 0 c

Sinif 11,12.14.15. Tetragonal sistem. 4 oxu z oxu ilo tst-
tisto disiir. 2 oxlar x oxu ilo tst-iisto diistirlor. 6 modul.
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o O O O
o O O O

O 0 0 0 ¢, O
0 0 0 0 0 cg

Bu 5 halin hamusi {iciin elastiklik sabitlori tenzoru s;;
tamamils Cjj tpenzornun formasi ilo analojidir.

Sinif 16.17. Triqonal sistem 3 oxu z oxu il tst-iisto diisiir.
7 modul.

Ciy Co Gz Cy Cas 0
Ci2 Chh  Cp Cu  Cys 0
Cg Cy Cyu O 0 0
Cia Ci4 0 Cu4 0 Cys
—Cy  Cys 0 0 Cas Ciy
o 0 0 ¢, ¢, > Cro

Elastiklik sabitlori tenzoru 846:2825, 855:2814, 866:2(811—
S12) borabarliklari istisna olmagla tamo=amilo analojidir.

Sinif 18.20.21. 3 oxu z oxu ilo, 20xu X oxu ilo tust-usto
diistirlar. 6 modlu
Cll ClZ ClS C14

Cio Ciy Ciz —Cy
Ci3 Ci3 Cas 0
C

o O O O

0
0
0
0

14 —Cpy 0 Cas
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Elastiklik sabitlori tenzoru, Sse=2S14, Sg = 2(S11 — Si12)
komponentlori istisna olmagla bu tenzora tam analojidir.

c, €, ¢3 0 O 0
C, C, C5, 0 O 0
Cg Cs Cy 0 O 0
o 0 0 ¢, O 0
0 0 0 0 c 0
0 0 0 0 0 %

Elastiklik sabitlori tenzoru Sge=2(S11 — Si12) komponentin-
don basga tamamilo oxsardir.

Sinif 19.22,23,24.25,26.27. Heksogonal sistem. 6 oxu z oxu
ilo, 2 oxlar1 x oxu ilo tst-iists distirlor. 5 modul.

Cy Cp Gy 0 0 0
C, €y €3 0 0 0
Cy Cy C3 0 0 0
0 0 0c, 0 O
0 0 0 0 ¢, O
0 0 0 0 0

Elastiklik sabitlori tenzoru Sge=2(S11 — S12) istisna olmagla
bununla tam analojidir.
Sinif 28.29,30.31.32. Kubik sistem. 3 modul.

¢, ¢, ¢, 0 0 O

Cp Cy Cp O 0 0

Cp Cp Cy O 0 0
o 0 0 ¢, O O
o 0 0 0 ¢, O
0 0 0 0 0 cy
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Elastiklik sabitlori tenzoru bununla istisnasiz analojidir.
Izotrop cisim 2 modul

C, C, Cp 0 0 0
C, C, Cp 0 0 0
C, C, Cp, 0 0 0

0 0 o0 wu"C g 0

0 0 0 0o u=f

0 0 0 0 %

Sus = Ss5 = Sgg = 2(811 - 812) komponentlarindan basqa
elastiklik sabitlori tenzoru tam oxsardir. Enina izotrop miihit. oo
OXU Z oxu ils tist-lista diistir. 5 modulu var.

Enino izotrop mihit o oxu z oxu ilo ist-listo diigiir. 5
modulu

c, ¢, ¢ 0 O 0
C, C; ¢ 0 O 0
Ci Cs Cy 0 O 0

o 0 0 ¢, O 0

0 0 0 0 c, 0

0 0 0 0 0 . il

Elastiklik sabitlori tenzoru Sgs = 2(S44 — S12) istisna olmagla
bununla tam analojidir.
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MFOSIL
TENZORLAR COBRININ ELEMENTLORI
§3.1. Birinci va ikincCi tartib tenzor anlayist

Forz edok ki, ligolciilii Evklid fozasinda iist-iisto diismoyon
iki €,€,,€, vo €, €, €, ortonormal bazis vektorlart verilib vo
onlar eyni baslangica malikdirlor. Bunlar {izorinds iki dekart
koordinat sistemi qurulmus olsun. Bunlardan, bazis vektorlar
€, &,, €, olana birinci (vo ya kohno), bazis vektorlar1 €], €, €,
olana iso ikinCi (vo ya tozo) koordinat sistemi deyok. Onda
ikinci bazisin ort vektorlarini birinCi bazisin ortvektorlari ilo
belo ifado etmok olar:

€ =a,e +a,e +a,¢e (3.11)
é; =,8 +a,€, +8,8,

Gostorak ki, ajj (1,j=1,2,3) omsallar1 uygun olaraq tozo vo
kohnoa ortlarin (bazislorin) vektorlart arasindaki uygun bucagla-
rin kosinuslaridir. Bunun {i¢tin (3.1.1)-i birinci bazisin €, vek-
toruna skalyar vuraq. Onda alariq (niimuns {igiin ancaq birinci
boraborliyi vururuq)

(él’élr) = an(euél) +a, (él’ é2)+ a13(é1’é3)

Lakin burada (g,,&,)=1 (e,e,)=(g,€,)=0 vo demoli

(éﬂél') = a11 = |é1 éll Cos(éll\éll)

Eyni gayda ilo (3.1.1) miinasibatlorini birinci bazisin vek-
torlarina skalyar vurmagqla tapiriq:

a, =(e8)=cos(ge!) (3.1.2)

(3.1.2)-don goriiniir ki,

a,=(c8)=(eze)=4a, (3.1.3)

ij i7j
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Bu iso o demokdir ki,

a,| matrisi ilo [a,| matrisi qarsiligh
tors matrislordir, bundan basqa onlardan biri o birisinin
transponirs olunmasindan alinir. Bunu isbat etmok {igiin forz
edok ki, (3.1.1)-in Haiiu matrisi cirlasmayandir. Onda (3.1.1)

¢evirmasinin tors ¢evirmasi var vo onu belo yazmagq olar:
€ = alléll + a12é; + a13§;
€, =a,F€ +a,E, +a,¢, (3.1.4)
5 a 5 .75 B a B/
€; =256 +3,6, +3;6,
(3.1.4)-iin birinci barabarliyini & -o skalyar vurag. Onda
alingq:

(e;. él) = a11 (_1, él) = all

(3.1.5)
ey — 7 [—
(ez el) =a, =8y,
Belaliklo goriiriik ki, tors ¢gevirmanin matrisi
all a12 a13 a‘ll a‘12 a13
ng a22 a23 = aZl a22 a23 (316)
a31 a32 a33 a31 a32 a33

Yoni [a,|-nin tors matrisi elo |a,| matrisinin transponira

olunmas: ilo tapilir. Belo xassoya malik olan matrislora
ortogonal matrislor deyilir.

Bu xassani bels ifads etmok olar:

o 0 j=k
zﬂ:ajnank=ajk=(ejek)={l ik (3.1.7)

Demoli, ortogonal matrisin determinanti +1-o barabordir.
Burada yeni vo kohno ortlar eynisomtli (eyni oriyentasiyali)
olduqda isaro miishat, oks halda manfi gotiiriilir.

Indi sifirdan forgli hor hans1 X vektoruna baxag ve onun
kohno sistemdoki koordinatlarina xi, Xp, X3 yeni sistemdoki

koordinatlarina isa x;, X, X}, deyak. Aydindir ki,
x,=(Xe) x,=(Xg,) x,=(Xg) (3.1.8)
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Eloca da:
x =(xg) X, =(xe}) x;=(xe)
Koodinat sistemi baslangic otrafinda firlandigda X vek-
torunun koordinatlarinin necs ¢evrilmosina baxagq.
(3.1.1) boaraborliklorini X -o skalyar vursaq olaraq
X! =a,X, +a,X, +a8,X

17 127 1373
!/

X, =a, X, +a,,X, +8,,X, (3.1.9)
!’

Xy =8y X, +8,X, +85X,

Buradan gorinir ki, koordinat sisteminin baslangic
otrafinda firlanmasinda istonilon X wvektorunun koordinatlari
eyni (3.1.1) ortogonal cevirma ilo gevrilir. Migayiso igiin
yazirq:

g =>a8 X, =aX (3.1.10)

(3.1.9)-un determinant1 sifirdan forgli oldugda onun tors
cevirmasi var:

X, = a;,X; +a,X, +a,X,

11771 127%2 137%3
X, =a,X; +a,X, +a,X, (3.1.11)
X, = ayX; +a,X, +a,X,
Belo ki, burada || matrisi a,| matrisinin hom tors, hom

da transponira olunmus matrisidir.
(3.1.9) vo (3.1.11) gevirmalorini yigcam sokilds belo yaza
bilorik:

X = Za:aijxj :igxi' X, X = iajixi’ = i%xi (3.1.12)
= ] ]

=1 i i i i

Tarif: (3.1.12) cevirma qaydasi ilo verilmis x; (i=1,2,3) komiy-
yatlar toplusuna birinci tortib (birinci rang, birvalentli)
tenzor vo yaxud vektor deyilir.

Umumilik xatirina skalyar kemiyyato sifir tortibli tenzor
kimi baxilir.
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Ikinci tortib (iki valentli) tenzor anlayisina kegmok iiciin iki
X Vo y vektorlarinin skalyar hasilino baxag.

Bu vektorlarin koordinatlart (3.1.9) qganunu ilo belo
cevrilirlar:

Xi = ;X Yy, =by, (3.1.13)
Bunlar skalyar vursaq alariq

(X y// ( IJ |kafyi (aijbkl)xiy(/

Xy, =w;, XY, =w, desok alariq:
wi, =ab,w, (3.1.14)
(3.1.12)-0 asasan (3.1.14)-1i bels do yaza bilarik
w, = XDy (3.1.15)
oy, ox,

(3.1.12) vo (3.1.14) barabarhklarlmn sag torofindo indeks-
lordon biri tokrarlanir vo homin indekss goro toplama omaoli
yerino yetirilir. Bu bizo ¥ isarasindon imtina etmok imkani
verir. Demali, (3.1.12) ifadasini bels yaza bilarik:

X' =aX, X =axX (3.1.6)

i jirti

(3.1.5) vo (3.1.14) ifadolorindo do tokrarlanan indekslora
g0ra toplama amoli yerina yetirilmoasi nazards tutulur. Galocak-
do tenzorlarda tokrarlanan indekso goro toplama omalino ten-
zorlarin biikiilmasi deyasayik. (3.1.14)-ds € indeksi tokrarlanir.
Bu o demokdir ki, bu qisa yazishs aslindo doqquz tenlikdon
ibarat sistemdir. Umumiyyatlo hor hansi sistemda verilmis dog-
quz w;, kemiyyatlar toplusu basqa sistema kegdikdo (3.1.14) vo
yaxud (3.1.15) ganunu ilo ¢evrilirss, onda onlara ikinci tortib
(ikivalentli) tenzor deyilir. Nohayat, indekslora aid iki vacib
sorti geyd etmoaliyik: 1) tokrarlanan indeks bu indeksin 1-don 3-
o godar doyismasi ilo toplama omaolinin yerine yetirilmasini
gostorir. Bu indekslorin yerdoyismasi naticaya tasir etmadiyin-
don onlara lal indekslar do deyilir; 2) sarbast (yani tokrarlanma-
yan) indekslor 1, 2, 3 qiymatlorini alirlar.
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Burada gostordiyimiz qayda ilo bir nego vektoru ardicil
vurmaqlda daha yiiksok tortibli tenzorlar diizoltmoys nail ola
bilorik. Onda mosaolon Wiese komiyyatlor toplusu  belo
cevrilmoalidirlor.

, OX! OX OX; OX, OX, OX,
Wis = P AUl Ayl 7 Woptap
X, OX; OX  OX; OX; OX|

Beloliklo, komponentlori (3.1.17) ganunu ilo c¢evrilon
3"=724 sayda komponentdon ibarot olan komiyyatlor
toplusuna (buna bozi miialliflor riyazi obyekt da deyirlor) 6-Cii
tortib tenzor deyilir. Tenzorlarin tortibino onun valentliyi vo
yaxud ranqi da deyirlar. Biz isa bu terminlordon eyni hiiquqlu
kimi hor ti¢lindon istifado edocoyik.

(3.1.17)

§3.2. Vektorun kovariant va kontravariant komponentlari.
Qargsuliqle bazis vektorlar:

Diizbucaglh koordinat sistemindo oldugu kimi, ¢opbucaglh
koordinat sistemindo do verilmis X vektorunun komplanar
olmayan har hansi b, b,, b, bazisi iizro ayriimas: mosalesi uc
X1, X2, X3 Namalum komiyyati

X = x'b, + x°b, + x°b, (3.2.1)
vektorunun verilmis koordinat sisteminin oxlar1 iizarine
proyeksiyalanmasindan alinan ¢ skalyar

(Xb,)=x (xb,)=x* (xb,)=x° (3.2.2)
tonliklarindan tapilmas: masalasina gotirilir. Lakin bu masaloni
birbasa garsiliglt bazis vektorlarindan istifado etmokla do hall
etmok olar.

i i I I € i) e 1 e 9 e H e i) e i 1
Verilmis iki €, €,, €, vo €, &%, € bazis vektorlar
0

Sartini 6dayirlarss, onda bels bazislora garsiligh bazislor va ya-
xud biortoqonad bazislor deyilir. € vektorlart tizarindoaki

1=k
@eg_{ o, (k=123 (323
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rogomlor qiivvat doracasi deyil, ancaq indekslordir. Burada
sohbat ¢opbucagl koordinat sistemindon getdiyi iiciin e, vo €'
vektorlar1 ortogonal vektorlar deyillor. Qarsihigli bazislora
verilon torifdon belo ¢ixar ki, verilmis bazislordan birinin har
bir vektoru garsiliglh bazisin iki vektoruna perpendikulyardir va
bu vektorun 6zii ilo indeksi eyni giymoto malik olan vektoru ilo
iti bucag amala gatirir.

(e“e,)=1 sortindon, yoni 1=e“e,|cos(e“e, ) sortini alirig
= e

le,|cos(e“e,) h,
Yani bu garsihgli bazis vektorlarindan birinin modulu garsihigh
bazisin iizorindo qurulmus paralelopipedin bu vektora paralel
olan hiindiirliyiiniin tars giymotina borabardir.

Qarsiligh bazislordon biri verildikds o birisini tapmagq olar.
Dogurdan da €, €,, €, bazisi verilmis olsun. Onda torifo goro
qarsiligh bazisin & vektoru birinci bazisin, e, vo e3
vektorlarina ortoqonal olduguna goro €' e, vo ez vektorlarmimn
vektorial hasilinin ifads etdiyi vektorla kolleniar olmalidir, yani

g'=mle,-e,] m=const (3.2.5)
m sabitini (e,')=1 sortindon se¢o bilorik.
Bu sorti belo do yaza bilorik
m(él[éz §3])=1 (3.2.6)
(e[e,&,])# 0 oldugundan (3.2.6)-dan tapiriq:
(el[eZ e3 ]) \/l

V; birinci bazis vektorlar1 {izorindo qurulmus paralelopi-

pedin hocmidir

(3.2.4)

Vi|=le,-e, & (3.2.8)
Eyni qayda ils yaza bilorik:
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5 _ 5] _ 5,2
ST V1

Burada i, j, k vo £, m, n indekslori 1, 2, 3 odadlorinin dairs-

vi yerdoyismolorini gostorirlor. Aldigimiz ifadslor ikinci bazis

vektorlarinin onunla qarsiliqli olan birinci bazis vektorlar ila

ifadalorini verir. Birinci bazis vektorlarinin qarsiligl ikinci ba-
zis vektorlari ilo ifadslorini do analoji olaraq belo yaza bilorik:

i Ak i Ak
8= /[e ¢ ) _= e’ (3.2.10)
e-e"-e V,

2

(3.2.9)

Qarsiligh bazislor asagidaki xassalora malikdirlor.
1) Ortoqonal bazisin qarsiliqlt bazisi do ortoqonaldir vo
onlar {ist-listo diisiirlor;
2) Qarsiligh bazislorin ya har ikisi sag, ya da hor ikisi sol
sistem togkil edirlor, yoni onlar homiso eynisomtli olurlar.
Bu V1V,=1 > 0 miinasibotindon aydindir.
Birinci miilahizo isa:

Vo le.-e,]=e"vo [e,8,]=0
miinasibatlori ils tosdiglonir.
indi x*lar1 (k=1,2,3)

p— — p— 3 f—
X =x", +x’b, + x°b, = > x*b,  (3.2.11)
k=1

Miinasibatlorindon tapmagq tli¢lin X vektorunu garsiligh bazisin
vektorlarina ndvba ilo skalyar vuraq, onda aliriq

(xb,)= ixk(blkbi)= N (3.2.12)
k=1
Buradan is_e tapiriq: o o
SO 1N R LY LN PO
b,|b, b, b,|b, b, b,|b, b,
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Belaliklo goriiriik ki, istonilon X vektorunu birinci €, €,, €,
vektorlari {izro ayirmaq olar
X = X', +X’e, + X8, (3.2.14)
eloco do eyni miivaffoqiyyatlo qarsiligh bazisin &', &, & vek-
torlar1 (indekslori miinasiblik xatirine yuxarida yaziriq) iizra
ayirmagq olar:
X =XE +X,8° +X,8° (3.2.14%)
Belo oldugda x¥ adodlorine X vektorunun kontravariant, X
(k=1,2,3) adadloring iso onun kovariant komponentlori deyilir
(3.1.1)-i va (3.1.4)-li uygun olaraq mozmununu pozmadan belo
yaza bilarik:
=/ 1= 2= 35 k
€ =0, € +0,€, + 0,8 =0,
e, = o8 + 058 + 08 = ase,
i 15 2= 35 k
e, =056, + a6, + 06, = ay€,
vo ya e, =g, (3.2.15)
Vo torsing g =a/e, (3.2.16)
(3.2.15) vo (3.2.16) miinasibatlorino uygun olaraq diiz vo
tors ¢evirmolor, onlarin amsallarina iso diiz vo tors ¢evirmanin
omsallar1 deyacoyik. Vektorun komponenetlorinin kovariant vo
kontravariant adlar1 kovariant komponentlorin ¢evrilmoasi diiz
¢evirmanin o omsallari, kontravariant komponentlorin gevril-
moasi iso tars gevirmonin a,, amsallar1 vasitosi ilo yerina yetiril-
mosi ils alaqadardir.
i’ k 'k
K =opX, XT =X (3.2.17)
Komponentlari X, =0, X, ¢evirmasinin amsallar1 ilo ¢evri-
lon riyazi obyekts birinCi tortib (birinci rang, birvalentli) kova-
lent tenzor vo yaxud kovariant vektor deyilir, eloco do kompo-
nentlori X“ = oy X ¢evirmosinin omsallan ilo gevrilon riyazi
obyekto kontravariant tenzor vo yaxud kontravariant vektor de-
yilir. Tenzor hesabinda yuxari indekslorin kontravariantligi,
asag1 indekslorin iso kovariantlig1 géstormosi sortlosdirilib.
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§3.3. Coxvalentli tenzorlar

Yuxarida g¢oxvalentli tenzorlar haqqnda qisa molumat
vermisdik. Indi iso iki kontravariant " ve b° vektorlarmin
skalyar hasilino baxaq. Bu zaman (3.2.17) ¢evirmaloarini nozor
alaq

(ar bs): (a:nam)(ocf]b” ): orona™b"

a'b’=a" a"b" =a™ deyok. Onda alariq:

a®=a aa™ (3.3.1)

Belaliklo, komponentlori (3.3.1) ganun ilo ¢evrilon riyazi
obyekts ikinci tortib kontravariant tenzor deyilir. Analoji olaraq
a, vo b, kovariant vektorlarin skalyar vurulmasindan aliriq:

@b.)=a.=(ora, )b, )= arala,b,
yaxud
a,=o ola,, (3.3.2)
Komponentlori (3.3.2) ganunu ilo cevrilon riyazi obyekto
ikivalentli kovariant tenzor deyilir.
Nohayat Kkontravariant a" vo kovariant bs vektorlarinin
skalyar hasilino baxaqg:
(a'b,)=a’ =(ara™\a'b, )= alaa,b, = ol oa” (3.3.3)
Komponentlori al =a a’a; ganun ilo ¢evrilon riyazi ob-
yektlora ikivalentli garisiq (yuxar: indekss gore kontrvariant,
asagl indeksa goro kovariant) tenzorlar deyilir vo onlar bir
yuxart va bir do asagi indekslo isara olunurlar. Gostordiyimiz
bu tsulla istonilon valentli vo istonilon novlii tenzorlar ala

bilorik. Masalan, bels hasils baxagq:

(@ b,c.)=(a,a" Jeub, foiic, )= a;elocia, by,
(ar b, ct): a, a"b,c =a] desok
al =o a’ofan (3.3.4)
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Yoni yuxari indekso gbro kontravariant, asagi indekslora
goro kovariant ligvalentli garisiq tenzor aldiq.

Bu omoliyyatlar1 yerino yetirorkon valentliyin balansina
diggat yetirilmalidir, yoni borabarliyin hor iki torafindoki
tenzorlar eyni kontravariantliga vo eyni kovariantliga malik
olmalidirlar.

Dediklorimizi bir gador do iimumilogdirmok ti¢lin xatti Cabr
va ¢oxOlc¢iilii hondesoyos miiraciot edok.

Forz edok ki, bizo bazisi ey, €2, ...,en olan L vo verilmis
bazislo qarsiligh el, e2, ..., ¢" baziso malik olan L; xatti fozalar
verilib va biitiin mimkiin e;.. .epel. ..e% hasillori qu coxlugunda

bazis toskil edirlor. Belo ki, T* (e, €) sokilli skalyar hasillor

¢oxlugudur. Onda Vt e T? ili¢lin asagidaki ayrilis dogrudur:
t=> 1, "e,.€ et e" (3.3.5)

R
TJl]q

rina kegdikds onlar hor bir yuxart indekss gors kontravariantliq
hor bir asagr indekso goro iso kovariantliq ganunu ilo
cevrilirlor, yoani

odadlori t tenzorunu toskil edirlor. Bir bazisdon digo-

'1 p i p i 1 Jq
=Y T ALLALBLLBY (3.3.6)

belos ki, comloma strlxlenmamls 1ndekslar9 g0ra yering yetirilir.
Isbati. Molumdur ki, bazis vektorlar1 asagidaki kimi
cevrilirlor:

e, => Ale e =) Ble (3.3.7)
Bu diisturlarin tarsi iso beladir:
e,=> Ble, e'=> Al (3.3.8)

Onda (3.3.5)-1 bela yaza bilarik

t=> 1" ve,.e e, el =
_Z(Z '1 PA'l Bh B]qk eh ejq

Digor torofdon

(3.3.9)
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t_Zr” pe .eipejl...ejq (3.3.10)

(3.3.9) vo (3.3.10)-nun muqayisssindan (3.3.6)-m1 aling.
Yani (3.3.6)-nin dogrulugu isbat olundu.

indi do gdsterok ki, hor bir ¢coxdayisonli a(xi...x, u'...u")

invariant xatti formasma T ¢oxlugundan bir tenzor qarsi

goymaq miimkiindiir. Baxdigimiz L fozasindan gotiiriilmiis hor
bir kovariant xi vektoru e;...e, bazisi lizra belo ayrila bilor

X, = D X,& (3.3.11)
vo her bir kotravariant T vektoru e...e" bazisi iizro ayrila bilor
u“=>"ufe' (3.3.12)

i1

Onda yaza bilorik:
a(x..x Ut )=

J 141
—a(Zwe D xie > upet. > ule”
Buradan ¢oxdoyisonli invariant xotti formanin koordinat-

larla ifadosini aliriq:
a(xl...xq u'...uP ) >ai "x’l Jul o (3.3.14)

) (3.3.13)

Bels ki,
al ' =ale, .0 e".e") (3.3.15)
L fozasinda yeni baziso kec¢dikda
:Z J’kke]k (3.3.16)
L, fozasinda iso
el = Qje™ (3.3.17)

Xaotti formanin koordinatlarla ifadssi yeni bazisdo yeni om-
sallarla ifado olunacaq vo naticads xoatti formanin invarianthigi-
na asason onlara formanin omsallarinin yeni bazisdoki qiymot-
loridir. Belloiklo

it =a(eji...ej:1 e"l...ei'p) (3.3.18)

Jl'--]q
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(3.3.15), (3.3.16) va (3.3.17) miinasibotlorino osason
(3.3.18)-don ahrlq

=>ai v Qi.QPELPY  (33.19)

Sagdaki Csmlsms strlxsm 1ndekslsr9 gbrodir. Buradan

gortirik ki, (3.3.19) ¢evirmo qanunu elo (3.3.6) cevirmo

qanunu ilo eynidir. Demoli, hor bir a(xi...Xq ul...up)
¢oxdayiganli xatti formasina T’ ¢oxlugundan bir

i i j
a= Zal ' e,.& e'.e"  (3.3.20)
tenzoru qars1 qoyulur vo bu tenzora Verilmis xotti formanin
tenzoru deyilir.

Beloliklo hor bir koordinat sistemindo bizo 1) 3" sayda

i1...1n indekslori ilo ndmrolonmis &; ; ;- verilibsa, 2) indeks-

lordon har biri o biri indekslorden asili olmayaraq 1, 2, 3 qiy-
motlori ala bilirse, 3) bu indekslorin a-nin yanindaki yazilis
sirasinda 6zlinlin se¢ilmis movqeyi varsa, yani bir-birindon 1-
ci, 2-Ci, ..., n-Ci yerdo dayanmalari ilo forqlonirlarss, 4) koordi-
nat sisteminin baslangicC otrafinda firlanmasi zamani

pl P2 ZZ ZA A et Apnin vvvvv (3 3 21)

iy i,

ganunu ilo ¢evrilirlorsa, deylrlgr ki, bizo n-varianth kovariant
tenzor verilib. Coxvalentli kontravariant vo qarisiq tenzorlarin
toriflorini do analoji olaraq vermok olar.

§3.4. Tenzorlar iizarinda cabri amallar

Tenzorlar tizorinds hansi koordinat sistemindo baxilmasin-
dan asili olmayan bir sira omallori yerina yetirmak olar:

1°. Eynivalentli vo eynitipli tenzorlar1 toplamaq (¢1xmaq)
olar. Dogurdan da forz edok ki, aj=a;(XiXz...x,) Vo
az=ay(X1Xz...Xp) L fozasindaki eyni vektor arqumentlorin eyni p
doroacali xotti formalandir. Yada salaq ki, L xotti fozasinda p
sayda vektor arqumentlordon asili olmaqla 6z arqumentlarinin
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har birino gére xatti olan a(x1X»...x,) funksiyasina L fozasinda
coxdoyisonli xatti forma (polileneynaya forma) vo ya ¢oxdoyi-
sonli xotti funksiya deyilir, doyisonlorin p sayina xatti formanin
doracasi deyilir. Asanligla gormok olar ki, a; + a, comi do p
dorocolai c¢oxdoyisonli xotti formadir (bu xotti formanin
torifindon ¢ixir). Bu formalarin p-valentli uygun aj;_, vo bjj._»
tenzorlarinin comina Cjj, ... tenzoru desok yaza bilorik

Cij..n= dijj..n + bij...n . (341)
Dogurdan da
ai = ajj...nX1jX2j. . . Xpj VO b; = bijmnxle2j...ij (3.4.2)

ayriliglarini toplasaq alariq:
ay + by = (@ij. ot Dij._n)X1jXoj... X5 (3.4.3)

oldugundan Cjj_, a; vo a, xotti formalarinin Cominin tenzoru
olur. Birco qalir gosterak ki, Cjj. , dogurdan da tenzorluq sortini
odoyir. Onda ona ajj., vo by, tenzorlarmnin comi, prosesin
0ziino iso tenzorlarin toplanmasi deyaCoyik. Dogurdan da
yuxarida gostordiyimiz kimi ajj_ , vo by, tenzorlar1 yeni
koordinat sistemina ke¢dikds uygun olaraq bels gevrilirlor:

a;j...,pZZ"'ZAi,il""'Ap,ipail,iz ..... i (3.4.4)
Z ZA i (345)

Bu baraborliklari toplasaq alarlq

:j p+b:j P Z ZA (Illz ..... i +bi1,i2 ..... |p)(346)

Buradan da

C;j...,p = Z"'ZAi,il ""'Ap,ipcil,iz ..... i (3.4.7)
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Gortiriik ki, (3.4.7) cevirmosi elo (3.4.4) vo (3.4.5)
cevirmoalari kimidir, yoni Cjj._, tenzorluq sortini 6doyir vo o p-
valentli tenzordur. Masalen, a;, va b;, tenzorlarinin camini
tapaq.

Bunun ligiin

c,, =a;, + b, deyok. (3.4.8)

Yuxarida gostordiyimiz kimi yeni koordinat sistemino ke-

condo bu tenzorlar asagidaki kimi gevrilirlor:

r.n_/lar r

al =clylvia, bl =ciylybl,  (3.4.9)
Bunlar toplasaq alariq:
cl = chr?i @y +bl, ) = chivicl (3410)
Yoni com tenzorun komponentlori tigvalentli qarisiq (yuxari

indekso goro kontravariant vo agagi indekslora gora kovariant)
tenzorun komponentlorinin ¢evrilmasi elo toplanan tenzorlarin

komponentlorinin g¢evrilmasi kimidir. Demsli c;, t¢valentli

qarisiq tenzordur.

Dediklorimizdon asagidaki naticolor ¢ixir:

1) Eyni ranqli tenzorlarin Comi toplanan tenzorlarla eyni
ranga malik olan tenzordur;

2) Yalniz eyni ranqa vo eyni ndvo malik olan tenzorlari top-
lamaq olar, yoni toplanan tenzorlarin kontravarianthq vo
kovariantlig1 eyni olmalidir;

3) Tenzorlarin toplanmasi komutativdir.

2°. Tenzorlarn vurulmasi. Tenzorlarn vurulmast omsoli
miloyyan sira qaydasi verilmis istonilon iki vo daha ¢ox ten-
zorlara totbiq edilo bilor. Burada vurulan tenzorlar miixtalif
valentliys, o ciimlodon miixtolif kontravariantliga vo kova-
rianthiga malik ola bilarlor.

Masalon, aijjk vo bym tenzorlarinin hasiline baxag.

Bunun ti¢iin hor bir koordinat sistemindo bu tenzorlardan
har birinin biitiin miimkiin hasillorini tortib edirik. Askardir ki,
bu hasillorin hor biri bes indekso malik olacaglar. Onlart belo
ifado edo bilorik
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Cijktm = aijkbtm (3.4.11)

Burada sortlosilir ki, c-nin asagisinda avvalco vurulan ten-
zorlardan birincisinin indekslori yerlori doyisdirilmadon yazil-
sin, sonra isd ikinCi vurugun indekslori yerlori doyisdirilmadon
yazilsin va s. Indi iso gostormaliyik ki, Cjjuem ododlori baxilan
koordinta sistemlorinin hor birindo eyni bir besvalentli ten-

zorun komponentlaridir. Bunun {i¢iin (3.4.5)-0 asason yaziriq:

a,pqr = ZZ;ApiAinrkaijk
i

’ (3.4.12)
bst = ZZAsztmbém
/ m
Bu boraboarliklori vurub aliriq:
C;qust = ZZZZZApiAinrkAs/%Atmaijkbém =
e (3.4.13)

- ZZZI(ZZ/:ZApiAinﬂ(AszAthijkém
i /' m

Yoni Cijem ododlori {iciin (3.4.5-0 analoji ¢evirmo diisturu
aldiq. Demali, bu odadlar istonilon koordinat sisteminds eyni

besvalentli tenzorun komponentlaridir.
a', b, C:‘ tenzorlarinin hasilino baxaq. Bunun ti¢iin onlarin

uygun cevrilmo diisturlarini yazaq:
a'=>ca’s by=> 1y c¢=nmlc, (3.4.14)
/ m
vo alman ifadolori vuraq. Onda aling:
b =qy =3 > > > cyamymia’b,ch =
S m t n
=D I IPIP AR I
S m t n
Belolikla, yena do (3.4.5) sokilli ¢evirma diisturu aldiq, yani
vo ) eyni dordvalentli qarisiq tenzorun komponent-

(3.4.15)

rrk

Qs

loridir.
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3%, Tenzorun ododo vurulmasi. Daracasi p-yo berabar olan
coxdoyisonli ¢ xotti formasina 6axaq vo onu hoqiqi A adodino
vuraq. Onda yaza bilorik

7\.([) = (kaij,,,p)xlixgi...xpi (3.4.16)

Aydindir ki, A¢ do p doracali xotti formadir vo onun

tenzoru Aajj.. p-dir, yoni
bij. p = Adij.. p (3.4.17)

Demoli, hor hansi tenzoru ododo vurmaq onun hor bir
komponentini homin adods vurmaq demokdir.

Tenzorlarin hasili haqqinda belo demsliyik: bir tenzora
basqa tenzoru vurmaq birinCi tenzorun har bir komponentini
ikinci tenzorun hor bir komponentina vurmaq demakdir

Cikem = AikBim # Cymic = AimBix

Ona gora do tenzorlarin vurulmas: komutativ deyil.

Bir ne¢o tenzorun hasili elo tenzora deyilir ki, onun ranqt
vurulan tenzorlarin ranglar1 camins, hor komponenti iso vu-
rulan tenzorlarin komponentlari hasillorine borabar olsun.

4°. Tenzorlarin biikiilmasi. Tutaq ki, valentliyi ikiden az ol-
mayan, masolon ajj tenzoru verilib. Onun hor hansi iki indek-
sini se¢ib, ancaq geyd olunmus indekslori eyni olan kompo-
nentlorini segok. Bu masolon, ajje¢ komponentlori olsun. Bun-
dan sonra belo komponentlorin comini tortib edok. Bu zaman
tenzorun yerdo qalan indekslori doyismoaz qalir. Haqqinda
danisdigimiz com

Zaiju = Qi1 T 8jjpp T iz (3.4.18)
14

soklindo olmagla ancaq geyd olunmamis indekslordon asilidir.
Aydindir ki, bu com har bir koordinat sisteminds ikivalentli
tenzor toskil edir. Bu halda deyirlor ki, (ona ajj tenzoru deyak)
ajj tenzoru ajje; tenzorunun tigiinci vo dordinci indekslore goro
biikiilmasindon ahnib. Isbat {igiin ajk; tenzoruna ¢evirma
diisturu totbiq edok:

Qpgre = ZZZZApiAinrkAt/aijk/@ (3.4.19)
Gk ¢
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(3.4.9)-da k=t gotiiriié onu bels yazaq:

a,pqrt = ZZ(ZZAMAK(Z]ApiAqiaijM (3420)
i A

Va
0 rzk

;;AMAM = {1 r=k =8y

oldugunu nozors alaq. Onda alirq:
Al = ZZBmApiAqiaijM = ZZApiAqiaiW (3.4.21)
i j I J

vo yaxud
B = 20 ApAgly,  (34.22)
i

Demoli, baxdigimiz dordvalentli tenzorun iki indekso goro
biikiilasi do tenzordur.

Tenzorlarin biikiilmasing aid asagidakilar dogrudur:

1) ranqi n olan tenzoru iki indeksino goro biikdiikdo n-2
rangl tenzor alinir;

2) ranqi Ciit olan tenzoru skalyar adods gador bikkmok olar,
halbu ki, ranq1 tok adad olan tenzor ancaq vektora qodor
biikiils bilar;

3) ancag ranqi ikidon az olmayan tenzorlar: bitkmok olar;

4) komponentlori iimumilosmis koordinatlarla ifado olu-
nan tenzorlari ancaq miixtolif adli indekslora goro biik-
mok olar, yani secilon indekslordan biri kontravariant
olduqda ikincisi kovariant olmalidir va torsina. Dogur-

dan da, tutaq ki, a tenzorlarnu i vo k indekslorina

goro biikiiriik. Onda a!" ododlori asagidaki kimi

cevrilirlor:
a;k = O”i(’arkn’a(’m a”k = a:’alr;\a[m (3 4 23)
ik iK' am i i mat N
aj =oaa, A =o;0a,
(3.4.23) vo
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o {0 1+ ]

Zai’ai = - -

i-1 1 1=)
o (3.4.24)

., {O S

; o, = . .

(=1 1 i= J

munasibatlorinog asasan

a' =alalo/a™ =a'a™ (3.4.25)

adodlari bir vektorun komponentlori olurlar. Lakin a)-in k vo
€ indekslorina gors biikiilmasinin naticasi olan
a* =alaloa™ (3.4.26)

odadlari vektorun komponentlori ola bilmirlor. Ciinki alinan
cevirma ganunu vektorun gevrilma ganunu ils eyni deyil.

5°. Tenzorlarin daxili vurulmasi. Tenzorlar iizerindo cabri
omoallardan biri do onlarin daxili hasili adlanan amaldir. Bu
amalin mahiyyati tenzorlarin hasilinin biikiilmasindan ibarastdir.
Bu amali yerina yetirmok ti¢iin avvalca tenzorlar vurulur, sonra
iso hasil tenzor har hansi iki (vo ya ciit sayda) indekslorina
gors biikiilir. Bunu bir misalda niimayis etdirak.

=a’ b (3.4.27)

spm sp™~'m

Dediyimiz amaliyyati yerina yetirmok tigiin aldigimiz hasili
bir yuxar1 va bir asag1 indeksa goro n=p demokls biikok. Onda
alirq

_ 1 2 3
Com = Cin =a4b7, +a5,b2 +ai,b} Zasp P

6°. Tenzorun indekslarinin yerdayistSL Fgrz edok Ki,
aij..m ©=0(X,y,z...w) Xotti formasinin toyin olunmus tenzo-
rudur, yani
¢ = ajj...mX,YiZk. . .-Wn (3.4.28)
Bu xotti formada arqumentlordon bir negasinin, masalon
ikisinin yerini dayissok yeni
¢ = y(yxz...w)
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xotti formasin: alariq. Onun tayin etdiyi tenzor bji..m olar, di-
ger torofdon bijk,,,mXiijk---Wm = Qjik...mYjXi...Wn berabarliyi dOg-
rudur buradan alirig
Dij..m = &ji...m

Bu tenzorlar ancaq 1-ci vo ikinci indekslorinin yerdo-
yismoasi ilo farglanirlor.

aij...m tenzorunun indekslorinin nomralonma sirasinin dayis-
mo prosesina onun indekslarinin yerdayismosi deyilir. Amma
geyd etmoliyik Ki, ajj..m Vo bj._m tenzorldar: bir-birinden ohe-
miyyatli dorocoda forgli tenzorlardir, ¢iinki onlarin uygun
komponentlori 6z arasinda barabor deyillor.

§3.5. Tars tenzorluq alamati

Indi isbat edocoyimiz teoremo tors tenzorlug olamoti
deyilir.

Teorem. Forz edok ki, iki ortonormal bazislordon hor
birinin 3°™ sayda a, ; adadlor toplusu verilib va on-

g eliplt s d2 reendq

lar elodirlor ki, toplunu ixtiyari t; ; ;- tenzoru ilo bikdiikdo

(yani avval vurub sonra biikdiikdo) yenidon p valentli tenzor
alintr, onda ilkin adadlar sistemina p + q valentli tenzor deyilir.

Bu teoremi sadolik xatirino xisusi hal ticiin isbat edok.
Yoni p=3, q=2 oldugu hal {igiin isbat edok. Bunun tigiin veril-
mis odadlor sistemine ajjem deyak. Teoremin sartine goros tem
tenzordursa, onda

aitjkkmtém = Sijk (35.1)
odadlor toplusu iigvalentli tenzor olmalidir. t¢, tenzoruna U, vo
v,, Vvektorlarinin hasili kimi baxag. Onda (3.5.1)-i bels yaza
bilorik
Siik = &k UiVp, (3.5.2)
Bu ifadani ixtiyari X;y,z, vektoru ils biikak.

139



Sijkiiyjzk = aiijiGm)_(iyjzk (3.5.3)

Burada sy tenzor oldugundan (3.5.3)-un sol torofi skalyar

funksiyadir, sag torof iso X, y, z, u, v vektorlarinin Xotti

funksiyasidir. Demoli, soldaki skalyar funksiya bes doyisonli

(besdoracali) xotti formadir vo ajjxem bu formamn amsallaridir,

yani besvalentli tenzor toskil edirlor. Teoremin imumi sokilda
isbati analoji olaraq yerina yetirilir.

§3.6. Simmetrik va antisimmetrik tenzorlar

Bu anlayislar ranqgi ikiden az olmayan tenzorlara aiddirlor.
aijkemn tenzoru verildikde ona o zaman her hanst iki indeksina
gora simmetrik tenzor deyilir ki, hamin indekslarin yerini
doayisdikda onun komponentlori 6z isaralorini dayismasinlor.
Masalan, baxdigimiz tenzor

Alijkemn = Qikjemn (3.6.1)
sortini odayirsa, ona j va k indekslarina gora simmetrik tenzor
deyilir. ©ksina, ogor baxilan tenzorun hor hansi indekslor
ciitiiniin  yerlorini  dayisdirdikdo onun komponentlori 6z
isaralorini oksino doyisorlorsa, onda belo tenzora baxilan in-
dekslar ciitiino gors antisimmetrik tenzor deyilir.

Yani aijjkemn tenzorunun komponentlori

ijkemn = -@ikjemn (3.6.2)
sortini 6dayirlorsa, onda ¢ va k indekslorina gors antisimmetrik
tenzor deyilir. Antisimmetrik tenzorlarin barabar indeksli
komponentlori sifra borabar olurlar. Bu natioco asagidaki
borabarlikdan gixir:

dire = -a1e, din = -Aing
Buradan

ae=au=0
olmasi naticasine golirik.

Qeyd etmok lazimdir ki, tenzorlarin simmetrik vo antisim-

metriklik xassalori koordinat sisteminin segimindan asih
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olmurlar. Dogurdan da, agar a;; tenzoru K koordinat sistemindo
simmetrikdirsa (antisimmetrikdirss), onda

a;j = Oy Ol @y = Ol Olyiy@pyy = alj’i (3.6.3)
barabarliyine asason, o K’ sistemindo do simmetrikdir (antisim-
metrikdir).

Ogor istonilon sayda asag: indekslori olan tenzorun istoni-
lon iki indeksinin yerini doyisdirdikdo onun komponentlari
dayismirlorsa, onda bels tenzora asagi indekslora nozaron miit-
lag simmetrik tenzor deyilir. Bu torifi ayrica yuxar: indeksli
tenzorlara da aid etmok olar. masalan, tigvalentli miitloq sim-

metrik tenzorunda komponentlori
dmnp = Ampn = @nmp = Anpm = dpmn = Apnm (3.6.4)

sortlarini 6dayirlor.

Tenzor ya har hanst iki indekslor ciitiine gors, ya da biitiin
indekslar ciitiino gore antisimmetrik ola bilar. ikinci halda ten-
zora miitlag antisimmetrik tenzor deyilir. Masalon, tigvalentli
amnp antisimmetrik tenzorunun komponentlori iigiin asagida-
kilar dogrudur:

Amnp = =Ampn = ~Anmp = ~Anpm = -dpmn = -Apnm

Simmetriya vo antisimmetriya haqginda dediklorimiz eyni
doracads yuxar: indekslor tigiin do dogrudur.

Teorem. Istonilon a; tenzoru iki simmetrik vo antisim-
metrik tenzorlarin comi soklinda gdostorilos bilor.

Bu teoremin isbati

1 1
a; = E(a” + aji)+ E(a” —aji) (3.6.5)

Borabarliyindan ¢ixir, bels ki
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b; :%(aiﬁaji) simmetrik, c; :%(aij—aji) iso antisimmetrik

tenzorlardur, ¢tinki, bj; = bji va ¢j; = -Cj.

§3.7. U¢ valentli antisimmetrik tenzor va Kroneker simvollart
_ Ancaq 0, +1, -1 giymatlori alan e tenzoruna baxaq. belo

. 0 indekslardan ikisi eyni oldugda

c=1+1 rst indekslori 123 adadlarinin ciit yerdayismosi oldugda
_1 rst 123 odadlorinin tok yerdoyismosi oldugda

e

s

Eyni miuvaffagiyystlo homin sortlor daxilinds hamin

giymatlori alan e™ tenzoruna da baxmagq olar. Bunlarla yanas:
asagidaki giymatlori alan miitloq antisimmetrik a.; tenzoruna

da baxagq.
0 indekslordan istonilon ikisi eyni olduqda
a, ={+a,,, [st123odadlorinin ciit yerdoyismasiolduqda

rst 123 adadlarinin tok yerdoyismasi oldugda

— a3
Onda, forz edok ki, ejps=+1 istonilon {igvalentli miitloq
antisimmetrik as; tenzorunu belos ifada eda bilarik

Arst = A123€rst (3.7.1)
bu barabarliyi yuxar1 indekslorls do yazmagq olar
arst — a123er8t (3.7'2)

Burada e™ ancaq er-nin aldigi giymatlori alan tigvalentli
vahid kontravariant tenzordur. Demali, bu tenzorlar vasitasi ilo
vurma va bitkma amoallari tatbig etmoklos basga tenzorlar almag
olar.

Masalan

Brnp = €€ (3.7.3)

mnp
Alinan bu altivalentli garisiq tenzor asagidaki giymatlori
ala bilor:
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a) +1 ogar rst vo mnp bir-birindan ciit sayda yerdoyisma-
lorlo farglonirlorss;

b) — 1 ogor rst vo mnp biri-birindon tok sayda yerdoyis-
moaloarls fraglanirlarss;

c) 0 ogor iki vo ya ¢ox syada yuxari vo asagi indekslor
eynidirlarsa.

Indi 8™ tenzorunu elo biikok ki, noaticods dordvalentli

mnp
tenzor alinsin. Bunun ti¢iin masalon t = p gétiirok. Onda
s _ o qrsp _ grsl rs2 rs3
O =Omp =Om1 +Omy +90

mn2 mn3

(3.7.4)

Antisimmetrik tenzorun torifino asason burada r = s vo ya
m=n oldugda bu com sifra barabordir. Digor torafdon r vo s-o
miiayyan giymoatlor versok, mosolon m =1, s = 2 desok

12 123
O =0

o3 (3.7.5)
Boraborliyi dogru olan vo sag torof sifra barabar oldugundan
512 tenzorunun komponentlori m va n 1 vo 2-nin yerdoyis-

molori olmadigda yoxa ¢ixir. Lakin o ciit yerdoayismads +1-2
tok yerdayismado isa -1-o barabar olur. r va s-o basga miiayyan

giymotlor verdikda do eyni naticoya golirik. Belaliklo, 3. -in

komponentlori asagidaki giymatlori ala bilarlor:
iki yuxar1t vo ya iki asagl indekslor borabar vo
yaxud da yuxari indekslordon biri asag
indekslordon birins barabor olmadigda
§% =J41 rs vo mn eyni odadlorin eyni yerdoyismolori
m oldugda 3.7.6)
—1  rs vo mn bir-birina nazaron eyni iki adadin oks
yerdoayismolari oldugda

Indi 87 -i s=n deyib biikek va naticoni 2-ys bolok. Onda
alariq:
6;=%&;=%®;+5$+5%) (3.7.7.)
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Buradan da r=1 desok alariq
5. =%(61§2 +52) (3.7.8)

m

m=1 oldugda &;, =+1 olur. r=2 v yaxud r=3 dedikds do
oxsar natico alinir. Beloliklo

0 r=m
O ={ ” olduqgda.
+1 r=m

Haqqinda danisdigimiz biitiin bu & obyektlorino Kroneker
simvollar1 deyilir.
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IV FOSIL.

SAHO NOZORIiYYOSi VO TERMODINAMIKA
HAQQINDA QISA MOLUMAT

Temodinamik sistem dedikds ¢oxlu sayda atom, molekul,
ion vo miixtalif strukturlardan ibarat fiziki sistem — pyezoter-
moelastik sistem basa diisiiliir. Belo sistemda mexaniki gorgin-
lik, elektrik, temperatur sahasi vo elektrik induksiyasi bir-biri
ilo garsihigl tasirds olur.

Termodinamika ganunlarina va saha noazariyyasino boalod
olmadan belo miirakkab sistemlarin hal doyismasini ifado edon
hal funksiyalarinin segilmasi prinsiplarini 6yronmoak hogigaton
cotindir. Odur ki, dénan proseslor tigiin Karno tsikli (adiabatik
Vo izotermik proseslor), entropiya anlayisi; saha nozariyyasinda
iso gradient, divergensiya vo rotor kimi riyazi operatorlarin
fiziki mahiyyatini, «siirlismoa» carayan: anlayisinin mahiyyaotini
bir godor otrafli nozordon kegirmok mogsadouygun sayilma-
lidir. Onu da geyd edok ki, kristaldaxili saha (xarici tosir
olmadigda belo) elektromagnit sahadir va kristal gofos daima
ragsi harokoatdo oldugu tigiin kristaldaxili sahanin gorginliyi do
miiayyan bir orta qiymot otrafinda doayisir. He¢ do az olmayan
bu orta giymat, ysni sahanin gorginliyi 10® V/sm tortibinds vo
bazon daha cox olur. istonilon xarici tesirdon (deformasiya,
elektrik) kristaldaxili sahonin dayismasi hadisosi Maksvell ton-
liklori ilo ifads olunur. Odur ki, Maksvell tonliklorinin quru-

lusunu, yeni grade, divE vo rotH kimi operatorlari ilk névbo-
do nozordon kegirok. Malumdur ki, skalyar fiziki kemiyyatin
paylandig1 saho skalyar saho, vektorial kamiyyatin paylandigi
saha iso vektor saho adlanir.

Masalon, maye vs ya gazin axint zamani temperatur vo ya
sixhigin paylandigi saho skalyar sahodir, homin fozada siiratin
paylanmasindan sohbat gedirsa, vektor sahadir.
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§4.1. Skalyar saha va onun gradienti

Ogor skalyar sahanin hor bir nogtasinds fiziki kemiyyatin
odadi giymati molumdursa vo ya paylanma ganunu miioyyon
skalyar funksiya vasitasi ilo ifads olunubsa, onda skalyar saha
verilmis olur.

Tutaqg ki, dekart koordinat sistemindo skalyar saha
verilmisdir:

u=u(x,Yy, z) (4.1.2)
skalyar sahanin hondasi tasviri saviyys sathi vasitasi ilo verilir.
Soviyys sothi — skalyar funksiyanin eyni giymotlor aldig:
noqtalorin handasi yerina deyilir. Torifo gors

u(x,y,z)=c, c=const.
saviyya sothinin tonliyidir. ©gor skalyar komiyyst miistovi
tizorinds toyin olunursa, miistavi sahanin tonliyi
u=u(x,y)
kimi yazilir.

Buna uygun olaraq funksiyanin eyni qiymotlor aldigi

noqtolorin hondasi yeri iso

u(x, y) =c, C = const.

soviyyo xotlori adlanir. Skalyar sahoni tohlil edorkon soviyys
sathini vo sothin normali istigamatinds sahonin har vahid masa-
fodo doyismao siirotini tapmaq lazim golir. Bu sopgido suallara
cavab verarkon on ¢ox qradient operatorundan istifads olunur.
Skalyar sahonin qradienti operatoru gradu — kimi isars olunur
va belo tayin olunur

ou =
—J+

gradu = gi' Mg (4.1.2)

8

gradu operatorunu monalandirmaq ii¢iin, verilmis sahanin cari
M(x, y, z) ndqtesindo ixtiyari ¢ istiqgamotindo sahonin doyismo
(hor vahid uzunlugda) siirotini toyin edok. Bu mogsadlo
verilmis skalyar funksiyadan / istigamotindo toroms alagq:
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u_duox udy, oud

or oxol oyol oz ol

gradu — operatorunu aldo etmok iigiin borabarliyin sag torafini
iki vektorun skalyar hasili soklindo gosatarak:

ou (ou: ou- ouc (8x= oy - 62—)
—=|—i+—j+—k | =—i+=j+—Kk
or \ox oy oz \Not ot o
Birinci vuruq gradu oreratoru, ikinci vuruq isa / istigamo-
tindo ¢° vahid vektordur. Dogurdan da T=xi+Yyj+zK
oldugunu nazards tutsaq alariq ki,
g, dyg, dzg O %o
d¢ d¢” de de
Beloliklo, skalyar sahonin ¢° istiqgamotinds doyisma siirati-
ni toyin etdik:
3—3 = (gradu ,?0) (4.1.3)

Bu skalyar hasilin birinci vurugu skaylar sahonin saviyya
sothinin normali istigamotinds doyismo siiratini, ikinCi vuruq
¢° iso verilmis istiqamati gostoren vahid vektordur.

(4.1.3) ifadasindo gradu vektoru soviyys sathinin (M noqto-

sindo) normali istigamatindo yonolir. Odur ki, ¢° istigamoti
soviyys sothinin N normali istigamati ilo iist-listo diisdiikdo

3—; on bdyiik qiymat alir:

du
— = 414
mex lgradu| (4.1.4)

gradu vektoru funksiyanin artmasi istigamatindo yonolir vo
homin ndqtads soviyys sothinin normali ilo kolleniardir. Fikri-
mizi bir sade masals ilo tamamlayaq. Tutaq ki, fiziki komiyys-
tin paylanma qanunu, yoni skalyar saho verilmisdir:
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u=x"+y* +7°

soviyya sothi sferadir X2 + y2 + 7% = ¢, sferanin normall istiga-
matinin onun radiusu istigamatinds oldugunu bilirik, bu fakti
gradu operatoru vasitosi ilo do gostorok:

gradu = 2xi + 2yj + 2zk = 2r
lgradu| = JAXZ +4y? + 477 = 2r
oldugundan, gradu — vektorunun
gradu _ 21 _ o
lgradu|  2r
sferanin normal ilo kolleniar oldugu alinir.
Indi do verilmis Mg(1, 1, 1) néqtesinda sahonin an boyiik
dayisma istigamatini va giymatini tayin edok:
(gradu ), = 2(i+j+k) |oradu|=2v3
gradu vektor operatoru vasitasi ilo daha bir suala cavab ve-
rok; Mg va Mi(-1; 2; 3) ndqtelorinden kecon ¢° vektoru istiga-
matinds sahanin doyisma siiratini gostarin.

— E—

(=MM=-2i+j+2k (=v4+1+4=3
—~2i+j+2k
3

Indi do My(1, 1, 1) ndqtesine ¢° istigamotindo sahonin
doyisma siiratini gostorak.

Pl w-

(;—l; = (oradu, 7°)= (2 + 2j + ZR)(—EH%F%E) =§

Notica. gradu — vektoru soviyya sothinin normali istigamo-
tindo yonolir vo skalyar funksiyanin maksimum artmasi istiqa-
motini gostarir:
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maxg—; =|gradu .

Vektor saha. Ogor fozanin cari M noqtoesindo vektorial
komiyyat toyin oluna bilorsa vo ya paylanma qanunu a(M)
vektoru verilibso, onda vektor saho verilmis olur. Secilmis
dekart koordinat sistemindo cari M(X, y, z) noqtosindo vektor
funksiya a =a(M) ii¢ skalyar funksiya vasitasi ilo ifads olunur.

a=P(x,y,2)i +Q(X,Y,2)j+ R(X,y,2)K.

Bu skalyar funksiyalar a vektorunun koordinat oxlari
tizorindoki proyeksiyalaridir:

ax=P(x,y,2),ay=0Q(X, Y, 2), a, = R(X, Y, 2).
Vektor sahonin hondasi tosviri, vektor xotlori vasitosi ilo
verilir. Verilmis @ vektoru sahanin har bir ndqtesinds toxunan
oldugu oyrilor ailosino vektor xotlori deyilir. Vektor xatlorinin
neca tapildigini gostorak.
Saokil 4.1.1-don goriindiiyii kimi & vektoru ayriya toxunan
oldugu tigiin @ va dr koleniar vektorlardir:

Z4 a

Sokil 4.1.1.
dr=1a voya df =A(Pi+Qj+Rk)  (4.15)

A - sabit vurugdur. Bu vektor borabarliyi analitik formada
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P Q R
sistem kimi yazaq:
dy _ Q(x,y.2)
dx P(x.y.2) (4.1.6)
dz  R(x,y,z)
dx P(X,Y,2)

vektor xatlorin diferensial tanlikloaridir.
Bu diferensial tanliklar sisteminin halli

{(Pl(x% z)=C,
9,(x,y,2) =C,

iki parametrli oyrilor ailasini tosvir edir va cari Mg noqtosindon
yegano vektor xotti kegir:

{(Pl(XvYa z) = ¢, (X1 Y0, Zp) (4.1.7)

0, (X, ¥,2) = 0, (Xq1 Vo1 25)

Fikrimizi bir masals ilo tamamlayaq. Molumdur ki, kifayot
godor uzun nagildon 0z oxu istigamatindo axan Coroyanin ya-
ratdigi maqnit sahasi vo bu maqnit sahasi gorginliyinin pay-
lanma ganunu Bio-Savar torafindon verilmisdir v bels yazilir:

A=21ir (4.1.8)
Cp
Burada H - magqnit sahesinin gorginlik vektorudur;. T=1k

corayan vektoru; T - cari M noqtasini tayin edon radius-vektor;

p - nagildon M nogtasine gadar masafadir; C — isiq siiratidir
Sokil 4.1.2-don goriindityii kimi F=xi+yj+zk Vo

p?=x’+y” oldugundan Bio-Savar formulu asagidaki soklo diisiir:
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Zy

[a]

)

M
Z=C F
IE
I y
X
Sokil 4.1.2.
i j k
[T,r]=0 0 ||=—lyi+Ixj
xy O
- 2l y = X =
H=—|- I+ 4.1.9
C[ x*+y° x2+y2Jj (4.1.9)
Vektor xatlorinin diferensial tonliyi (x*+y*#0) belo yazilar
o _dy_dz
-y x 0
Sistem soklindo iso
xdx =-ydy
dz=0

hollix*+y?=R, z=c.

Dogurdan da, maqnit gorginlik xotlori morkozi oz oxu iizo-
rinds olan ¢evradir. Maqnit sahasinin vektor xatlori qapali oyri-
dir vo 6nomli olan iso budur ki, bu gapali oyrilorin no baslan-
dig1 noqte, na do sona catdiglari noqto yoxdur
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§4.2. Vektor sahanin seli va onun divergensiyast

Sel dedikds, adoton vahid zamanda miioyyan sothdon kegon
maye vo ya qazin hacmi basa diisilir. Halbuki, elektrik vo
magqnit sahosinde zorracik vo haerokst anlayisi olmasa da, bels
sel anlayisindan istifado olunur. Odur ki, sel anlayisinin daha
genis sorho ehtiyaci vardir. Ikiiizlii sothin bir {izii xarici, digor
iizii 1so daxili soth adlanir, xarici sathin normali miisbat, daxili
sothin normalinin istigamati iso manfi igare ilo yazilir. Sadslik
xatirino S sothini daxildon xarico kosib kegon maye vo ya qazin
hocmini hesablayaq. Secilmis ixtiyari dS sothindon dt zamani
orzindo kegon maye vo ya qazin hocmi V,dS-dt olar. Somto
uygun vahid vektoru n° ilo isaro edok vo selin doyismosini
skalyar hasil soklindo gostorak:

do = (V,r°)ds
Tabii ki, tam sathdon kegan sel

<

el

=
-

Sokil 4.2.1.
= [[(V,n°)ds (4.2.1)

Bu siirat vektorunun selidir vo hacmin vahidi ilo 6l¢iiliir.

Sel skalyar komiyyotdir. Sel anlayisini istonilon vektor
sahoyo samil etmok {i¢iin selo hondasi tosnifat verilmisdir. Sorti
olaraq gobul edilmisdir ki, ixtiyari @ vektorunun S sothindon
kegon seli onu daxildon xarici normal istigamotindo kasib
kecon vektor xotlorinin miqlarina borabordir. Torifo osason a
vektorunun S sathindon kegan seli bels tayin olunur.
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o =|[(an°)ds (4.2.2)

Burada «miqdar» sozii cobri monada basa diisiiliir; bu inteqral
miisbat, manfi vo ya sifra barabor ola bilor.

Indi, @ vektoru sahasindo qapali S sothini nozordon kegirok
(sokil 4.2.2).

Sakil 4.2.2

Qapal1 sothin bir hissasindon vektor xatlori daxil olur ©;<0;
n°< 0, galan hissasindon iso ¢ixir @, > 0; N°>0. Tam soth iizro
inteqral ¢ixan @, vo daxil olan ®; selin forqini gostorir.
Baxilan halda sotho daxil olan vektor xatlorinin miqdari, ¢ixan
vektor xotlorinin miqdarina barabar vo oks isarolidirlor. Basqa
s0zla, qapali sothdon ¢ixan vektor xotlorinin seli miisbot, daxil
olan vektor xatlorinin seli iso monfi oldugu tiglin bir-birini
kompesasiya edirlor. Bu halda qapali saoth {izro ikiqat inteqral
sifra barabar olur.

ff@an)ds=0 (4.2.3)
S

Ogor qapali sath daxilinds, yeni vektor xatlorinin baslangici
(manbo) varsa, onda inteqral miisbot isarali olur:

fj@n)as>o
S

Bir daha vurgulayaq ki, miisbat inteqral vo ya @ > 0 ancaq
vo ancaq S sothi daxilindo amolo golon, yoni baslangic monboi
olan vektor xatlorinin miqgdarin1 toyin edir.
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Ogor qapalt S sothi daxilinds vektor xotlori udulursa, onda
inteqral manfi isarali olur:

_g(ﬁ,ﬁo)d8<0

Bu montiqls elektrik yiikiinli 6ziindo saxlayan qapali soth-
don ¢ixan sel ®>0 olmalidir. Bels ki, elektrik sahasini yaradan
monbo elektrik vyiikiidiir vo E gorginlik vektorunun xotlori
monbadon baglanir. Radiusu R olan sferanin daxilindo miisbot
q elektrik yiikii oldugunu qobul edok. E gorginlik vektorunun
sferadan ¢ixan selini hesablayaq. Noqtovi ylikiin gorginlik vek-
toru morkozi monba {izorindo olan sferanin radiusu boyunca,
yani xariCi normalr istigamatinds yonaldiyindon, belo yazmaq
olar:

Naticods aldiq ki,
§(E.n°Jas = 4nq (4.2.4)
S
Bu boraborlik Qaus teoremi adlanir. Natica iso belo (4.2.4)
kimi ifado olunur. Vektor xotlorinin miqdar1 (seli) yiikiin
miqdart ilo diiz miitonasib olub, sothin formasindan asili deyil.
Noqgtovi miisbat yiikiin yaratdig1 vektor xatlori ancaq vo ancaq
bu noqtovi yiikkdon baglanir vo sonsuzlugda qurtarir. Noqtovi
monfi yliklordo is9, oksino sonsuzlugdan golon vektor xatlori
manfi yiikde qurtarirlar.
a vektor sahasinin selini hesablayarkon ikiqat soth inteq-
ralinin hacmi ifads etdiyini demisdik. Onu asas gotiirarak, seli,
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S qapal1 sathinin ayirdigi V hacmindon ¢ixan vektor xatlorinin
miqdar1 kimi togdim edok. Deyo bilarik ki, A® selinin manbayi
qapali sathin ayirdigi AV hacmidir.

Manboayin mohsuldarligi dedikdo, har vahid hacmin verdiyi
vektor xotlorinin miqdar1 basa diisiiliir. Onda orta mohsuldarliq

%, sahonin cari M noqtosindoki mohsuldarligi iso belo

yazilar:
AD dD
im —=—
av-M AV dV
Bu limit varsa divergensiya adlanir va bels isars olunur:
do . _
— =diva
dv

Elementar hocmlordon baslanan vektor xotlori miqdarinin
comi, tam hocm iizro inteqrali anlamina galir:

O = j j j divadV (4.2.6)

a vektorunun V hacminds amolo golon vektor xatlorinin
miqdari tizro, hamsinin qapali S sathindon kecon seldir. Vektor
sahonin selini hesablayarkon verilmis maosalo {i¢iin olverisli
olan (4.2.2) vo ya (4.2.6) formulundan istifado etmok olar.
¢linki har iki formul eyni bir seli toyin edir.

(4.2.2) vo (4.2.6) ifadoslorin baraborliyi

jsj @n°)ds=| i [ divadv (4.2.7)

Qaus-Ostragradski teoremi adlanir.

a=E elektrik sahosi ii¢iin divE operatorunu toyin edok.
Tutaq ki, baxilan fozada paylanan elektrik yiikiiniin sixligi pe,
sahonin gorginliyi iso E olmusdur. Onda dq = p.dV oldugunu
nozora alsag vo Qaus teoreminds (4.2.4) ikigat inteqraldan
ticqat inteqrala (4.2.7) kegsok alariq ki,
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divEdV = 4x||| p,dV . (4.2.8)
(oo (]

Bu baraborlik istonilon hacm vo forma dgiin dogru oldu-
gundan integralalt: ifadslor barabar olurlar:

div E = 4npe.. (4.2.9)

Bu elektrik sahosi {igiin Qaus teoreminin diferensial for-
masidir.

a = H magqnit sahosi ii¢iin Qaus teoreminin diferensial ifa-
dosini gostorok. Elektrik sahasindon forqli olaraq maqnit yiikii-
nil dasiyan zorraCik (monbo) yoxdur. Maqnit sahasi yiiklii zor-
rociyin (elektronun) horoksti sayossindo omolo golir. O ciimlo-
don coroyanli naqil (elektronlarin nizamli hoarokoti) maqnit
sahasinin monbayidir — demok olar. Lakin vektor xotlori (sokil
4.2.2) qapali ayrilordir vo onlarin no baglangici, no do sonu
yoxdur. Basqa sozlo, maqnit sahasinde qapali sothin ayirdig:
hacmdo baglangiC1 (vo ya sonu) olan vektor xatlori yarana
bilmaz. Bu sobabdon

divH=0 (4.2.10)

Divergensiyast sifra borabor olan vektor saho, cox vaxt,
salenoidal sahs adlandirilir.

diva operatorunu invariant formada, yoni koordinat sistemi
segmadoan toyin etmisik; divergensiya skalyar komiyyotdir vo
sahonin cari M ndqtesindo mohsuldarligini gostarir.

Indi iso, 6nomli bir sualr,

a=P(x,y,2)i +Q(x,y,2)j+R(X,y,2)k

vektor saha dekart koordinat sisteminds verildikdo diva opera-
torunun neco hesablandigin1 cavablandirmalayiq. Aydindir ki,
mohsuldarliq hacmin formasindan asili deyil. Bunu osas gotii-
rorak d® selinin moanbayi olan dV hacmi diizbucaqli paralele-

piped formada se¢ak va onun tillorini koordinat oxlarina paralel
yonoaldok (sokil 4.2.3).
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I
B
1 ! ;"/ 1
I 1.,
dz : ,/:4 T d Do
pan
B s
d(I)"\'Z / f/'\?/ ' }.'
dy
X
Sakil 4.2.3.

Paralelepipedin arxa vo garsi iizlorini uygun olaraq 1 vo 2
indeksloari ilo forglondirok. Qars1 tizdon ¢ixan sel miisbot, arxa
lizdon ¢ixan sel iso monfi isaralidir. dV hacmindon ¢ixan d®
selini arxa vo qars1 tizlordon kegon {i¢ selin comi kimi gostorak.

dq) = d@yz + d@xz + dq)xy (4.2.11)
burada

oP
®,=(P,-P)dS,, = [a—xdxjdydz

dq)xz = (QZ - Ql)dsxz = (% dyjdXdZ

OR
o, =(R,-R)dS,, = (Edzjdxdy

oldugunu nozords tutaraq, aliriq ki,

da = (6P €Q, aRJolv (4.2.12)
oX oy oz

Demoli, ixtiyari V hocmindon ¢ixan seli toyin edo bilorik:
o[ (ZP R, ]dv (4.2.13)
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(4.2.6) vo (4.2.13) ifadslorinin miigayisasindon goriiniir ki,

div§=gX—P+@+a—R (4.2.14)

oy oz
Selin hesablanmasinda diva operatorunu gostormoak xati-
rina bir sado masalanin iki tsulla hallini nazardan kegirak.
Secilmis koordinat sistemindo (sokil 4.2.4) vektor saho veril-

misdir: @ =Xi+Yj+zK.

Sokil 4.2.4.

Radiusu R, hiindiirlityii H olan silindrdon ¢ixan seli hesab-
layaq. S silindrin tam sothi S; — yan vo Sy, Sz oturacaglarin
saholorindan ibaratdir S = S; + S, + Sa.

Xi+Yj+2zk =T oldugundan @ =T vo yan sothdon kegon sel

@, = g (a,n%)ds = g (F,n°)ds
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(r.n°)=’rcos0 =R, 0=7 n°
®, =R[[ dS=R-27RH;
S

@, = 27R’H

iist oturacagda n° =k; (g, ‘0) (F.k)=H
@, jjaﬁ ds = Hjjds nR?-H

® =2nR*H+nR*H =3nR*H (4.2.15)
Qaus-Ostraqradski teoremina gora iso sel

® = m div(xi + yj+ zK )V

8y82

divfzg—xi+ j+a—k 1+1+1=23 oldugundan

X

=3[[[ dV =3zR?H (4.2.16)

§4.3. Burulganl: saha va onun rotoru
Fiziki mahiyystindon asili olmayaraq istonilon a vektor
sahasi tigiin gapali L ayrisi boyunca ayrixatli inteqral
r= §a -dr (4.3.1)

vektor sahasnin sirkulyasiyas: adlanir. Burada 1t =1(M) veril-

mis L oyrisi tizorinds cari M noqtesini toyin edan radius vek-
tordur.
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dr sonsuz Kigiloni T - toxunan istigamoatds ayrinin qovsii
de - diferensiali dr=7 d{ ilo oavoz edok vo sirkulyasiyani bels

yazaq
r={(@ ) (4.3.2)

Bu oyrixatli integrali hesablamaq ii¢iin L oayrisinin miisbat
somti T gapalt ayri tizro elo istigamatlonir ki, inteqrallama
zamani saha hamisa solda galsin, integrallama oks istigamotds
aparildigda integralin isarasi dayisir.

Vektor sahanin sirkulyasiyasi sahanin burulganli olub-
olmadigin1 xarakterizo edir. (4.3.2) integralin sifra barabor
olmasi sahonin burulganli olmadigini gostorir vo belo sahalor
potensialli saha adlanir.

Burulganli sahani nazordon kegirok. Tutaq ki, a vektoru
xoy mistavisinda firlanma radiusuna perpendikulyar olmagla
paylanmisdir.

a=oT (4.3.3) vt
o - sabit, miitonasiblik omsalidir.
r = R radiuslu gapali kontur

izro sirkulyasiyani hesablayaqg. ,\\\
Sorto goro @ vo T kolleniar a M
vektorlardir vo d¢=Rd¢ oldugun- o ’/ds
dan =L >
27 2n X
F:J‘aRd(p:j(Dde(P Sekl4.3.1.
0 0
I'=1R*-20 (4.3.4)

Bu sado mosalonin (4.3.4) hallindon goriindiiyli kimi sir-
kulyarsiya gapali konturun ayirdigi sahs ilo miitonasibdir. Bu
miitonasiblik ¢ox 6nomlidir vo on timumi halda da dogrudur.
Odur ki, bu sado masalonin hallini bir godor do genislondirak.
Vahid satho diison sirkulyasiya sixligini toyin edok:
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r

nR?

Sirkulyasiya sixlig1 sabit komiyyotdir vo bark cismin fir-
lanma bucagq siirati kimi biitiin néqtalords eynidir. Bu komiyyat
firlanmanin (inteqrallamanin) istiqgamatindon asili oldugu ii¢lin
onu bir aksial vektorla rota - ilo ifads edirik. rota - burulgan
vektoru adlanir va sathin normali boyunca els istigamatlonir ki,
onun ucundan baxdiqda inteqrallama somti pozulmasin (kontur

boyu firlanmada saho solda galsin). Baxilan mosalodo (sokil
4.3.2)

=2 (4.3.5)

rota = 2wk (4.3.6)
Sirkulyasiya skalyar komiyyat oldugu ii¢iin sothin n° -
normali ilo rota vektorlarinin skalyar hasilindon istifado edok:
I = (rota, 1°)- nR? (4.3.7)
Bir godor do timumilogmo aparaq. Sirkulyasiyanin 6nomli
xassolorindon biri onun toplama ganununa tabe olmasidir.
Bunu gostormak ii¢iin L qapalt ayrinin ayirdigi S sathi ii¢ his-
saya ayiraq S; + S; + S3 = S va bu sahoalords yaranan sirkulya-
siyalar1 uygun olaraq I, I,, I3 ilo isaro edok. Biitiin kon-
turlarda (sokil 4.3.3) inteqrallama somti eynidir vo daxili kon-
turlarda oks istigamotli inteqrallar miixtolif isarali olduglar
ticlin ixtisar olacaqlar.

Z & 3

1 rota L,

Ls
b 5
N I > 1
R Y
a
M L;
X

kil 4.3.2. Sokil 4.3.3.
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Noticads, ancaq xarici kontur boyunca inteqral galacaqdir:
jadr + Iadr + jadr = :fadr
L, L,
Q+Q+Q:F
Demali, istonilon formada va 6l¢ilide gapali kontur iizrs sir-
kulaysiya daxildoeki burulganlarin (sirkulyasiyalarin) comidir.
Odur ki, istonilon kigik AS sothinds yaranan sirkulyasiya AT
onun daxilindoki burulganin macmudur.

Vahid sothds yaranan burul@anin orta sixligi i—g, cari M

noqtasindaki sixligl iso limitle tayin olunar vo bu limit varsa,
onda
. Al dI
lim —=—
as->M AS  dS
olur. Bu, verilmis @ vektor sahanin cari M ndqtasinds burulga-
nin yaranma mohsuldarligidir vo skalyar komiyyotdir. Bu moh-
suldarliq firlanma ( inteqrallama) istigamotino malik oldugu
ticiin hokmon bir vektorla ifado olunmalidir. Bu burulgan vek-

toru rota (rotor) sathin normali istiqgamatindo 3—1; mohsuldarli-

gin (burulganin) maksimum giymatina barabar olan vektordur.

maxd—r—|rota| dr =rota|_ (4.3.8)
ds dS n

(4.3.8) ifadosi har bir ndqtods sathin A° - normali istigame-
tindo belo yazila bilor

=~ (rota, n°) (4.3.9)

Nohayat, gapali L konturu ilo eyni somtdo mahdudlanmis S
sothindon keg¢on burul@an vektorunun selini, sirkulyasiyasini
tayin edirik.

r = [[ (rota, A )is (4.3.10)
S
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Bu Stoks diisturu adlanir.

Eyni bir mosalonin halli i¢ilin (4.3.2) vo ya (4.3.10) diistur-
larindan olverigli olanimi se¢mok olar. (4.3.1) vo (4.3.10)
ifadslorinin barabarliyindon Stoks teoremi alinir.

fa-ar=[[(rota,n°ks  (4.3.12)

a vektorunun gapali L konturu iizra sirkulyasiyasi, homin
konturla mohdudlanan ixtiyari sathdon keg¢on burulgan
vektorunun (rotorun) selina barabardir.

Burulgan vektorunu invarinat torifi ilo tanis olduq, rota
operatoru haqqinda molumatin tamligi {i¢lin, onun analitik
ifadosini do gostorak. Vektor funksiyami ti¢ skalyar funksiya
kimi togdim edok:

dIlMyy = Pdx + Qdy

ABCD konturu boyunca sirkulyasiyanin doyismasi
}-" ¥

D(x1.v2)

ds ‘D dr

Vif----- Bixz.y1)
h EA(X%}H) e

C(x2.v2)

X1 he

Sakil 4.3.4.

dly = P(X, y1)dx + Q(xz, Y)dy — P(x, y2)dX — Q(xy, y)dy
dlyy = (Q2— Q1)dy — (P2 — P1)dx = AQdy — APdx
AQ vo AP siraya ayirib yiiksok tortibli hodlori atsaq alariq:

oQ oP
AQ =—dx, AP =—d
Q ™ o y

Noaticado,

163



ar, = 2~ P gy
ox oy
olur.
Analoji olaraq, dairavi ganunla

dr,, = (6_P - a—Rj dxdz
0z OX

dr,, = R_RQ dydz
oy oz
OA, OB va OC pargalar1 boyunca oks isarali inteqrallar ixtisar

olur (sokil 4.3.5):

——
——

Sokil 4.3.5.
dr=| R_R dydz+(@—@jdxdz QP iy
oy oz 0z OX ox oy

Bu ifadoni iki vektorun skalyar hasili soklindo gostorak:

164



dr:[(@_@Jn(@_@);{@_@jujx
oy oz 0z oOX oxX oy

x (idydz+]dxdz +dedy)
Burada ikinci vuruq sothin normali istigamotinds modulu

odoai giymotco dS sahosino borabor dS vektorunun ifadssidir,
bels ki,

idydz+ jdxdz +kdxdy =idS,, +jdS,, +kdS,, =dS.
Beloaliklo, aliriq ki,

dr:([ﬁ_@]h(@_@j]{@_@JRJ.d_s (4.3.12)
oy oz 0z 0Ox ox oy

Miigayiso ii¢iin (4.3.10) diisturunda 7°dS=dS oldugunu
nozars alsaq, yaza bilorik:
dr" = (rota)- dS (4.3.13)
(4.3.12) va (4.3.13) borabarliklorin miigayisasindon, burul-
gan vektorunun (rotorun) analitik ifadesini aliriq:

rota=(6—R—@Ji+(a—P—a—Rjj+(@—a—PjE (4.3.14)
oy oz 0z OX oX oy

Daha sado formal yazilis1 belodir:

i ] k

_ |0 o0 0
rota=— — —
oX oy oz

P Q R

Burulganl vektor sahado rota operatorunun istiraki ilo bir
sado mosalonin hallini nozardon kegirok. Tutaq ki, verilmis a
vektor sahosindo qgapali L konturu boyunca sirkulyasiyani
hesablamagq tolob olunur (OA=3, AB=2).
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a=zi+xj+vyk z

2 2 —4
L {X +Yy
z=3
Kontur R=2 radiuslu ¢ev-

B
radir vo z=3 miistovisinda yer- e
losir. Birinci novhada : J
sirkulyasiyan1 xatti integrlla L !
hesablayaq. /

Sakil 4.3.6.

F=I§d?=jzdx+xdy+ydz (4.3.15)
L L
Konturun tonliyini parametrik formada yazaq:

X = 2C0sQ, y = 2sing, z=3
dx = -2sinede, dy = 2cosedg, dz =0

2n
= j3(—25in @do) +2c0s @ - 2cos pd
0

27 27
r=2[(l+cos2¢)dp=2[dp=4n T =4n
0 0
ikinci dofo Stoks formulu ilo hesablayag:
r = [[ (rota, n°)ds (4.3.16)
S

L qgapali konturu (gevrani) ixtiyari bir sath ilo 6rto bilarik;

cevroya ¢okilon sath dairs olsa, bu halda n° =k olar. Bu soth-
don kecon seli hesablayaq.

i ] kK
oa= 2 9 2k
oX oy oz
X y z
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. 2
r=[[+R)-n°ds=[[ds = [dofrar=2n."| ~4n
S S 0 0

0

I'=4n.

Ovvalki paraqrafda
(§4.1) coroyanli naqil ot-
rafinda maqnit gorginlik
xotlorinin morkazi oz oxu
(naqil) tizorinds olan cevro-
lor oldugunu gostormisdik;

H gorginlik vektoru har bir
noqtods ¢evronin toxuna-
nidir.

Sakil 4.3.7.
— 21 . }
H ZF(P(X,V)I +Q(x,Y)]) (4.3.17)
y X
Burada P =— , O=
u X2 +y2 Q XZ +y2

toromolori ilo bels ifadslonar
2 2
@zl— 22X . @=—1+ 22y :
OX X4y oy X +y
rotH - burulgan vektorunu hesablayaq:

i
roth =2 _Q_P
OX oX oy
P
Sag torofi agkar sokildo yazaq, x
2 2
rotH=1- 22X ~+1- 22y .
X +y X“+y
rotH =0 (4.3.18)
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0Z oxundan konarda maqnit sahasi movcud oldugu halda
burulgan yoxdur. 0Z oxunu daxilina alan gapali kontur iizra
sirkulyasiyasint vo burulgan vektorunu (rotoru) hesablayag.
Moarkazi 0Z oxu iizerinds olan istonilon goder kigik radiuslu
¢evra boyunca sirkulyasiya

r =§(I:|,%)M =§2 rdo
1 1 cr
Buradar =0 vo ya X2+ y2 # 0 sorti ilo ixtisar apardiq

2n
Fzﬂjd@:4nl
c 0

c
Digor torafdon, kicik radiuslu daironin sathini dS, gobul etsok
vo ona uygun sirkulyasiyan1 dI” qobul etsok, onda

(4.3.19)

dr” 4=l
—=—29(r
dS ¢ ©

olar. Burada &(r) - delta-funksiyadir:
e(X) =8(x) e(x)= j 5(x)dx

Baxilan masalada 8(F) =6(X)d(y) oldugu iigiin va burulgan
vektoru saha miistavisina perpendikulyar oldugu tigiin

rotHl = %sm S(y)K .

Burada 15(x)d(y)k coroyan sixhigi vektorudur, onu j ilo
isara edirik.

rotfl = 21 (4.3.20)
c
Coroyanli naqil burulgan monboidir vo burulgan vektoru

(rotoru) coroyan siddoti ilo diiz miitonasibdir. Bu diisturdan

daha bir notico ¢ixarmaq olur; H vektorunun ixtiyari L konturu
tizra sirkulyasiyasini, onun ayirdigi S sathi ilo ifads edok. Stoks
diisturuna goro
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i Hdr = Lj (rotH, )

Burada (4.3.20) diisturunu nozards tutsaq

fﬁdr:‘l—:g(}, n° ks

Yoni H vektorunun sirkulyasiyast, konturun ayirdigi soth-
don kegon coroyanin miqdarina barabordir.
(4.3.20) diisturundan divergensiya alaq

divj = ——div rotH=0 (4.3.21)
4
Bu stasionar hal {giin «elektrik yiikiinlin saxlanmasi
ganunudur:
divj=0 (4.3.22)

vahid zamanda qapali sotho daxil olan elektrik yiikii, o sothden
¢ixan yiikiin miqdarina barabardir.

§4.4. Potensialli saha

Ovvalki paraqrafda (§4.3) deyilir ki, vektor sahonin sirkul-
yasiyast bu sahonin burulganli olub olmadigin1 gostorir;
sirkulyasiyasi sifra borabor olan saho burulgansiz sahodir vo
potensialli saho adlanir. Biitiin qiivve sahoalorinds, o climlodon

a=F cazibo sahasinda do xotti inteqral goriilon isi gostarir.
A= jﬁ -dr (4.4.1)
L

Bu xotti inteqral verilmis oyri boyunca, se¢ilmis istigamot-
do (somtdo) bels yazilir

A= j F-7d/ (4.4.2)
L

Ogor L — qapali oyridirso, onda saho caziba qiivvasinin gor-
diiyii islorin comi sifra borabar olur. Bu o demoakdir ki, yolun
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bir hissosindo saho qiivvalori ig goriib cismo enerji sorf edibso,
yolun galan hissosindo verdiyi enerjini geri alir. Sahanin bu
Xassosi, yani enerji vermok vo geri almaq xassosi onun poten-
siala malik oldugunu gostarir.

Stoks teoremina goro, sirkulyasiyanin sifra borabor olmasi

sortindon:
fadr = [[ (rota, 7°)=0
S

burulgan vektorun (rotorun) sifra barabor olmasi sorti alinir.
rota=0 (4.4.3)
Bu iso sahonin potensiallt olmasi {i¢lin hom zoruri, hom do kafi
sortidir. Sahonin hor bir ndéqtodo potensiali vo ya potensial
enerjisi U saha qiivvasinin (Caziba qiivvasi) gordiiyii iso bora-
bordir. Goriilon is yolun formasindan asili deyil. Potensial
enerjinin sifra barabar oldugu ndqta segilmokdos bir gador ixti-
yaridir. Goriilon is potensial enerjinin doyismosino barabardir.
Potensial enerji skalyar komiyyatdir vo @ vektor saho veril-
dikds belo toyin olunur:
UM)= [adr (4.4.4)
MM,
bunun oksi do miimkiindiir; yoni sahoni ifado edon funksiya
vasitasi ilo vektor sahoni qurmagq olar.
Tutaq ki, sonsuz kicik yerdoyismode dF = idx + jdy +kdz,
saho qiivvesinin a = axi + ay] +ayR gordiiyli is
dA=H-df =a dx+a,dy+adz
Digor torafdon sahonin potensialli olmasi, goriilon igin yo-
lun formasindan asili olmamasi, riyazi dildo onun tam di-
ferensiala malik olmasi sorti iSo bels yazilir
dA =-dU
Sol va sag toraflorin miiqayisesinden

ou oU ouU
- a

ax =T - ) 7z —
ox 7 oy oz
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Sartinin 6donmasi ila, alinir ki,

a =-gradU (4.4.5)
Bu naticoni iimumilogdirarok potensialli sahaya belo torif

verilir: a (M) vektor sahaya garsi elo bir (M) funksiyasi varsa
ki, asagidak1 sort 6dansin

a =grado (4.4.6)
onda a vektor saha potensialli saho adlanir.
Vektor barabarlik ti¢ skalyar ifado ilo eynigiicliidiir.

oo

—=a,(X,V¥,Z

X (X,Y,2)

0P

—=a,(Xx,vy,z 4.4.7
oy ,(X,Y,2) (4,4.7)
o

—=a,(X,Y,z

P ,(X,Y,2)

Noqtovi q yiikiiniin yaratdign E - elektrik gorginlik sahe-
sinin potensialli sahoa oldugunu, yoni (4.4.6) sortinin 6dondiyini
gostarok. Koordinat baslangicinda yerloson yiik {iciin,

= kqg.
E:r—gr, r=yJx*+y’+z> (4.4.8)

o(X, y, z) funksiyasini tapaq.

Bu masoaloda

oldugunu nozords tutsaq, axtarilan funksiyanin
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kq

o(x,y,2) = e
kg
(p(X, y! Z) =-
X2 +yi+7°
oldugu tesdiq olunar

grad L— %J =E (4.4.9)
X +y* +z

Koordinat baglangict moaxsusi ndqtadir.

Demoli, E =-grade 6dandiyi ligiin elektrik gorginliyi sahasi
E — potensialli sahadir. Tobii ki, potensialli saha burulgan-
sizdir. Odur ki, E gorginlik vektorunun rotoru sifra borabor
olmalidir. Dogurdan da,
rotE = —rot(grad ) =0

rotE =0
sahanin burulgansiz, potensialli olmas: sortidir.

§4.5. Kristaldaxili saha va Maksvell tanliklari

Kristaldaxili saha, elektromagnit sahasidir.
Elektrik vo magnit sahasi tigiin osas operatorlar: artiq tayin
etmisik. Operatorlar: bir daha nozardon kegirak.
1. Stasionar elektrik sahasinds (4.2.9), (4.4.10)
{dIVE = 4nv (45.1)
rote=0

Birinci operator onu gostarir ki, elektrik giivva Xatlorinin
omalogalma sixhgi, onu amolo gotiron elektrik yiikiiniin pay-
lanma sixhig1 ilo diiz mitonasibdir.

Ikinci operator stasionar elektrik sahasinin burulgansiz vo
potensiala malik oldugunu tosdiq edir.

2. Stasionar maqnit sahasinds (4.3.20), (4.2.10)
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o=~ 45.2)
divH=0

Birinci operator, magnit qiivva xatlarinin amalagalma sixh-
ginin, onu yaradan carayanin sixhigr ilo miitonasib vo burulgan-
l1 oldugunu gostarir.

Ikinci operator magnit giivva Xatlorinin baslangic vo son
nogtasi olmadigini tasdiq edir.

Gorindityti kimi, baxilan halda (stasionar) elektrik va
maqnit sahaloari biri-birindon asili omlyan indvidiumlardir.

Dayison elektromagnit sahasinds isa ¢ox ciddi fiziki hadisa
bas verir; elektrik sahasinin doyismasi magnit sahasino tasir
etdiyi kimi, magnit sahasinds dayismosi elektrik sahasino tasir
edir. Aydindir ki, bu garsihqgl: tasir, hamin sahalori xarakterizo

edon E vo H vektorlarimin doyismosi ilo bas verir. Bu E vo

H vektorlarini bir-biri ilo baglayan diferensial tonliklor,
Maksvell tanliklori adlanir.

Elektrik sahasi intensivliyinin  doyismasi ilo  maqgnit
sahasinin yarandigini gostarmok ti¢lin «siiriismay» Carayani
anlayis1 tizorindo dayanaq. Forz edok ki, sabit coroyan dovro-
sino lampa ilo ardicil baglanmis kondensator daxil edilmisdir.
Bu miistovi kondensatorun I6vhalorindoaki elektrik yiikiiniin
sixhgr +v vo -v, lévhalor arasindaki sahonin gorginliyi iso E
olsun.

Qaus teoremina goro E = 4nv vo miisbat yiikli 16vhadan
monfi yiikli [6vhays dogru yonalmisdir. Bu halda lampa kozor-
mir, ¢iinki dévrada kondensator (vakuum) oldugu tigiin dovra
gapanmir. Dévraya doyison e.h.g. olan moanbo gosduqda iso
lampa kozorir, demali dovro gapanir. Belo alinir ki, guya kon-
tensatordan da lampani kozordo bilon godar coroyan Kkegir.
Mimkiinsiiz vo ya izahsiz goriinon bu mosoaloni ingilis alimi
Maksvell hall etmisdir. Onun farziyyasina goro d.e.h.q. olan

dévrads doyison E gorginlik sahasi, induksiyast H olan doyi-
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son magnit sahasi yaradir. Dayison magnit sahasi ise 6z névbo-
sinda «siirtismay» carayam yaradir ki, bu corayan dévrani gapa-
yir. Bu forziyyoys gore «siiriismo» coroyam, E saho gorginliyi-
nin dayisma siirati ilo mitanasibdir vo xarici dovradaki kegirici
corayana borabardir. Forz edok ki, kondensatorun (sokil 4.5.1)
A 16vhasindos elektrik yiikiiniin v sixlig artir, demali xaricdan

(moanbadan) galon miisbat yiiklor j:% siirati ilo A I6vha-
sina gonur.
Tabii ki, B lovhasino da

monfi yiiklor eyni siiratlo qo- *A
nacaglar. Xayalon A vo B '
ndqtalorinin nagillo birlosdiyi- el du
ni goabul etsak, onda artmaqgda 2\ &
olan miishat elektrik yiikii AB E B
naqili ilo «axib» kegocok vo W Z N
carayanin saxlanma ganunu da B
odanacakdir.

Kondensatordan kegon bu Sokil 4.5.1.

«stirtismo» carayam Coul istiliyi ayirmir, ¢iinki onun elektrik
yiiklarinin harokati ilo heg bir slagesi yoxdur. Maksvellin for-
ziyyasi osasinda sohbotimizi davam etdirak; siiriismo coaroya-
ninin sixhigin tayin edak:
= Odvs = -
Js it i; E =4nvi (4.5.3)
I —vahid vektordur vo AB istigamatini gostorir.
Bu iki ifadadan (4.5.3), aliriq ki,
- 1¢E
ks 4r ot
Sabit carayan t¢iin yazilmis (4.3.20) ifadssi dayison cores-
yan tigtin belo yazilmalidir:

(4.5.4)

rmH=%?6+L) (4.5.5)
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Burada (4.3.2) ifadasini nazords tutsaq alarq:
rotH = EHEG—E (4.5.6)
c c ot

Bu ifado onu gostoarir ki, dogrudan da elektrik sahasinin
dayismasi maqnit sahosi yaradir.

Indi do, magnit sahasinin doyismosi halin1 nozordon kegi-
rok. Magnit sahasinds L gapali konturun ayirdig: sahoni S ilo
isaro edok. Faradeyin tocriibalori asasinda miioyyan edilmisdir
ki, magnit selinin dayismosi L gapali konturda e.h.q. yaradir:

Fﬁ_———wH dSJ (4.5.7)

Monfi isarasi e.h.g.-nin magnit selinin doayismo istigamati-
nin oksina oldugunu gostarir. Dayison magnit sahasinin burul-
ganl elektrik sahosi yaratdigini gobul edak vo Stoks teoremin-
don istifads edok:

fE-dr=[(rotE, )ds (4.5.8)

(4.5.7) vo (4.5.8) ifadalarinin miigayisoasindan aling:

”rotE dS=-= j j M ds (4.5.9)

Burada hor iki tarefds eyni soth iizro integral durur. Odur
ki, integralalt: ifadalor do barabordir:

rotE = —la—H (4.5.10)

c ot
Biitiin operatorlar: elektromagnit sahasinds tayin etdik:
doyison elektrik sahasinds

divE = 4nv;
(4.5.11)
rotE = —Eﬁ
caot’

magnit sahasindo
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c i c ot (4.5.12)
divH =0

Bu iki diferensial tonliklor sistemi Maksvell tanlikloridir va
vakuumda elektromagnit hadisalarini tosvir edir.

Vakuumda elektromaqgnit hadisalarini tasvir edon Maksvell
tonliklorinin  (4.5.11), (4.5.12) kristaldaxili sahoys totbiqi
maovzusunu davam etdirak.

Vakuumda «siiriismo» carayan istilik ayirmir demisdik.
Kondensatorun I6vhalori arasini dielektriklo doldurduqgda isa
Coul istiliyi ayrilir. Bu o demokdir Ki, «siiriisma» Carayanina
alava bir corayan (masalon, polyarlasma corayani) da qosulur.
Bu coarayanlar (comlonarak) dovroni gapayirlar. Odur ki, va-
kuumdan fargli miihitlarda, bu mihitin fiziki xassalorini, ter-
modinamik halin1 xarakterizo edon vektor funksiyalar

D=D(E), B=B(H), j=jE) (4.5.13)
qurulur vo Maksvell tanliklorina daxil edilirlor.
divD =4nv
rotk :—EZ—B
¢ca (4.5.14)
— 4n- 10D
rotH=—j+=-—
c c ot
divB=0

(4.5.13) vo (4.5.14) tonliklori sistemi kristaldaxili elektro-
maqnit hadisalorini tosvir edir.

Hal tonliklarinin (4.5.13) qurulmasi, yani funksional asili-
liglarin toyin edilmasi vacib va ¢atin masaladir. Bu barads
§1.18-do elektrik polyarlasmas: hagginda danismisig. Buna
baxmayarad, tokrar moagamlor olsa da, belo hal tonliklorinin qu-

rulmasi mentigini dyronmok maraghidir. D(E) - elektrik induk-
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siya vektoru, elektrik sahasinin E gorginlik vektoru ilo miihitin

P - polyarizasiya vektorlarinin comi kimi toyin olunur.
Polyarlasma — sahonin E gorginlik vektorunun tasiri ilo

atom, ion, molekullarinin P dipol momenti gazanmagq gabiliy-
yatidir. Bu qgabiliyyst atomda elektrik yiiklorinin yerdayismasi
ilo amala galir va sahaya verilon garginlik kasilon kimi yox
olur. Demoaliyik ki, sabit dipola malik olan zarraciklor vo ya

polyar molekullar polyarlasma sinfino daxil edilmir. E gargin-
liyin tosiri ilo, elektron polyarlasma dedikds, elektron ortiiyii-
niin atomun niivasine nazaron yerdoyismoasi; ion polyarlasma
dedikdo, miixtolif isarali ionlarin (kristallarda) oks istigamatli

yerdayismosi noticasindo yaranan P dipol momenti basa diisii-
lir. Nisboton zoif elektrik sahosinds bu asililig xstti ganuna
tabe olur:

P=x.E vo D=E +4nP,
Burada a. — dielektrikik gavrayicilig: adlanir.

D=(1+4nx)E, 1 +4ne=c¢
D=¢E
Burada ¢ - dielektrik niifuzlugudur.
BC iso bu miinasibatlor belo yazilir:

P=gya@E,D=¢gcE,e=1+ ..
E gorginlik vektorunun selindon forgli olarag, D vekto-

runun gapali sathdoan kegan seli ancag vo ancaq sarbast yiiklo-
rin migdari ils tayin olunur.

B - magnit induksiyas: vektoru; bu vektor magnit sahosi-

nin H gorginlik vektoru vo miihitin j - magnitlonmo vektor-
lartnin handasi comi kimi ifads olunur:

Ezl:|+4n]
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Maqnitlonms, vahid hacmds yaranan magnit momentidir vo
izotrop miihitlor ii¢lin xatti ganuna tabedir:

j=@mH

Am — maqnit qavrayiCiligidir.

Bu ifadslordon B = (1+ 4n%m)ﬁ, u=1+4nzen.

Burada p - maqnit niifuzlugudur.

Fiziki vakuum ii¢iin &,=0, u=1;

Dimagpnitlor ti¢lin <0, p<1.

Para- va ferromagnitlor ii¢iin &mn>0, u>1 olur. Bu o demok-
dir ki, diomagnitlordo magnitlonmo vektoru ] sahonin H

vektorunun aksina yonalir.
Paramagnitlords iss asas saho istigamatins yonalir.

§4.6. Termodinamika

Termodinamika — miixtalif strukturlardan; atom, molekul,
ion va s. elementlarin macmundan ibarat termodinamik sistem-
lorin tarazliq hallarini va bir tarazliq halindan névbati tarazliq
halina kegid prosesini miiayyan ganunlar asasinda oyranir.
Termodinamika tacriibalora soykonon fundamental baslangiclar
(prinsiplar) asasinda qurulmusdur va bu baslangiclar (ganunlar)
termodinamik sistemi toskil edon elementlorin fiziki mahiyys-
tindon asil deyil, yani termodinamikanin ganunlari universal-
dir. Termodinamik sistemin halint mioyyan sayda sorbost
parametrlor tayin edir. Masalan, ideal gazlardan ibarat sistemin
hali ti¢ kemiyyatlo (P, V, T) tayin olunur: T — temperatur, P —
tozylq, V — hocmdir. Bu paraqrafda isarolor termodinamikada
oldugu kimi saxlanir. Termodinamik sistem miioyyon relaksa-
siya zamanindan sonra tarazliq halina galir vo uzun miiddst bu
hal davam edir. Tarazliq halimn uzun middstli olmasi vo
temperaturun sabit qalmasi kafi olmasa da zoruri sortdir.
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Ideal qaz sisteminin halini toyin edon T, P, V parametrlori
arasindaki asililiq gzconst ideal gazlar iiclin hal tonliyi

adlanir. Bu sabit ideal qazlar {i¢lin normal hal Pg, Vo vo Ty ilo
ifads olunur

PV RV,

T T,

1. T = Ty sorti ilo gedon proses izotermik proses adlanir. Bu

(4.6.1)

prosesda izoteromik sixilma omsal1 B; = _Lfov .
VP );
2. P = Py olduqda izobar proses, bu halda izobar genislonmo

omsali
1(0oV
a=—— —1.
V(E}T)P

3.V =V, oldugda izoxor proses, izoxor tozyiq omsali

_l(ﬁj
"“pler),

4. Ogor sistem xarici miihitls istilik alagesinds olmursa, bu
sort ilo gedon proses adiabat proses adlanir. Adiabatik sixilma

1 (6Vj
omsali B, =——| — | .
V0P Jg
Fransiz alimi S.Karno (1824) ilk dofo istiliyi iso ¢eviron
donon dairavi istilik masinini nozordon keg¢irmisdir. Bu dairavi
proses Karno sikli adlanir vo novba ilo bir-birini ovoz edon iki
izotermik, iki adiabat prosesdon ibaratdir. Is¢i cism (buxar)
izoterm proses zamani bir dofo qizdirict istilik monbayi ilo (T3
— temperaturlu) ikinci dofs soyuducu (T, — temperatur) ilo
tomasda olur. 56Q; — istilik miqdar1 qizdiricidan alinir onun 8Q;
istilik migdarint soyuducuya verir. Bu proses is¢i Cism torafin-
don, yoni gapali silindrde porsen altinda olan buxarin qizdiril-
mas1 vo soyudulmasi vasitasi ilo hoyata kecirilir. (P, V) tozyiq
—hocm diaqraminda (sakil 4.6.1) Karno tsikli tasvir olunur: AB
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— izoterm prosesinda 8Q; istilik miqdar1 alir vo genislonarok is
goriir. Sonra qizdirici ilo slage kasilir 8Q = 0 va adiabat genis-
lonarok BC prosesi soyuducu ilo kontakta golir, soyuducunun
T, temperaturunu almaq ti¢lin 8Q; — istilik migdarim1 soyudu-
Cuya otiirarok CD — izoterm prosesi basa ¢atir.

Py

sy T

A toq ™M

izoterm

Ly

2l = >

g 2 2 5Q=0

8 =

D izoterm =
lsq =1, ©

Sakil 4.6.1.

Soyuducu il kontakt kasilir Q=0 — adiabat proseslo DA —
ovvalki baslangic halina qayidir; Karno tsikli basa catir. T, — T,
— temperaturlar forqinin sabit qaldigi halda, qizdirici ilo
soyuducu arasinda isloyon «istilik magmi» bir tsikl orzindo
OA = 6Q1 — 8Q; qgodoar is goriir. Bu is ododi giymotco izoterm
va adiabat oyrilari ilo mahdudlanan ABCD sahasine barabardir.
Karno tsikli donan prosesdir, onu ADCBA ardicillig ilo do ho-
yata kecirmok olar. Bu halda dA qodor is gormoklo soyuducu-
dan 6Q; miqdar istilik alinib qizdiriciya otriiliir, istilik masini
soyuducu kimi isloyir.

1. Birinci baglangic .

Termodinamikanin birinci baslangic1 tosdiq edir ki, ogor
sistem termodinamik tsikl edorok baslangic halina qayidirsa,
onda sistemin aldig istilik AQ sikl boyu sistemin gordiiyii iso
AA borabordir: AQ = AA. Basqa sozlo, istilik (enerji) almadan
isloyon daimi miiharrik yaratmaq olmaz. 9slinds, birinci bas-
langic enerjinin saxlanmasi qanunudur; istiliyin vo isin eyni
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enerji vahidlori ilo 6l¢iildiiylinti tosdiq edir. Birinci baglangica
goro ogor termodinamik sistem baslangic halin1 almayibsa,
onda AQ vo AA arasinda yaranan forq sistemin daxili enerjisi-
nin AU doayismasina sarf olunmusdur:

AU = AQ - AA (4.6.2)
Birinci baglangic termodinamik sistemin hor bir halina uy-
gun U — daxili enerjiys malik oldugnu gebul edir; daxili enerji
termodinamik funksiyadir vo sistemin halin1 toyin edir. Maso-
lon, xiisusi halda goriilon is ancaq hocmin doyismasi ilo miim-
kiindiirso, onda
du =5Q — PdV (4.6.3)
burada 8Q — sonsuz kigik istilik doyismasidir, lakin hor hansi
bir funksiyanin diferensiali deyil. ©gor hacmin doyigsmadiyini
qobul etsak, dV=0 oldugundan 6Q = dU, yani istilik doyigsmasi
daxili enerjinin diferensialina borabordir. Bu halda istiliyin
hamisi daxili enerjiys ¢evrildiyi ligiin xiisusi istilik tutumu bels

toyin olunur: C,, :(Z—ﬁj . Basqa sozle, xiisusi istilik tutumu
\Y

U — daxili enerji funksiyasinin temperatura goro alinmis xtisusi
toromasine barabordir.

2. Ikinci baslangic.

Aparilan tocriibalor tosdiq edir ki, aldigr istiliyi itkisiz fay-
dal1 iso ¢eviro bilon daimi isloyon istilik masini qurmaq miim-
kiin deyil. S.Karno gostardi ki, biitiin istilik masinlarinda qiz-
diric1 kimi, soyuducunun da olmasi vacibdir. Qizdiricinin tem-
peraturu Ty, verdiyi istilik AQy; soyuducunun temperaturu T»,
aldigi istilik AQ; olsun. Tacriibii olaraq miiayyon edilmisdir ki,
alinan vo verilan istilik miqdarlarinin nisbati, qizdirici va soyu-
ducunun temperaturlar1 nisbatine barabardir:

AQ _T,. AQ _AQ, (4.6.4)

AQZ - T2 Tl T2
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Bu nisbat S.Karno tonasiibii adlanir. Onu da qeyd edoak ki,
bu nisbatdan istifads edilmaklo Karno tsikli ligiin f.i.a. (faydali

L-T f.i.a. hamiso bir va-
Tl
hidden kigikdir, ¢iinki alinan istiliyin bir hisassi xarici miihito
sopilir.
S.Karno siklindo (sokil 4) adiabat genislonms vo sixilma

0Q

zamani 0Q=0 oldugu iigiin ?=0 olur, avvalki izotermik

is omsali) toyin olunmusdur: m=

genislonmodo vo sonraki izotermik sixilmada sistemin aldigi

AQ vo verdiyi AT—QZ bir-birini konpensasiya edirlor. Odur ki,
1 2
gapali kontur iizrs inteqral sifra barabar olur.
§ Ry (4.6.5)
R

Bu ifads R.Klauzius barabarliyi adlanir.

Miiqayise ii¢lin xatirlayaq ki, elektrik sahosindo qapali
kontur iizro saho qiivvolorinin gordiiyl is sifra borabordir vo
potensialli sahadir. Goriilon is yolun formasindan asili deyil,
yani inteqralaltt ifads tam diferensiala malikdir. Burada Karno
siklini «stilik sahasindo» qapali kontura banzatsak, onda inteq-
ralalt1 ifads tam diferensiala malik olmalidir:

do = Q (4.6.6)
T

Bu hal funksiyasi ¢ - entropiya adlanir.

Entropiya anlayisint  termodinamikaya alman alimi
R.Klauzius (1865) daxil etmisdir. Entropiya — istiliyin iso ¢ev-
rilmasi prosesini ifado edir. Entropiyanin diferensiali, Karno
sikli zamani1 sistemin ardiCil olaraq qizdiricinin T miitloq tem-
peratur qgiymoatino uygun oldugu 6Q istilik migdardir.
Entropiya — donmoyan proseslarda enerjinin sopilmasini (yayil-
masini) xarakterizo edir. R.Klauzius gostormisdir ki, donmoyon

182



proseslor {igiin qapali kontur lizro «gotirilmis» istiliyin inteq-
ral1 homiso sifirdan kigik olur:

§$<0.

Bu Klauzius boraborsizliyi adlanir. Bu borabarsizliyin
mahiyyati ona ekvivalentdir ki, donmoyon siklik proseslorda
faydali is omsali homiso donen siklik proseslordoki faydali is
omsalindan az olur.

Kvazistatik adiabatik proseslordo Q=0 oldugu ii¢iin do=0
olur, yoni entropiya sabit qalir. Entropiyanin sabit qaldig1 belo
proseslor izoantropik proses adlanir. Beloliklo, sistem A taraz-
liqg halindan B tarazliq halina kegorkon kvazistatik sistemin
hans1 yolla doyismosindon asili olmayaraq entropiyanin doyis-
masi

Cg — O, :J'? (4.6.7)

inteqrallama yolundan asili deyil.
Tutaq ki, maye 6z buxari ilo doymus vo miivazinotdadir.

5Q

Bu sahos tiglin do = T ifadoasindo T = T, buxarlanma tempera-

turudur. 6Q = dU + PdV oldugunu nazards tutsaq entropiyanin
doyismasi bels yazilar:

dc=$(dU+PdV) (4.6.8)

Goriindiiyli kimi, entropiya o=c(U, V) daxili enerji vo hac-
min funksiyasidir vo tam diferensiala malik olmasi sortindon
alian asagidaki miinasibotlor

(5_0) _1 (5_‘5} P e
u)," T \av),TVv

baxilan sistemin hal tonlikloridir.
Entalpiya termodinamik potensial, sistemin termodinamik

tarazligini, ¢ - entropiya vo P — tozyiq doyisonlori vasitosi ilo
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toyin etmok iigiindiir. Entalpiyaya bozon Gibbsin istilik funksi-
yasi da deyilir; entalpiya H = U + PV termodinamik sistemin
entalpiyasi ilo daxili enerjisi arasinda diferensial asililig1 gos-
torok
dH =dU + PdV + VvdP
dU = Tdo — PdV
ifadolorindon:
dH =Tdo + VdP (4.6.10)
Demali, entalpiya H = H(o, P) entrapiya vo tozyiqin funk-
siyasidir vo tam diferensiala malik olmasi1 sortindon aliriq ki,

e B
0G ), oP ),

P=const oldugu halda dH = Tdo = 6Q olur, yoni entalpiya-
nin doyismosi, sistemo verilon istiliyo borabordir. Ogor sorbast
parametr kimi (T, V) temperatur vo hacmdon istifado etmok
zorurati varsa, onda sarbast enerji potensialindan istifado etmok
olveriglidir:

A=U-oT (4.6.11)
diferensial formasi dA = -odT — PdV.

Ogor (T, P) sorbast parametr olsa, onda Gibbs enerji
funksiyast  olveriglidir.  G=H-Tc  diferenisal formada
dG=-cdT+VdP. Haqginda danisdigimiz termodinamik poten-
siallar U, o, A vo G sistemin halint tayin edon funksiyalardir.
Bu funksiyalarin ikinci tortib garisiq téromslorinds diferensial-
lamanin novbadon asili olmadigina ssaslanaraq sistemin fiziki
xassoalorini gostaran komiyyatlor arasinda vacib olan asilihiglar
toyin olunur. Masalan, sabit tozyiqde C, — istilik tutumu ils sa-
bit hacmdo Cy — istilik tutumu arasindaki alags bels tayin olun-
musdur:

(ov/aT);

C,—C,=-T L2
T (ov/ep),
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Burada (6V/dT), - istilikdon genislonmo omsali; (6V/6P), -

izotermik sixilma omsaldir. Homg¢inin adiabat vo izoterm sixil-
ma omsallart agsagidaki miinasibati 6dayirlor:

&7

Bir daha geyd edak ki, tocrid olunmus termodinamik sistem
tarazliq halina entropiyanin artmasi ilo golir vo maksimum qiy-
moat alir. Entropiyanin maksimum olmasi sartindoan, termodina-
mik potensialin minimum olmas: sorti alinir. Bu iki sortin
odoanmosi zoruridir ki, sistem diyanadili olsun.

3. Ugiincii baslangic da entropiya ilo olagedardir. Belo ki,
entropiyani diferensial sokilda toyin etdik vo dedik ki, real
(donmayan) adaibat proseslords do>0, yani entropiya artir, ta-
razliq halina ¢atdigda maksimum giymat alir. Entropiyanin sif-
ra barabor oldugu hali géstarmoamisik. Odur ki, entropiyan: ta-
parkon alinan integral sabitini tapmaq geyri-miioyyan qalib.
Alman alimi V.Hernst (1906) tocriibalors asaslanaraq toyin et-
misdir ki, miitlog temperaturun sifra yaxinlagmasi ilo bas tutan
proseslords tarazlig halinda entropiya sifra yaxinlasir. Tacriiba
il tasdig olunan bu natica termodinamikanin tigiincii baslangi-
c1 gobul olunub. Onu da geyd edok ki, tigiincii baslangica gora
tarazliq halimn T=0; =0 sorti C, vo Cy sabitlorinin do sifra
cevrildiyini tosdiq edir. Bu deyilonlor maddanin aqregat hal
dayismasindan da asili deyil. Sonraki fasillordo daha miirokkob
termodinamik sistemloro donmayan proseslora baxilir. Donmo-
yan proseslor iigiin termodinamikanin ganunlar: asasinda siste-
min deformasiya gorginliyi, elektrik sahasi gorginliyi vo elek-
trik induksiyasi, temperatur vo entrapiyasi daxil olan funk-
siyalar osasinda diferensial tonliklor qurulur vo bu diferensial
tonliklorin holli aragdirilir.
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VFOSIL.

PYEZOKERAMIiK KRiSTALLARIN
PYEZOELEKTRIK, DIELEKTRIK VO
ELASTIKLIK XASSOLORI

Pyezoelektrik kristallar eyni zamanda hom kondensator vo
hom dos elektromexaniki gevirici rolunu oynadiglarindan onlari
dorindon saciyyslondirmok ii¢iin onlara xas olan dielektrik,
pyezoelektrik vo elastiklik sabitlorino birgo baxmaq lazimdir.
Bu sabitlorin hamisinin daxil olduglar1 iso termodinamik
funksiyalardir. Belo ki, soziigedon sabitlor bu funksiyalarin
(daxili enerji, entalpiya, Qibbs funksiyasi) yoni uygun termodi-
namik potensiallarin mexaniki gorginliklorlo elektrik sahasinin
gaorginliyinin komponentlorine gore xiisusi toromalari vo yaxud
bunlarin har ikisino goro qarisiq toromalori ilo toyin olunurlar.
Bu sabitlorin say1 ¢ox oldugundan onlar1 miixtalif harflorls isa-
ro etmok olverisli deyil. Ona goro do hoalo sovetlor donominda
Radiomiihandislor Comiyyatinin pyezoelektriklor iizro komitasi
namenkulaturalarini toklif etmislor ki, biz do burada homin na-
menkulaturaya riyast edocoyik. Bu namenkulatura tolob edir ki,
isaralori elo gobul edok ki, tenzor vo matrislor metodlarindan
sorbast istifado etmok miimkiin olsun. Burada digor bir ¢atinlik
do elastiklik, pyezoelastiklik vo dielektrik va s. sabitlori baxilan
andaki fiziki soraitdon asili olmalidir. Ona goro ds bu sabitlorin
Olciilocoklari elektrik, mexaniki vo hotta termik sorait avvalca-
don toyin olunmalidir. Bels oldugda materialin fiziki sabitlorini
yegana olaraq toyin etmok olar. Ona gora ds bu sabitlar siste-
minin elo formasina nail omlaq lazimdir ki, onlarda sorhod
sartlori 6z oksini tapa bilmis olsun. Biz burada asason (CGSE)
sisteminds islomoys (adat etdiyimiza gora) iistiinliik veririk.
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§5.1. Kristallarda mexaniki garginliklar va deformasiyalar

Klassik adobiyyatdan baslayaraq [49, 51] bu giino defor-
masiya oluna bilon bark cisimlords verilmis noqtads gorginlik
voziyyatini dyronmok {igiin bu ndqtoni 6z daxiline alan vo
toroflori x, y vo z koordinat oxlarina paralel olan elementar
kuba baxilir (sokil 5.1.1).

Bu zaman elementar ku- Z
bun iizlorins tasir edon gorgin- E F
likloro baxmaga tistiinliik veri-
lir. Deformasiyaya ugramis ci- B/ |
simdo gorginliklor ndqtadon /OJ_. ++—V
ndqtoya doyisir vo har bir iizo 7 o
tosir edon biitlin gorginliklorin  R™ x
yekun tosiri bu gorginliklorin A D
iizin morkozino tosir edon X
ovaozlayici ilo avoz edils bilor. Sokil 5.1.1.
Bu avazlayiciys Ry desok onu

R, =T d+T, ,J+ T,k (5.1.1)
kimi ifado etmok olar. Bu zaman iizo tosir edon qilivvalorin
momenti kigik oldugundan nozoro alinmir. Biz burada OX
oxuna perpendikulyar olan ABCD {iziins baxdig.

Belalikls, haqqinda danis- T,
digimiz iizs tosir edon qilivve-
Ni Tyxx, Txy, Txe kimi ti¢ kom- I
ponentls ifads eds bilarik. Bu Y
simvollardan birincisi {izlin
hans1 koordinat oxuna hansi / Tee
noqtods perpendikulyar olma- R,
s1, ikinci indeks iso komponentin hansi ox istigamatindo yonal-
mosini gostorir. Masolon, T, , belo oxunun: «OX oxuna per-

pendikulyar koasikdo x; ndqtesindo OZ istigamatinda tosir edon
komponent». ©gor baxilan {izo tosir edon R qiivvasii kubun
xaricino yonoalarss, bu kubun dartilmais oks halda sixilmasi
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demokdir. Eyni qayda ilo kubun OX oxuna perpendikulyar
(OEFG) iiziina (x1=0) tosir edon gorginliklorin avazlayicisini
T, T, T, komponentlori ilo ifado eds bilorik. Qeyd

XX ! X1y ! X412
etmok lazimdir ki, bu komponentlor x; (ABCD) iiziindoki uy-
gun komponentlorin oksino yonslmis olurlar.
Beloliklo, galan dord itizdoki gorginliklorin avazlayicilarini
uygun olaraq asagidaki komponentlorls ifade etmok olar:
OABE iizindo T,, T, , T

y1X Y1y Y1z
GFCDiiziindo T,, T, T,

(5.1.2)
OADG iiziindo T,, T

7,y 7,z
BCEF iizinds T,, T, T,
OX oxu istigamatindo yonalmis biitiin qiivvalorin avozloyi-
cisi agagidaki comlo ifads oluna bilor

Px = (szx - Txlx bydz'i'
+ (Tsz -Tyx )dxdz + (TZZX -T,x )dxdy

Lakin nozors alsaq ki

(5.1.3)

oT,
+—==dx

TXX:TXX+ATXX:TX
2 1 1 ax

1X

Y1X

aT,,
T, =T, +AT, =T v dy  (5.1.4)

oT,
T,,=T,,+AT, =T, +—=dz
2 1 1 1 az

boraborliklori dogrudur (kicik deformasiyalar {i¢iin), onda
(5.1.3)-don alariq:

g OX
Eyni gada ilo ilo OY vo OX oxlar istigamatlorinds tosir
edon qlivvalorin ovazlayicilori {igiin asagidki uygun ifadslori
alariq:

oT.
P = Ol + Xy+aTXZ dxdydz (5.1.5)
oy oz
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oT, oT, oT,
:( Wy ayz )dxdydz
z

Y OX
;I_y (5.1.6)
= 0Ty +—2 4 Ty dxdydz
OX oy 0z

Indi x=1, y=2, z=3 ilo isaro etsok, komponentlorin matrisini
asagidaki kimi yaza bilorik:
T, T., T T, T, T,

XX Xy Xz

T, T, T,=[Tn T, Ty (5.1.7)

yX yy yz

T, T, T T, T, Tg,

zX zy 2z

Beloalikla, verilmis noqtadoki mexaniki gorginlik voziyyati
doqquz Tj; (ij=1,2,3) komponentlo xarakterizo olunur. Belos ki,
tizlora verilmis OX istiqgamatinda tosir edon biitiin garginliklo-
rin (vahid sotho diison qiivvalorin ovazloyicilori bu garginlik-
lorin birinci tortib xiisusi toromolori) vasitasi ilo toyin edilirlor.
(5.1.7)-doki yazilis formasi mexaniki gorginliklorin tenzorial
xarakterli olmasini gostorir. Gosatorak ki, bu simmetrik tenzor-
dur. Yoni

Tay=Ty Txe= T2 Tyr=Ty (5.1.8)

Bunun ii¢iin yenidon yuxarida ayirdigimiz elementar kuba
miiraciot edak (sokil 5.1.2).

Bu sokildo kubu 6z oxu Z
otrafinda firlatmaga can atan
gorginliklor tosvir  olunub.

TXY:
T, vo T,,, gorginliklori qo- : g / T,.
lu dy-o barabar olan ciit toskil Ty
edirlor vo onun momenti ey
M =T, 2V 519 T
diisturu ilo tapilir. T,, vo * Sokil 5.1.2.
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T,,, gorginliklori iso kubu OZ oxu otrafinda oks istigamatdo

firlatmaga can atan qilivveler Ciitii yaradirlar. Onun momenti

M, =T, dxd;/dz
diisturu ilo hesablanir. Onda kubun harokat tonliyini bels yaza
bilarik:

(5.1.10)

%(Txy - Tyx)dxdydz =&, (dx)°dy-dz  (5.1.11)
va yaxud
%( oy~ Ty) = 0,0 (5.1.12)

Burada bucaq tocili @, =const, dx iso sonsuz kigik oldu-
gundan ®,dx =0 gdturs bilorik. Onda (5.1.12)-don aliriq:

Txy:Tyx Vo anle T1o=T2x (5113)
Eyni gayda ils gostormak olar ki,

Tyz:TZy; Ty=Txx vo anle Ty3=Tay; T13=T3; (5113)
Onda (5.1.1) tenzoru agagidak: soklo diisiir

Tn T, T
T,, T,, T, (5.1.15)
Ty Ty To

Buradaki indekslori 11 —1, 12—6, 13—55. 222, 3353,
23—4 kimi ovoz etsok alariq:

Tl T6 T5
T, T, T, (5.1.16)
T5 T4 T3
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§5.2. Deformasiya anlayisi

Kasilmoz cismin deformasiyasi dedikdo onun ndqtslarinin
voziyyatlorinin elo doyismosi nozords tutulur ki, bu zaman ho-
min noqtolor arasindaki masafs doyismis olsun.

Tutaq ki, haqqinda damsdigimiz cisimds diizxatli va diizbu-
caqli Oxyz Dekart koordinat sistemi secilmisdir. Hor hansi
noqtonin deformasiyadan ovvalki koordinatlarina x, y, z, defor-
masiyadan sonraki koordinatlrina iso x3, Y1, Z; deyak.

Cismin fozadan ayirdigi hisso D oblasti olsun. Bu cismin
hor bir noqtesi D oblastinda bir (x,y.z) koordinatli voziyysto
malik olur. Homin noqto deformasiyadan sonra tamamilo
miloyyon bir (x1, Y1, Z1) voziyyatindo mdvqe tutur.

Belolikla, forz etmis oluruq ki, ndqtonin sonraki voziyyati
onun ilkin vaziyyetinin miioyyan funksiyasidir. Yoni

xi=fi(xy,2)  yi=faxy,2)  zi=fa(xy,z)  (5.2.1)

Forz edirik ki, bu funksiyalar D oblastinda kosilmoz funk-
siyalardir. Yoni ki, deformasiyalar qirilmadan (Cirilmadan) bas
verir. (5.2.1) ¢evirmasindon sonra (X1, Y1, Z1) koordintli néqte-
lor ¢coxlugu D; oblastini togkil edirlor. D; oblastt D oblastinin
deformasiyaya ugramis formasidir. Biz do forz edirik ki, (5.2.1)
¢evirmasinin miioyyan tors g¢evirmasi do movcuddur. Onda
demok olar ki, x, y, z koordinatlar1 da x1, Y1, Z; koordinatlarinin
miiloyyon funksiyalaridir. Bu o demokdir ki, (5.2.1) tonliklori x,
y, z dayisanloring gora birqiymatli hall oluna bilondirlor.

Qeyd etmok lazimdir ki, (5.2.1) ¢evirmasi hondosi baxim-
dan D oblastin1 D; oblastina inkas etdirir. Lakin belo ¢evirmo
homisa cismin deformasiya olunmasini oks etdirmir. Dogurdan
da, cism ancaq sort yerdoyismoys, yoni deformasiyasiz haro-
koto moruz qalirsa, onda belo ¢evirmo do D oblastin1 Dy oblas-
tina inkas etdirir, lakin biz burada deformasiya gérmiirtik. Ciin-
ki bu zaman cismin noqtalori arasinda mosafo doyisikliyi bas
vermir.
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§5.3. Affin ¢evirma

Ogor (5.2.1) ¢evirmasi elodirso ki, bu ¢evirmado x1, Y1, Z1
doyismolori x, y, z doyismalori ilo xatti ifado olunur, onda belo
cevirmaya affin ¢evirma deyilir. Belo olduqda (5.2.1) ¢evir-
mosini belo yazmagq olar

X, =a;,,X+a,y+a,;z
Y, =8, X+2a,Yy +a,7Z (5.3.1)
Z, =8y, X +a,,Y + 85,7
Umumiliyi pozmadan bu ¢evirmoni belo do yazmagq olar:
X, =@0+a,)X+a,y+a;z
Y1 =a,X+(1+ay)y +ayz (53.2)
Z; = ayX +agY + (1+a5,)Z

Golocokdo goracoyik ki, bunu ancaq miinasiblik xatirino
etmisik. §5.2-do qobul olunmus forziyyosloro osason hesab
etmoliyik ki, (5.3.2) sistemi x, y, z doyisonlorino goro birqiy-
motli hall oluna bilor. Yoni

1 + a'11 a12 a‘13
D=|a, 1l+a,, a, [#0
a'31 a'32 l+ a33
determinanti sifirdan forqlidir.

Affin ¢evirmonin bazi xassaloini qeyd edok.

1) Affin ¢evirmoanin tors ¢evirmasi do affin ¢evirmosidir.

Dogurdan da (5.3.2)-ni X, y, z doyisonlorino gora hall etsok
alariq:

X=1+b, )X, +b,y, +bz +a
Yy =0, X, + 1+ Dby)y; +byez) + 1 (5.3.3)
z=by X, + by, + (1+by,)z, + ¢

Burada b;j=const (i,j=2,3), a’=const, b’=const, c'=const.

2) Affin ¢evirmo xotti ¢evirmo oldugundan miistovini
miistoviys vo diiz xotti diiz xotto gevirir.
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Dogurdan da, ogor M miistovisi deformasiyadan ovval
Ax+By+Cz+D=0 (5.3.4)

tonliyi ilo ifado olunurdusa, onda ona (5.3.3) ¢evirmasini totbiq
etdikdon sonra 0

M; — Aixg + Bly]_ + C]_Z]_ +D'=0 (535)
tonliyi ils tosvir olunacag, bels ki, burada

A1 = A(1+byg) + Bby + Chay,

B; = Aby; + B(1+b22) + Cbgz, (534)

Ci1=Abj3+ Bbys + (l+b33)C.

Deformasiyadan avval M miistovisi tizerinds olan noqtalor
deformasiyadan sonra M; miistovisi {izorindo olcaglar. Affin
cevirmada diiz xottin diiz xotto inkas olunmasinmi isbat etmok
iclin diiz xotto iki mistovinin kosismo xotti kimi baxmaq
kifayatdir.

Deyilonlorden asagidaki naticalari ¢ixarmaq olar:

Affin ¢evirmo vektoru vektora, diiz xott pargasini diiz xott

pargasina inkas etdirir. Dogurdan da tutaq ki, P(&,m,C) vektoru
gevirmadon sonra P,(§,,m,,&,) vektoruna inkas olunur. Onda

P -nin koordinqgatlari
E=X-Xo, M=Y-Yo, (£=Z-2
P, -in koordinatlar1 iso
E1=X1—Xo, M=Y1—Yo, C1=7Z1—2Zn

olar. Onda (5.3.1) borabarliklorino asason

X1 = (1+3.11)X +apytanz +a

Xo1 = (1+a11)Xo + a12Yo + 1320+ @
olar. Bu borabarliklori toraf-tarafa ¢ixib aliriq:

&1 = (1+ag)& + agom + aisg (5.3.5)

Analoji olaraq alariq:

N1 = ané + (L+ax)n + axnt
(5.3.5)
€1 = az& +agm + (1+az3)C
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(5.3.5) borabarliklorindan bilavasito ¢ixir ki, affin ¢evirma
iki barabar vektoru iki barabar vektora inkas etdirir, hom da bu
paralel vektorlarin uzunluglari nisbati doyismir. Eyni oriyenta-
siyali vo diizxatli kontura malik hondossi fiqur da eyni oriyen-
tasiyali vo diizxatli kontura malik hondasi fiqura inkas olunur.
Lakin hor bir handoasi fiqura konturu kicik diiz xott pargalarin-
dan diizalmis hondasi fiqurun limit vaziyysti kimi baxmaq olar.
Bu iso o demokdir ki, cismin biitiin hissolori onlarin voziyyoa-
tindon asili olmayaraq eyni ciir deformasiya olunurlar. Ona
goro affin ¢evirmo ilo ifado olunan deformasyaya adoton bir-
cinsli deformasiya deyilir.

§5.4. Sonsuz kicik affin ¢evirma

(5.3.1) cevirmalorine daxil olan aj (i, j =1,3) vo a, b, ¢
sabitlori sonsuz kigik olduqda, yoni onlarin kvadratlar1 vo ciit-
ciit hasillorini bu kemiyyatlorin 6zlori ilo miiqayisade nozore
almamaq miimkiin oldugda belo ¢evirmoys sonsuz kicik affin
cevirma deyilir. Onda (5.3.1)-don ¢ixir ki, eyni ndqtenin defor-
masiyadan avvalki vo sonraki koordinatlar1 arasindaki forqlor
do, yoni

X, —X=a,X+a,y+a,,z+a
Yi—Y=a,X+ayy+az+b
Z,—Z=ay;X+ayy+az;Z+C

Komiyyoatlori do sonsuz kigik komiyyatlordir.

Asanligla gdstarmak olar ki, iki sonsuz kigik affin ¢evirmo-
nin naticasi do sonsuz kigik affin ¢evirmadir.

Dogurdan da tutaq ki, birinci sonsuz ki¢ik affin ¢evirmo x,
y, z koordinatlarini X, Y1, Z; koordinatlarma ¢evirir.

X, =1+a,)x+a,y+a,z+a

y,=a,X+(1+a,,)y+az+b (5.4.1)
Z,=ay,X+ay+1+az)z+c
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X1, Y1, Z1 koordinatlarint X, Y», Z, koordinatlarina ¢eviron
sonsuz kicik affin ¢evirmo iso asagidakidir
X, =@+b)x, +b,y, +b,z, +a
Y, =b, X, +(@+b,,)y, +b,.z, +b (5.4.2)
Z,= b31X1 + b32y1 +(1+ b33)21 +C
Bu iki ardicil ¢evirmo (X, y, z) noqtasini (Xz, Y2, Z2) noqtasi-
na inkas etdirir. ©gor (5.4.1)-i (5.4.2)-do yazsaq alariq:
Xy = @+ Cll)Xl +CpY, +C7, +a
Y, =Cp X, + (L+Cy,)Y, +CpiZ, + b (5.4.3)
Z, = CypXy +CpYy + (L+Cg)Z, + T
Bels ki, burada
c;=a;+b;,, a=a+a, b=b+b, T=c+C.
Hor seydon ovval buradan aydin olur ki, iki vo daha ¢ox
(sonlu sayda) affin ¢evirmolorin ardicil totbiginin naticosi do
affin ¢evirmadir.

§5.5. Sonsuz kicik ¢cevirmanin saf deformasiya
va sart yerdayismaya ayrilmasi

Bizi ancaq cismin deformasiyasi maraqlandirdigindan an-
caq vektorun koordinatlarnin (5.3.1) ¢evirma diisturlarina bax-
magla Kifayatlona bilorik. ©gor bu diisturlar verilibso, yoni ajj
komiyyatlori verilibso, onda ndqtonin koordinatlarini ¢eviron
(5.3.1) diisturlar verilmis olur. Lakin bu zaman a, b vo ¢ sabit-
lori namalum olur. Ancaq bu sabitlor cismin deformasiypasina
tasir etmirlor vo Cismin sart (deformasiya olunmadan) irsliloma
harakotini miioyyan edirlar. (5.3.3) ¢evirmasini belos yazaq:

O = a11€ +apom + al
om = ax& + axpmn + azsg (5.5.1)
0C = ag1& + azon + assd
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Burada 5&2 @1—§1 ST] =MNi—n, 8@ =C1—-C (552)
forqlori P,—P =8P vektor artimmin komponentloridir. indi

belo suala cavab vermoys calisaq:

Cevirmonin aij amsallart hansi sartlori odamoalidirlor ki,
(5.5.1)gevirmasi heg bir sart yerdayisma ilo miisayat olunma-
sim?

Bunun zoruri vo kafi sorti gevirmo zamam P vektorunun

uzunlugunun doyismamasi, yani 8P =0 olmasidir. P vektoru-
nun uzungunun kvadratina baxagq:

PP =g +n?+¢? (5.5.3)

vo sonsuz kicik affin gevirmo ilo kifayotlonok. Onda &P vektor
artimin1 tapaq. Bunun t¢iin (5.5.3)-t diferensiyallayaq. Onda
alariq:

PSP = €68 +mMon +C3C = a112’52 + azz"']2 + asscz +
+(Qgs +5,)NC + (a5, +253)EC +(a;, +235)EN
Buradan goriiniir ki, 5P =0 olmas! iiciin

(5.5.4)

a11=ax=a33=0; ap+ax=ajztas; = axztaz=0
olmasi zoruri vo kafidir. Beloliklo (5.5.1) asagidaki soklo diisiir:

8E =qE—rm; dn =1 —pg; 80 =pn—qg (5.5.5)
Belo kl, burada azy=-dp3=pP, diz=-az1=(, ax1=-a=r (556) isara
olunub.

(5.5.5) va (5.5.6) kinematikanin cismin sort yerdoyismasini
ifads edon molum diisturlaridir. Daha dogrusu p, q vo r uygun
koordinat oxlar otrafinda kicik déonmo bucaqlaridir. Bunlara
firlanma komponentlori do deyilir. Bu diisturlardan sort yerdo-
yismoni ifado edon hadlor yoxa ¢ixdi, lakin bu maosalonin
mahiyyatino xalol gotirmir.

Deformasiyaya qador M(X,y,z) movqeyini tutan noqtanin
koordinatlar1 iiclin ¢evirmo diisturlarin1 almaq tigiin (5.5.5)
disturlarim1 MyM(X —X,,Y —VY,,Z —2,) vektoruna totbiq etmok
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kifayatdir. M(Xo, Yo, Zo) ixtiyari, lakin hamisolik se¢ilmis noqto
olsun. (5.5.5) diisturlarinda &, n, -larin yerine uygun olaraq x
— Xo, Y — Yo Vo z — Zp yazsaq kinematikadan yaxsi malum olan
asagidaki diisturlar alariq:

8X = a+ q(X — Xo) — r(y — Yo)

dy = b + r(x — xo) — p(z — zo) (5.5.7)

6z =C + p(y — Yo) — G(X — Xo)

Belo ki, burada a=6Xo, b=38Yo, C=82, isara edilmisdir. basga
sozlo desok (a,b,c) (Xo,Yo, Zo) ndqtesinin yerdoyismasini
gostorir. My ndqtesi kimi koordinat baslangicini seg¢sok (5.5.7)
diisturlar1 bir gador do sadslosib,

ox=a+Qz—ry,dy=b+rx—pz,6z=c+py—gx (5.5.8)
soklina diisorlar.

(5.5.4) borabarliyi gostorir ki, P vektorunun uzunlugunun
doyismasi (yoni deformasiyasi) ajj, 8z, as3, aiptao;, diz+asy vo
asytays komiyyatlori ilo xarakterizo olunur. Bu komiyyatlori
indi bels isars edok.

d11=€xx, A22 = €yy, A33= €4

1 .o .1 .
5 (as2tags) = €y, =€yy; 5 (a13ta31) = ex=€xs;

1
5 (a21+a12) = €xy=€yx (5.5.9)

Demoli, saf deformasiya alt1 — €y, €yy, €77, Exy, €xz, €y ko-
miyyatlori ilo xarakterizo olunur.

1 1 1
Ogor p= 5 (as2tazs), 0= > (azatazy);r= > (azmtaiz) (5.5.10)
ilo isaro etsok, onda

1 1 1
E (aaz + a23) =€y, E(a13 + a31) =€ E (321 + alz) =€y
y Vo

1
_(a13 - a31) =Q

1
2 _(321_a12) =TI

1
E(aaz - a23) =p 2

sistemlorindon tapiriq:
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a32=eyz+p a,;=¢€,,+( a21:exy+r

a23:eyz_p a3 =¢€,,—pP alzzexy_r
Onda (5.5.1) diisturlar1 asagidaki sokla diisiirlor.
O = ex& +exyn + el +g5—m
O = eyd +eyyn + ey, L + 1€ —pg (5.5.12)
O =ené + exym + €0+ pn—0qg
Bu barabarliklor isa gostarirlor ki, baxdigimiz affin ¢evirma
1) 8& = exxE,. +eynt exzc
O = end +eyn + eyl (5.5.13)
0l =ené + eyn + €2:C
va (5.5.5) ¢evirmalorini comi soklinda gostorilo bilor. (5.5.13)
miinasibatlorinin xarakterik Ccohati ondan ibarstdir ki, onlarin
omsallarindan diizoldilmis

(5.5.11)

e

XX exy Xz

(5.5.14)

eyX eyy eyZ
X ezy ezz

codvali simmetrik matrisdir.
Indi (5.5.12) ifadolorinin alinmasina basqga clir yanasaq.

§5.6. Umumi sakilds deformasiya

Forz edok ki. Deformasiyadan ovval koordinatlar x, y, z
olan noqto deformasiyadan sonra (X1, Y1, Z1) movgeini tutur.
Belo ki,

Xy =X+U; Y1 =y+u;2=2+WwW (5.6.1)
burada u, v, w M(x,y,z) vo Mi(X1,Y1,21) noqtalarini birlas-
diron W vektorunun koordinatlaridir. Onlar M ndqtasinin
deformasiya noticasindo bas vermis yerdoyismosinin kompo-
nentloridir. Deformasiya zamani cismin miixtolif noqtolori
miixtolif yerdoyismoloro malik olurlar. Demoli, yerdoyismo
komponentlori ndqtonin baslangic voziyyatinin vo demali, X, v,
z koordinatlariin funksiyalar1 olurlar:
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u=u(x,y,z); v=ou(x,y,z); w=w(x,y,z)  (5.6.2)

Bundan sonra hesab edacoyik ki, bu funksiyalar birqiymatli
kasilmoz funksiyalar olmaqla hom do iiglinCii tortibo qodor
(Ggiincli tortib do daxil olmagla) kosilmoz téromalors
malikdirlor.

M(x,y,z) noqtesi otrafinda elementar oblast ayiraq vo defor-
masiya zamani onun neCo doyismosini Oyronak. Bunun {i¢iin
deformasiyaya qodor baslangici M ndqtosinde olan sonsuz
kigik

MN="P(n,¢) (5.6.3)
vektorunun doyismasini dyronmak kifayatdir.
Deformasiyadan sonra M N

ndqtesi M; noqtesine N ndq-
tosi iso Nj noqtesino inkas

olunurlar vo P vektoru P, M
vektoruna gevrilir. .1\’11
P=P-P (5.6.4) Sokil 5.5.1.

Vektor artimin1 hesablayaq. M1 ndqtasing koordinatlari

X1+ u(X,y,2);  y+tu(X,y,2); z+w(X,y,z) (5.6.5)

deformasiyaya qodor koordinatlart x+&, y+n vo z+{ olan M;
ndqtesinin koordinatlari iso

X+E+U(X+EY+n,2+0)
y+n+o(x+&y+n,z+C) (5.6.6)
Z+C+W(X+EYy+n,z+0)
kimi ifado oluna bilorlor. Ona gére do P, vektorunun koordi-
natlan
E+u(X+E&y+n,z+8)—u(x,y,2)
N+u(X+E&y+n,z+C)-v(X,y,2) (5.6.7)
C+W(X+E&Yy+nz+8)—w(X,Y,2)
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olur. Belaliklo 8P vektorunun komponentlori

& =u(X+§&y+nz+L)—-u(x,y,z)=Au
M=v(X+EY+n,z+L)-v(X,y,z2)=Av (5.6.8)

E=wWX+EYy+nz+E)—-w(X,y,z)=Aw
kimi ifads olunurlar. Bu baorabarliklorin sag toraflorini onlarin
tam diferensiallart ilo ovoz etsok (bunu ancaq birincisi ii¢iin
edir, yerds galanlarin1 analogiyaya asason yaziriq) alariq:
Au :a—u§+a—un+a—ug+al.
ox "~ oy oz

Burada ¢; sonsuz kigilondir.

Qalan forglorle do eyni qayda ilo harokat edorak vo sonsuz
kigiklori ataraq asagidaki naticoyo golirik:

ou ou ou
=—&+—n+—
% GXE”’ Gyn EﬂzC
ov ov oV
on=—~E+—n+— 5.6.9
n axé il aZC (5.6.9)
ow ow ow
& =—E+—n+—
axE“' 8yn 82C

Bu ifadolords &, n, {-nin amsallart x, y, z doyisonlorinin
funksiyalar1 olub, &, 1, € - doyisonlarindon asili deyillor. (5.6.4)
diisturlar1 gostorirlor ki, baxilan elementin xotti oOlgiilorinog
nozoron sonsuz ki¢ik doqigliyi ilo bu elementin doyismosi
omsallar1

allzg—u; azzz%; a33=%; alzza—u va s. olan affin
X

oz
¢evirma vasitasi ilo ifada olunur.
Bundan sonra vo homigalik forz edirik ki, u, v, w yerdoyis-
molori vo onlarin x, y, z doyisonlorino goro téromolori sonsuz
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kicikdirlor vo onlarin qiivvet vo hasillorini 6zlori ilo miiqa-
yisada nazara almamagq olar. Bels olduqda (5.6.4) sonsuz kigik
affin ¢evirmadir vo demali ovvalki paraqraflarda deyilonlori
ona tatbiq etmok olar. Indi (5.6.4)-iin omsallarin1 belo

au
ax

P _
oy

au -

=€ — =€ =€
yy xy yXx
o oz ox (5.6.10)

o, ow_,ow

T T e

isaro edib aliriq:

O =exg + Exyn + exzC
On = eyxG + ey + €y,C (5.6.11)
O =exné+ exyn t €2,

(5.6.9) lizorindo asagidaki eyniyyat ¢evirmalori yerino yetirak:

ou 1ou 10ov 1ou 10v
O =—CE+n-—+——+— +
OX 20y 20x 20y 20X

[10u 16w 1du 18W} ou

+f|—+——+————
|20z 20X 207 20X

1 au 81) ou oOv
+ — ||+

ay ox 2\ 0y oXx

1fou ow) 1(ou ow
_2(82 6xj 2(82 ﬁxﬂ

1o 1lou 1ov 1ou
5 :{Ea—+——+—————}&+

+
Jx

+
Jx

20y 20x 20y

ov 160 18W l1ov 1low
+—n+ =— — -
oy 2 0z 28y 262 28y
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_1(60 auj 1[60 auﬂ o
=\=|l =+ ——— [+ —m+
2lox oy) 2lox oy ay

'1[80 an [8\) awﬂ
+| = —+—|+=| —— €
200z oy ) 2laz oy

&:_g [18w 18u+18_u_18u}§+

(5.6.12)

20X 207 207 20z

[low 1dv low 150}
+|=—t——t—— =

_26y 20z 20y 20z

1(ou ow) 1({ou ow
== —+—|+=| —— | |§+
_2[62 axj 2(82 GXH

1(ow  ov 1 ow oo ow

+ = —+— ——— | M+—=£

|2\ oy oz oy oz 0z
vo yaxud

6§: & _(%+%]n++1(6_u+@}g+

1(ou ov 1(8u awj
+ ——— M+ —=—C
2\0y ox 2\ 0z 0OX

C=

1(ow ou 1/ow oau
%= (ax+az)g+_(___j§+

+l @4_8_0 +1 @_8_0 +%é’;
2l oy a2 ) 1
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Bunlar1 (5.6.12) ilo miigayiss etsok yaza bilarik:

au . ov . oW 1(ou ov
exx=_1 €y =7 ezz_ ex =ez=_ —t
ox 7 oy oz ¥ 7 2loy ox

1(8u 8w) 1({ov ow
exzzezxz— —+ — ez :ez__ - —
2\ 0z ox Yoo 2\ez oy
o ifow o
2l oy oz
1(ou ow
== ——— 5.6.14
q 2(82 axj ( )

Beloliklo, saf deformasiya ii¢lin sort yerdoyismoni nozordon
atsaq asagidaki ifadslori alariQ:

8, =8 =S, +YS, +25;
O, =0n=XS,+yS;+25, (5.6.15)
O, = =xS;, +yS§, +z5,
Bels ki, burada
Slza_u; SZ =8_U, 83 =@’ S4 =@+a_0;
oX oy 0z oy oz
ou ow ov ou
=—+—; Sg=—+—
0z 0OX oX oy
isaro olunmusdur. Beloliklo, saf deformasiya asagidaki simmet-
rik deformasiya tenzor ilo xarakterizo olunur:

1 1

(5.6.16)
SS

S, =S5 =S

L2 2 s Se S

Ess S, 584 =121 Sz Sy (5.6.17)
1 1 S;; S S

ESS 584 s, 31 9321 V33
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(5.6.16)-ya osason u, v, w yerdoyismalori malum oldugda
deformasiyanin altt komponentini birqiymotli toyin etmok olar.
Mosaloni torsino qoysaq, yoni verilmis deformasiyaya goro ii¢
yerdoyismo komponentlorini axtarsaq ii¢c mochulu tapmagq ti¢iin
alt1 tonlik hall etmali olariq. Bu iso onu gostarir ki, deformasiya
komponentlori basga alave sortlori do 6domalidirlor. Bu defor-
masiya prosesinin kosilmozlik sorti ola bilor. Biz homin sortlori
formal olaraq (5.6.16) miinasibatlorindon ala bilorik (doaqiq
isbat1 51. soh.51-55) Sen-Venanin kasilmoazlik sortlori adlanin
homin sortlori almagq tigiin (5.6.16) miinasibatlorindan ikincisini
iki dofa z-o goro, liglinCiisiinli y-o gora iki dofo diferensiallayib
toplasaq, sonra iso dordiinciinii y vo z-0 goro diferensiallayib
naticalori miiqayiso etsok

o%v o*w o*w o*v

— — +
oyoz® ozoy®  ozoy®  oyozr®

eyniliyino golorik. Demali,
0°S, . 0’s, _ 0°S,
0z*>  oy* oyoz
Eyni qayda ilo asagidakilar1 da ala bilarik:

(5.6.18)

ox* ozt oxoz oy?  oxE oxoy
5 0%, _ 0(0as, L 08, 05
oyoz ox\ ox oy oz

2
29 S, _ 0% + o5, - o, (5.6.19)
oxoz oy\ ox oy oz

0°S, _ 9005, N 0S N 0Sg
oxoy o0z\ ox oy oz

Beloliklo, bu sortlorin 6donilmasi &, n, € komiyyastlorinin
varlig1 ligiin zoruri vo kafidir.

o's, 'S, _ 'S, 'S, 'S, _ S,
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§5.7. Umumilagmis Huk ganunu

Bu ganun haqqinda danismazdan ovval gqeyd edok ki, Cis-
min har hansi qapali oblastinda iimumi sokildo gotiiriilmiis de-
formasiyalarin tam enerjisi ayriligda gotiiriilmiis deformasiya
komponentlorinin hor birinin bas vermasi {i¢lin tolob olunan
enerjilorin comlori kimi hesablana bilor. Masalon sokil 5.1.1-do

. . . 0
tosvir olunmus kubun OX oxu istigamotindo a—adx =§,dx
X
mosafasi qador uzanmasina (sixilmasina) sorf olunan is Tdydz
qiivvesinin bu uzanmanin (sixilmanin) qiymating hasiling, yani

T1S1dxdydz-o borabar olar. Tg toxunan gorginliyin gordiyii isi,

yoni onun hesabina enerji artimi %ddel yerdayismoasi ilo

Tedydz qiivvesinin va %ddee yerdoyismosi ilo Tedxdz qiiv-
vasinin hasillori comi soklinda, yani
%(dSSTG +T,dS, Jdxdydz = T,dS,dxdydz

kimi hesablamaq olar. Onda toplum soklindo gotiiriilmiis biitiin
deformasiyalara sorf olunan enerjini belo tapa bilorik:

AU = T1dS; + TodS, + T3dS; +
+ T4dSs + T5dSs + TedSg = T,dS; (571)
Umumilosmis Huk ganununa goro garginlik vektorunun hor
bir proyeksiyas: deformasiyanin biitiin komponentlorinin xotti

funksiyasidir. Bu asililig1 belo yaza bilorik:

Tij = Ciij Ij =16 (5.7.2)
Burada cjj-lor sabitlordir vo onlara elastiklik modullar1 deys-
coyik. Mosalon, €11 S;-don bagqa biitiin deformasiya kompo-
nentlori sifra borabar olduqda (yoni biroxlu dartilma vo ya
sixilmada) T, gorginliyinin S; deformasiyasindan xotti asilili-
ginin miitonasiblik amsali, yoni Yunq moduludur. (5.7.2) bora-
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borliyinin sag torofindo iki dofo tokrarlanan indekso gors
toplama omali yerina yetirilir.

Termodinamikadan moalum oldugu kimi deformasiyalara
sorf olunan daxili enerjinin tam arttimi elo tam diferensialdir.
Bu bizs (5.7.2)-do ¢jj omsallar1 arasindaki

Cij = Gji
miinasibatinin dogrulugunu isbat etmoys imkan verir. Dogur-
dan da (5.7.1)-0 asason

T-M (5.7.3)
oS,
(5.7.2)-yo osason isd C;= a (5.7.4)
oS,
2 2
Demoli C;= oy __ oY =C; = ¢; =¢; (5.7.6)
0S,0S; 0S50S,

Bu o demokdir ki, (5.7.2) sisteminin matrisi simmetrik kvadrat
matrisdir.

Qeyd edok ki, burada ancaq kicik deformasiyalara, yoni
elastik deformasiyalara baxdigimizdan qaliq deformasiyalar
movcud deyillor. Ona gora do deformasiyalarin diferensiallari-
n1 sonsuz kigik daqiqliyi ilo onlarin artimlari il vo demali 6zlori
ilo ovoz edo bilorik. Onda hom (5.7.3), (5.7.4) disturlar1 dogru
olar, hom do (5.7.2)-ni (5.7.1)-dos yazib (5.7.5)-1 nozars almaqla
daxili enerjinin artimini asagidaki kimi ifads edo bilorik.
2AU =c,,S? +2¢,,S,S, + 2¢,.S,S, + 2¢,,S;S, + 2¢,.S,S; +2¢,S,S, +

+¢,,55 +2€,.5,S, + 2C,,S,S, + 2C,.S,S; + 2C,.S,S, +
+C5S5 +2¢,,S.S, + 2C4S,S, + 2C,S.S, +

+¢,,S; +2¢,.5,S, +2¢,S,S; +

+Cg S+ 2C,,S.S, +

+CgeSh (5.7.6)
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(5.7.6)-n1 belo do yaza bilarik:
2AU = CijSiSj (5.7.7)

AU = U — Ug oldugundan (Ug=const deformasiya olunma-
muis cismin daxili enerjisidir):

oAU _oU auU, U

oS, 0S, 0S; 08,

J J

(5.7.8)

vo Huk qanunun T, = % soklinda yazilis1 6ziinti dogruldur.
i
(4.7.2) sistemini Kramer iisulu ilo deformasiya komponent-
lorino gore hall etsok alariq:

Si= SijTj (5.7.9)
Bels ki, burada
(A,

A° isd (5.7.2) sisteminin determinantidir

Cii G G Gy G5 Gy
Coi Cop Cp3 Cou Cps Cpe
C C C C C C
A= |31 2 e a4 a5 T3 (5.7.11)
Cir Cap Cuz Cas Cys Cue
Csi Csp Cs3 Cos Cgs Cgg
Cor Ce2 Coes Cos Cos  Coo

A - A determinantinin Cjj elementine uygun minorudur.
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§5.8. Izotermik va adiabatik elastiklik sabitlori

Indiys qador baxdigimiz sabitlar, yani cj elastiklik modul-
lar1 vo s elastiklik sabitlori sabit temperatur soraitinds dlgiil-
diiklorindon izotermik komiyyatlor adlanirlar. Lakin siiratls
rogs edon cisimlords temperaturu sabit saxlamaq demok olar ki,
geyri-miimkiindiir. Ona gora do bundan sonra baxacagimiz sa-
bitlors (onlar cismin istilik miibadilosinin olmadig1 soraitdo
oOlgiildiiklorindon) adiabatik sabitlor deyocoyik. Qazlarda bu
sabitlor, yoni izotermik vo adiabatik sabitlor arasindaki forq
ohomiyyatli doeracadadir, lakin pyezoelektriklords bu forq noze-
ro alina bilmoyacak doracads kigikdir vo ¢ox zaman onu nozoro
almirlar.

Termodinamikanin birinCi vo ikinCi ganunlarina osason
daxili enerjinin artimini bels ifads edo bilarik:

dU = TidS; + 6do (5.8.1)

Yoni vahid hacmdoki tam enerjinin artimi potensial enerji ilo
istilik enerjisinin artimlari Comina barabardir. Burada 6do—dQ
istilik enerjisinin artimi, © - temperatur, ¢ - entropiyadir. De-
formasiya komponentlorini gorginlik komponentlori vo tem-
peraturdan asili ifado etmok iiclin elastik Qibbs funksiyasi
adlanan

G=U- TiSi — 0o (5.8.2)
funksiyasindan istifado edok. (5.8.2)-ni diferensiallayaq

dG=dU - TdS;— SdTi—0ds —od0  (5.8.3)

lakin (5.8.1)-o gora
dU = T;dS; + 6do (5.8.3)
oldugundan (5.8.3)
dG = -S5idT; — cdO (5.8.4)
soklina diisiir. Onda buradan aliriq:
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oG oG

S =-2 =2
oT, 00
Beloliklo, deformasiya va entropiya T; (i :1,_6) gorginlik-
lorinin va temperaturun funksiyalaridir. Onlar1 cismin tobii hali

otrafinda Teylor sirasina ayirib ancaq xotti hissoni saxlasaq
alariq:

(5.8.5)

ds, = gt + Bigo

ot o

5 ; (5.8.6)
do=—=dT, + = do

ot oo

Bunlar1 (5.7.9)-1a miigaiyso etsok gororik ki,
oS, oS, R
—=s:vo —=qa, \I,]=16) (5.8.7
oS o (i-16) (587)

Burada s?j - izotermik elastiklik sabitlori, oj-lar iso cismi uygun

temperaturda genislonmo omsallaridir.

Entropiyanin gorginlikloro goro xiisusi toromolorini qiy-
motlondirmok tign Qibbs funksiyasinin tam diferensial olmasi
faktindan istifads edirik.

s,__ %6 __ 96 oo

00 000T, oT.00  aT, '

(5.8.6) miinasibatinin ikincisini 0-yo vursaq vo qaliq de-

formasiya va qaliq gorginliklorin olmamasini nozars alaraq onu
belo yazaq:

(5.8.8)

dQ = 0do = 00, T + eg—gde (5.8.9)

Burada 62—3 hasili sabit tozyiqde cismin vahid hacminin

tam istilik tutumunu ifads edir vo onu
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kimi ifado edo bilarik, belo ki p - cismin kiitlo sixlig1, C,, - sabit
tozyiqdo xiisusi istilik tutumudur. Adiabatik elastiklik sabitlori
s?j-nin ifadosini almaq li¢iin (adiabatik prosesdo istilik miiba-
dilesi yojxdur) dQ=0 deyib (5.8.7) tonliklorindon d6-n1 tocrid
edok. Onda (5.8.9)-dan aliriq:

o0

00,;Ti + pC,dO =0, yoni dO = ——(':'I'i (5.8.10)
p
dO-nin bu ifadosini (5.8.6) sisteminin birinCi alt1 tonliyindo
yazib zoruri qruplasdirmani yerina yetirsok alariq

s —[g_ %0\ (5.8.11)
1 1 pC ]
p
(5.8.11)-i (5.7.6) ilo miiqayisadon aliriq
.0

S, =50 — A (5.8.12)

pC

p

Kvars tigiin

S, =1282-10"* S, =-9574.10"

S),=10,83-10" S}, =-15,04-10"

Sy =1279-10" S7,=-1535-10"

Sy, =11.10" Sy, =95,6-10"

Goriindiiyli kimi adiabatik vo izotermik elastiklik sabitlori
arasindaki forq onlarin Olglilmasindoki buraxilan xotalar:
asmirlar.

(5.8.6) tonliklorinin birinCi hissosini indi belo do yaza
bilorik

S = SgTj +0,d0; dQ=00,T, +pC d0 (5.8.13)
va bu sistemi gorginliklora goro Kramer tisulu ilo hall etsok ala-
rq:

(°]
T, =¢;S; —2,d0 (5.8.14)
Belos ki, burada
Ai= 0iCij 1,j=1,6 (5.8.15)
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Buradaki A omsallar1 deformasiya komponentlorinin hami-
st ¢ifra barabar oldugu halda uygun mexaniki gorginliyin tem-
peratur omsallaridir. Onlarin qarsisindaki monfi isarosi cismi
deformasiya olunmamis voziyystdo saxlamaq ti¢iin sixici gor-
ginliyin totbiq olunmasinin zoruriliyini gostorir. Ogor (5.8.4)-i
(5.8.13)-iin ikincisindca yazsaq o asagidaki soklo diigor:

dQ =618 +|pC, —6(o2; )06 i=1,6 (5.8.16)

Deformasiya komponentlorini sifra barabar etsok gotiirdii-
yiimiiz elementin hacmi doyismoaz ona goro do dQ-nin d6-ys

nisbati sabit hacmdoki xiisusi istilik tutumu c,-ya barabar olar.
Onda

dQ
=pC, —Or0; =pC,
40 =P =p
miinasibatindon tapiriq
p(Cp—Cy) = Bhicii
(5.8.16)-da 6;04-nin yerindo p(C, — C,) yazsaq 0

- OA;Si= pC,d6
soklino diisor. Buradan tapiriq:
do=- 195 (5.8.17)
pC,

(5.8.16)-n1 (5.8.14)-dos yazib qruplasdirsaq o

[0 MM
T,=|Cl+ S,.
pC,

soklina diisar vo bunu (4.7.2) ilo miiqayiss etsok alariq:

G 0 }\'I}\‘j
oC,
Lakin yuxarida oldugu kimi bunlar arasindaki forq nozars alin-
mayacaq doracads kigik oldugundan bu forqi nozoro almamaq
olar.
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§5.9. Pyezoelektrik kristallar iiciin hal tanliklori

Pyezoelektrik kristallarda mévcud mexaniki gorginliklor vo
uygun deformasiyalar, elektrik saha gorginliyinin komponent-
lori vo uygun induksiya komponentlari va habelo temperatur va
entropiya arasinda olaqo yaradan tonlikloro hal tonliklori
deyacayik.

Kristal pyezoelektrik oldugda onun daxili enerjisi mexaniki
gorginlik vo temperaturdan basqa kristala tosir edon elektrik
sahosinin gorginliyi hesabina da miioyyon artim alir. Ona goro

do (5.8.4)-iin sag torafina A= (Enan)(4rc)*l enerji artimini da
olava etmok lazimdir. Onda daxili enerjinin artimi

dU = TidS; + Ed, + 6do (5.9.1)
vo yaxud

dU=Tds, +E, dfn +0ds  (59.1)
T

disturu ilo hesablana bilar. Burada E, elektrik saha vektorunun
komponentlori, d,-lor (n=1,3) induksiya vektorununu kompo-
nentlorqidir. E, vo D, arasinda asagidaki miinasibatlor dogru-
dur:

Burada eny, sabitlori dielektrik niifuzlugu tenzorudur. (5.9.1)
boraboarliyindo 4i vurugundaq xilas olmaq ti¢iin
T

5, = D,
4r

isaro edilir. d-nin normal komponenti baxilan oblast1 hiidud-
landiran istonilon sathin yiik sixlig1 cp-a barabardir. Hal tonlik-
lorini almaq ti¢iin iki asas tisuldan istifads olunur. Birinci halda
sorbast doyisonlor olaraq mexaniki gorginlik, elektrik sahasinin

212



gorginliyinin komponentlari vo temperatur gotiiriiliir vo mexa-
niki deformasiyalar, elektrik induksiya vektorunun komponent-
lori bir do entropiya da doyisonlorin funksiyalar: kimi axtarilir.
Ikinci halda torsino, mexaniki deformasiya komponentlori,
elektrik induksiya vektorunun komponentlari vo habels entro-
piya sorbast doyisonlor kimi gobul olunur vo mexaniki goargin-
liklor, elektrik sahosinin gorginlik vektorunun komponentlori
vo temperatura bu doyisonlorin funksiyalar1 kimi axtarilirlar.

Ikinci forma seqnetoelektriklor iigiin daha olverisli hesab
olunur.

Haqqinda danigdigimiz hal tonliklorini ¢ixarmaq tigiin la-
zim olan osas termodinamik funksiyalar vo uygun diferensial
miinasibatlor asagidaki codvalda gostorilir:

Termodinamik funksiya Sarpast Diferensial miinasibatlor
dayison.
- . db
U — daxili enerji Si, Dm,o | dU=TdS, +Em4—"‘+9d6
‘i
. dD,,
Sorbast enerji: A =U — o6 Si,Dm, © | dA=TdS; +E, 2 —odo
i
Entalpiya: 4D
D =_SdT - —=m
H = U _SiTi - Em 4_m Ti! Em: (¢} dH Sld-rl 4TE Em +edc
T
Elastik entalpiya _ _dDy,
Hl - U _ SiTi Ti, Dm, o dHl = SidSi 471: Em +9d6
Elektrik entalpiyasi D
H,=U-E & Si, Em,G dH2:T|d5|_4_Tr:dEm +0do
2 " 4
Gibbs funksiyasi D
=_-S.dT. - —m _
G=U _SiTi _Erzﬁ_ce Ti, Em, 0 daG = SIdTI . dEm cdo
T

Elastik Gibbs funksiyasi dD,,

G =U-STi-ab Tio D 0| 06y ==5dT; +Ep =7 % ~odd

Gibbsin elektrik funksiyasi D

Gz — _ EmDm s Si, Em, 0 dG :TZdSi _4_Tnngm —odo
An
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Daxili enerjinin artimini ifade edon (5.9.1) barabarliyindon
gorlniir ki:
E =Y. go M (5.9.3)

U U
05, oG

'_G_Si’

Bunlar1 Makloren sirasina ayirtb ancaq xotti hissoni sax-
lasaq alariq:

T - oT, ds, + oT, d&n+(aﬂJ do
oS, o5, 06 Jsp
D.c So .

£, = %Ea| gs +|Es d5m+(5E“j do  (5.9.4)
as, ) 35, ). oo Jsp

m

o=| 2| s+ d8m+[§9j do
35, 2, & ).
D.c So )

Xiisusi toromolorin asagisindaki indekslor diferensiallama
zamani sabit qalan komiyyotlori gostorirlor. Masslon, D, o
simvolu elektrik induksiyasinin, S — deformasiyanin, ¢ iso
entropiyanin sabit saxlanmasini gostarir.

(5.9.4)-ds birinci barabarliyi iimumilosmis Huk ganunu ilo
miiqayiso etsok gorarik ki, T gorginliyinin S; deformasiyasina

gOro xlisusi téromasi Ci? ' elastiklik modulundan basga bir sey
deyil. Diferensiallama zamani elektrik induksiyasinin va entro-

piyanin sabit saxlanmasina diferensiallma sorti deyilir. Mexani-
ki gorginliyin elektrik induksiyas1 & = 42 -ya gOra xiisusi toro-
T

mosind pyezoelektrik sabitlori deyilir vo onlar hjj ilo isars edir-
lor. Onlar kristalda elektrik induksiyast movcud oldugu halda
kristal1 deformasiya olunmamis halda saxlamaq tigiin zoruri
olan uygun mexaniki gorginliyin artmasini gostorirlor. Kristalin
elektrik induksiyasinin tosiri ilo genislonmoys Can atmasi
mexXaniki gorginliyin oks tosiri sixilmasi ilo rastlagmalidir. Ona
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goro do omsallara monfi isarosi verilir. hjj sabitlori homiso me-
xaniki gorginliyin elektrik induksiyasina nisbati kimi deforma-
siyalarin sabitliyi soraitinds Olgiildiiklorinden onlarin tizorinds
ancaqg entropiyanin sabitliyini gostoran ¢ simvolu saxlanir, S
simvolunun varlig1 iso nozorda tutulur.

Nohayst mexaniki gorginliyin entropiyaya goro xiisusi
toromasini bels yaza bilorik:

(ﬂj _ 1(@] edc,:(lﬁj do = —y*°do (5.9.5)
0c sD 0\ 0o S.D oc S.D

Burada dQ kristala verilmis temperatur artimidir.

[Eﬂ) _.sD
000 ),

komiyyoti kristala olave dQ temperaturu verildikdo onun
genislonmasi {liglin zoruri olan monfi isaroli mexaniki (six1C1)
gorginliyin miqdarint gostorir.

vi Uzarinda S vo D simvollart deformasiyanin yoxlugunu vo
induksiyanin sabit saxlanmasini gostorirlor.

Indi (5.9.4) tonliklorindon birinci altisin1 bela yaza bilorik:

T,= C:J-D"’Si —h}.3, —y?‘DdQ (5.9.6)

Novbati ii¢ tonliyi miinasib soklo salmaq tiglin dU-nun tam

diferensial olmasi faktindan istifads edirik. Bu halda

oT. oT.
0, 0S; oOc 05 0o 03,
olur. Bunlar1 (5.9.6) barabarliyinin ikinCisinds nazars alsaq o,

asagidaki soklo diigor:
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ot
£ = Zi] ds+f Erl| a5, +| 2| do 5.98)
&, ). @, ) oG, )

Burada

oT,
G| —opeer [En) _anpse (5.99)
68'“ D.c 68 So

m

Belo ki, B:° -lor dielektrik geyri-niifuzluluq tenzorunun kom-
ponentlaridir vo (5.9.2)-ya asason bels toyin olunurlar:

(_1)m+nAm-n
= 5.9.10
B =" (59.10)
Harada Ki
€11 & &3
A=lg,; €, &y (5.9.11)

€31 &3 &3

Dielektrik niifuzlugu tenzoru A™" iso A - determinantinin
M-Ci sotrini vo n-Ci slitununu sildiklds alinan minordur.

Elektrik gorginliyinin entropiyaya goro xiisusi toromasini
belo yaza bilorik:

(Ze) do=(7 % Jodo-
06 Jsp 06 do

- (1 6Emj dQ = -4°dQ
S.D

(5.9.12)

0 Oc

Burada q>° piroelektrik sabiti adlanir vo kristala dQ qodor

istilik miqdar1 verdikdo onun sothindo sifir yiikii saxlamaq
ticlin zoruri olan elektrik sahasinin gorginlik dl¢iisiinii gostarir.
Bu zaman lazim olan gorginliyin isarasi sothdo olacaq yiikiin

isarosinin oksino olmali oldugundan ¢>°-yo monfi isarosi
verilir.
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Nohayet sonuncu xiisusi toromo

(2] do=3( S fodo=3( 2] a3 o3
0G J)sp 0\ 0o 0\ 0o Jsp pC,

kristalda mexaniki deformasiya vo elektrik induksiyasi sabit
saxlandiqda istilik miqdarinin dQ goder artiminda temperatu-
run artma siirstini xarakterizo edir. Ona goro do o hacmdo
elektrik induksiyasinin sabitliyi soraitinds xiisusi istilik tutumu

ilo madds sixlig1 hasilinin tors qiymating, yoni (pCE )71 komiy-
yotino borabor olmalidir. Beloaliklo, indi (5.9.4)-ii belo yaza
bilorik:

T, —CD"S he &, —v>PdQ

mn=m

m:hm.S.+4nBS"8 —-g>°dQ

mn =n

(5.9.14)

d
do =6y, S, |- 6q5°5,, p(%

=13;i,j=16

Adoton siiratlo rogs edon kristallarda rogs zamani qonsu
elementlorlo istilik miibadilosi olmur. Onda dQ=0 gotiirmak
olar. Yoni proses adiabatik olduqda (5.9.14) boraboarliklori asa-
gi1daki soklo disiirlor:

T = c;J?-“s h. 8 —
(5.9.15)

dQ=6dc = 0 oldugda sonuncu tonlik 0=0 soklinds eyniliya
cevrilir. Demoli, (5.9.15) tonliklorini almaq iigiin ovvolcodon
(5.9.1)-da 6=0 gotlirmoak olardi.

Hal tonliklorinin ikinci yazilis formasini almaq iigiin mexa-
niki gorginliklari, elektrik sahasinin gorginliyini vo temperaturu
sorbast doyisonlor kimi gobul edirik. Onda
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S, =f(T, ,E,..0) 8, =F,(T,,E,.0)

i,jr—m>

c=f(T ,E,.0)

i,jr=m

(5.9.16)

olar. Belo olduqda hal tanliklorini almaq ti¢iin asagidaki kimi
tayin olunan tam Qibbs funksiyasindan istifade olunur:

G=U-S5T;-E.om (5.9.17)
Buradan

dG = dU — SidT; — TidS; — dmdEy, — cd6 (5.9.18)
lakin dU = T;dS; oldugundan yaza bilarik:
dG = - SidTi— dmdEm — cdd (5.9.19)
Buradan iso askardir ki,

s © 5 & &
o, oE,. 80

ovvallords oldugu kimi bunlart siraya ayirib, onun xatti his-
sosini saxlasaq alarq:

(2] o2 ) o) 0

ot ). e 2 ),

5 =| Do | g1 4+ Lo dEn+(55m) o (5.9.20)
ar, ) G, ), 0 ),

g1, 4| 20 dEn+(6—Gj do
aT, o, 20 J;

Buna belos do yaza bilorik:
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2 2 2
s=|-2C | ar+[--2C |, +[-2C | g0
oT.0T, oT.0E,, 000T,

1 /Ep 0 E
2 2 2
5 |- 0°G dT +[ - 0°G o€, +|- 0°G 40 (5.9.21)
oToE,, ). OE ,GE,, ), 000E,, ).
2 2 2
o= -8 ot +[--2C | gE, +[--2C | a0
200T; ) OE O, ). 060E,, )_
Burada asagidaki isaralori daxil etsok

GEO _| _ 0°G S 0°G
v oToT, m OT.CE,
E0 0

(5.9.22)
i :(_ 0°G J . :(_ 0°G J
! oE.00). " | aeeE, ),
(5.9.20)-ni bels yaza bilorik:
S, =s;°T,+dp,E, +afdo
do = 6[a =T, + PTE,, |+ pCEdo (5.9.23)

S, = d?anj + iamnEn +P1do
47

Burada E, 0, T indekslori dlgmolor zamani uygun olaraq
elektrik saho gorginliyinin, temperaturun vo mexaniki gorgin-
liklorin sabit saxlanmasii gostarirlor. sj; — elastiklik sabitlori,
dmn — pyezoelektrik sabitlori izotermik soraitds olgiiliirlor, o -
sabitlori istidon genislonmo omsallar1 olmaqla elektrik saho
garginliyinin sabitliyi seraitinda 6lgiiliir. P™ - pyezoelektrik sa-

bitidir vo sabit mexaniki gorginlik soraitinds olgiiliir. O & = 42
T

elektrik induksiyasinin temperatur artimi  dQ-ya nisbatini
xarakterizo edir. Mexaniki gorginlik sabit saxlandiqda P’
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sabiti tokco sabit hacmdo Ol¢iilon haqiqi piroelektrik effektini
deyil, hom do kristalin temperaturdan genislonmosi hesabina
yaranan polyarlasmadan ibarat olan vo «yalangr» adlanan

birinci piroelektrik effektini do nozors alir. CE sabit tozyiq vo
sabit elektrik sahasi soraitinds xiisusi istilik tutumudur.

Adiabatik proses ti¢iin (dQ=0) (5.9.20) miinasibatlori asagi-
daki soklo diisiirlor:

S, =s;°T,+d,E,
(5.9.24)
O, = d;jTj +4i8;nEm
T

Izotermik vo adiabatik sabitlor arasinda asagidaki olagolor
movcuddur:

sto_gtt G0 o g _aP0
ij ij pCE im im E
p p

(5.9.25)

mn

4n  4n  pCS

Izotermik prosesds dB=0dc=0, yoni 6=0 oldugundan
izotermik vo adiabatik pyezoelektrik vo dielektrik sabitlori ey-
nilosirlor. Lakin kristal piroelekrik xassasino malik oldugda bu
sabitlorin qiymatlori forqgli olurlar, amma yuxarida gostordiyi-
miz kimi elastiklik sabitlorinin forqi kigik olur. Ona goro do
belo hallarda (5.9.20) tonliklorindon istifadayas tistiinliik verilir.

Bozan hal tonliklorinin iki bagqa formali yaziliglarindan da
istifads olunur vo onlar1 almagq ti¢iin cadvaldo gostorilon termo-
dinamik potensial olan entalpiyadan, yani

To T.0 TpT
€ €m  PnPn6

H=U-STi~ Endm (5.9.26)

funksiyasindan istifado olunur. Xiisusi halda adiabatik proses
iiclin elastik entalpiya
H; =U-SiT; (5.9.27)
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((5.9.27)-do saho gorginliyi vo induksiya istirak etmirlor)
funksiyasini istifads etdikds hal tonliklorinin asagidaki formasi

T, =c;S, —e,E,
1 (5.9.28)
8n = eniSi + _SrznnEm
dn
elektrik entalpiyasindan
H2 =U- Em8m (5929)
istifado etdikdo iso
S =s°T.—-q.§
1 1] ] gnl n (5.9.30)

En =413, T0, —9,T;

formasi alinir. (5.9.28) va (5.9.30) tonliklorinin alinma prosesi
birinci iki yazilis formasinin alinma prosesi ilo analogiya togkil
edir.

Bu tonliklor gostorir ki, onlara daxil olan d, e, g, h pyezo-
elektrik sabitlori miioyyon qohumluq slagolorindo olmalarina
baxmayaraq onlarin hor biri pyezledektrik effektinin basqa-
basqa cohatlorini xarakterizo edirlor, hom do miixtolif sorait-
lords istifado olunurlar. Bu sabitlorin fiziki funksiyalar1 belodir:
d — sorbast kristalda (mexaniki tasiro moruz qalmamis kristal-
da) verilmis elektrik sahasinin tosiri ilo amalo golon deforma-
siyani toyin edir, e — pyezoelektrik sabiti sixilmis kristalda
verilmis elektrik sahasindo amalo golon mexaniki gorginliyi
gostarir. g — aciq elektrik dovrasindo verilmis mexaniki gor-
ginlik soraitinds elektrik gorginliyini gdstorir va nahayet h — sa-
biti ag1q elektrik dévrasinds verilmis mexaniki deformasiyalar
soraitindo elektrik gorginliyini ifado edir. Onuncu paraqgrafda
bu sabitlor arasinda asagidaki slagalorin dogrulugunu gostars-
coyik:
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1 - E
dnj = 4_n£mngmj =€,S5

1

e 4TE Smnhmj dnl ij (5931)
= 475an m hnlSIJ
= 4TCB mn mj gﬂicij

Qeyd: (5.9.24) vo (5.9.28) miinasibatlorinds ikinci borabarlik-
lari 4n-ya vurub uygun olaraq asagidaki kimi do yaza

bilarik.
S, —SﬁTj+d E. 'I',—CESJ €4Em
(5.9.32) wo (5.9.33)
=d,T,+&.E, D, =6€,S +&,E,

§5.10. Tonliklorin tenzor metodu ila yazilist va elektrik,
pyezoelektrik va dielektrik sabitlari arasinda
bazi alaqalarin tapilmasi

Tenzorlardan istifado etmok hidro va aerodinamika, termo-
dinamika vo elastiklik nozariyyolorinin riyazi aparatlarinin
daha miikommal, iimumi vo eyni zamanda yigcam ifads olun-
masina va habelo bir sira pyezoelektrik sabitlori arasinda boazi
olagalorin tapilmasina vo onlarin daha yigcam ifads olunma-
sia imkan yaradir.

Mexaniki gorginlik komponentlorina baxaq.

Tox Xy T, T, T, T,
T Ty Tof=|Tar T2 Tos (5.10.1)
T zy T, T, T, Tg

Gostorok ki, bura daxil olan 9 komiyystin toplusu sim-
metrik tenzor toskil edir. Dogurdan da, Lyav [49] torofindon
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isbat olunmusdur ki, x, y, z koordinat sistemindo verilmis
garginlik komponentlari birinci sistemlo eyni baslangica malik
olan yeni X', y', z' dekart koordinat sistemino kec¢idikdo
asagidaki ganunla gevrilirlor:

T =T +M{T, +n{T, +20mT, +20nT, +2mnT,,
TX'y =0, T +mm, T +nn, T, +
+ (flmz + mlgz)Txy + (£1n2 + nlfz)sz + (man + nlmZ)Tyz

(3.1.2)-ni (5.10.2)-do yazsaq alariq:

’ 2 ! ’
Tl’1= % Tll+%'%-r12+ai axl T13
0X, OX 0OX, OX, OX,4

6x OX (8x ] T, +2% OXy  OXg Xy

1T21
axl 8x2 OX OX, OX,
6x ax;T X OX]

4+ ——— —
31 32
6x3 OX OXy OX,

OX: OX} ax
- (8 1) T33 : Tkz
X4 OX, ax

(5.10.3)

Analoji olaraq:

,_OXy asz +6_>q OX +ax; Xy

270, ox, ok, ox, © ok, ox, ° 5.10.4)
Lo X Ox OX L 0K asz o

ox, ox ox, ox, 2 ox, ox, 2t
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N OX3 0X; T, + OX; OX
OX, OX, OX; OX,
OX; OX; OX; OX)
OX, OX, ox, ox,

Bu 6 miinasiboti timumilogdirib yigcam bir miinasibat
soklinds bels yasa bilarik:
e ¢
i~ %X:( 8XJTK/ Cijke Thr (5.10.5)
(5.10.5) miinasibati istonilon gorginlik komponenti ii¢lin
dogru olmaqla ham do ikinCi tortib tenzordur. Ciinki k va
inlekslori iki dofs tokrarlandigindan sag torofdoki altinci tortib
tenzorun tortibi homin indekslor hesabina dord vahid azalaraq
naticado ikincCi tortib tenzora cevrilir. Beloliklo, goéstormis
oldug ki, gorginlik tenzorunun komponentlori ikinCi tortib
tenzoru toyin edan sortlori ddayirlor.
Eyni qayda ilo gostormok olar ki, deformasiya kompo-
nentlorini agagidaki kimi toyin etsok

0 0 0
Sxx=511=_&1 yy=322=_n; SZZ:S33:_C
oX oy oz
Sy =91 = : 61‘[ % Sz =513 =55, = l(% + %) (5.10.6)
2{ ax ay 2\ 0z 0OX
S, =S =Sy = 5| 4 %
2\ oz ay
Bu 9 elementin toplusu da ikinci tartib tenzor togkil edirlor
Sll S12 S13
S21 S22 S23 (5 10 7)
S31 S32 833
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Bunun dogruluguna Lyav diisturunda, yoni

Sy = 1S, + M{S,, + NS, +2(,mS, +2(,nS,, +2mnS,,
S, = 1,08, +2mm,S, +2n,n,S, +(¢;m, +¢,m)S, + (5.10.8)
+ (Elmz + Ezml)sxz + (nlmz + nzml)syz

diisturunda (5.10.6) ifadslorini yazmagqla inanmagq olar.
Dogurdan da (5.10.7)-ni asagidaki kimi yazib (3.1.2)-yo
osasaon, aliriq:

! B ’ B !’ 2
S =S1= (%) S+ (%) Sy + [%) Sy +
1 2 3

[ 1 ! 1 [ 1
OX; 0OX] +8x1 0X; +ax1 0X}

ox, X, T ox, Ox, B ox, ox, 2
25, 220K Do 06 g 06 g
OX, OX, OX, OX, OX, OX,

120 Mg (0 ag (204 Kog

OX, OX, oX, OX, OX, OX,4
+2%_ OX,, 531+26X1 0X, S32+28X1 .ax3533

O0Xy 0OX; OX, OX,4 OX, OX,

Beloliklo, timumilogdirib yaza bilorik:
;o OX OX]
Sij = za—Xk N &:Sk( = dijké‘sk( (5109)

Demali, S;jj (i,j=]?3) deformasiya komponentlori tenzor
toskil edirlor, hom do

Sij = S;i

225



oldugundan onldar simmetrik tenzor toskil edirlor. indekslarin
necs isras olunmasinin forqi olmadigindan

dijkfsk/ = dijthtq (th =]:)’)
yaza bilorik. Onda
Ti = Cij T (5.10.5)

ij

Ifadosinda Ty-in yerindo T,; =C.

0o Yazsaq alarig.

T/ = C Sy (5.10.10)
Bu boraborliyin sag torafinds on tortibli tenzor dayanib, lakin

onu i vo j indekslorino géra biiksok onun tortibi dord vahid
azalar. Onda (5.10.10)-1 belo yaza bilorik:

Tt’q = Pketqstq .

Bu iso Huk qanununun tenzor vasitasi ilo yazilisidir bundan
sonra (4.7.2) boraborliyi ilo ifado olunmus imumilogmis Huk
qanununu tenzorla belo ifads edacayik:

Tij = Cijkﬁskﬁ (5.10.11)

Burada elastiklik modullar1 dordiincii tortib Cij, tenzoru ilo
ifado olunur. Onu ikincCi tortib Sy, tenzoruna vurduqda altinCi
tortib tenzor alinir. Lakin k vo £ tokrarlanan indekslorino goro
iki dofo biikiilmo omoli yerino yetirilmolidir vo hor dofo sag-
daki alt1 tortibli tenzorun tortibi iki vahid azalir vo noticads iki-
tortibli tenzor almir. Cij dordtortibli tenzorun timumi halda 81
komponenti var, lakin Tj; va Sk tenzorlar1 simmetrik oldugla-
rindan sorbast elastiklik modullarinin sayini azaldan miioyyon
sayda eyniliklor movcuddur. Bu eyniliklori almaq igiin
(5.10.10) tonliklorini ac1q sokildo yazib omsallar (5.7.2) bora-

226



borliklorinin uygun omsallar1 ilo miiqayise etmok lazimdir.
Dogurdan da.

Tll = Cllllsll + C1112S12 + C111§13 + C112§21 +
+ C112;22 + C:1123823 + C113§31 + C1132332 + C113§33
T12 = ClZl§11 + C1212812 + ClZl§l3 + ClZZlSZl +
+ C1222322 + Cl22§23 + C123§3l + C1232332 + C123§33

Bu boraborliklori (4.7.2) boraborliklori ilo miiqayiso etsok

1 1 1 -
Vo 5, =S, = Esxy » Si3=55,= ESZX » Sg =S = ESyz oldugu-

(5.10.12)

nu nazars alsaq asagidakilarin dogrulugu naticasina goalarik:

C1121=Ci1y C1121=C1191=Ci65 Cp133=Cr33 Ci113= C1131=Cyss
C1122=0Cip5 Ci123=Cr13o=Cryy Ci210=Cp151 =Cp115=Cp151 = Cgg,
C1213= C1235 = C1113= C3121 = 3115 = C131 = Cy31, = Cs4.5

C1133 = C3311 = Cy33 Cp123= Cy13p = Cy311= C3p17.=Cy4;

C1113= C1131 = C3111 = 1311 = C155 C1211= C1115 = C5111= C11: = Gy,
C2222 = Cp23 C2233= Ca320 = Ca3: Ci203= Cop35 = C3p05 = Cp335 = C4
C2213= C2231= C3120 = C57 Cpp12 = Cppp1 = Cy155 = Cpg; C3333= Cy3;

C3323= C3332 = C2333 = C3233= C345 C3313= C3331= C3133= Cy333= C3s>

Ca312 = C3321 = C2133 = C1233 = C361 Co303 = C3p35 = C3503 = Cyy

C2313= Cp331= C3213 = C3231 = C1323= C3135 = C133 = C1303=Cys (5.10.13)
C1313= C1331 = C313: = Cs53  Cp315 = C3210 = C1301 = Cyp35 = Cp13, = Cyg

C1312 = Ci321 = C3112 = C3121= C1213= C131 = C5113= C513: = Csp

C

1212 = C1221 = €112 = C121 = Cep

Bunlarin noticosindo 81 elastiklik modullarinin say1 azalib,
ancaq 21-i qalir. Cjj¢ tenzorial elastiklik modullar adi cj; elas-
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tiklik modullarindan indekslorin asagidaki qanunla avoz edil-
mosi ilo alinir.
1=11 2=22 3=33

4=23 5=13 6=12

Burada hom do miixtalif rogomli indekslorin miixtalif ro-
gomloarinin biitiin miimkiin yerdoyismolori do yerino yetirilmo-
lidir. (5.7.6) tonliklarini dos tenzor metodu ilo bels yaza bilorik

Sij = Sijke Te (5.10.14)
Huk ganununda oldugu kimi bu tonliklori vo aciq yazib
(4.7.6)-nin omsallar1 ilo miiqayisa etsok alariq:

S1111 = S11v S1122 = 52211 = 5121 S1133=S3311 =53 =S =35,

S1123= S1132 = Sp311 = S3211 = 5514; $1113= 81311 = S5111 = 5515 ;
S1112 = S1121 = S1011 = ESlG 1 S2200 =S921  S233 = S3300 = Sz
2223 = 52232 = S2322 = S3220 = 2324 v $2213 = 52231 = 83120 = 2325 ;

$2212 = 81220 = 5012, = 2 5261 S3333= 533 5

1
S3323 = S3332 = 93233 = Sp333 = 5534 1 53313 = 51333 = 53133 = ; S35.5
1 _
S3312 = S3321 = S1233 = S2133 = Esse 1 52333 = S3323 = S3332 =  S44

S2313 = S3213 = S1332 = S3132 = S1323 = S2331= Sp213 = S3031 = 2545 )
S2312 = S3212 = 52321 = S3201 = 1223 = 53123 = 51232 = Sp132 = ZS46 '

1

S1313 = S1331 = S3131 = Zss4 ;
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S1312 = S1321 = S3112 = S1223 = 51213 = 52113 = 52131 = 2131 = Zsss

1
$1212 = 81221 = S2112 = S0101 = 2546 (5-10-15)
Burada da tenzorial elastiklik sabitlori si¢-lorden s;; elas-
tiklik sabitlorini almagq ti¢lin indekslorde agagidaki avozetmolori
yering yetirmok
1=11 2=22 3=33

4=24 5=13 6=12

vo miimkiin yerdoyismolori etmok lazimdir.

Lakin istonilon 4, 5, yaxud 6 indekslori iigiin elastiklik
sabitlori sj-ni yar1 bolmok, ogor 4, 5, 6 indeksli sabit iki dofo
rast goliro, onda uygun elastiklik sabitlori 4-0 bolmok lazimdir.

Indi (5.8.14) tonliklorino gayidaq. Onlar1 tenzorlar vasitosi
ilo belo yazmagq olar:

S, = Siejjk[Tk/Z +o,;d0 (5.10.16)
Burada aj (i,jzl,_3) yeno do istidon genislonmo omsallaridir.

ojj ikinci tortib tenzordur. Onlar adi istidon geniglonmo
omsallari ilo asagidaki kimi slagoalidirlar:

011 = 0y, Olg2 = Clp, 0133 = O3, 20113 = Ols, 2012 = O, 20123 = Clg.
(5.8.14) tonliklorinin sonuncusunu tenzorlarla yazdigda o
asagidaki soklo diisiir

dQ = oy T0 + pdeG (51017)

adiabatik prosesdo dQ = 0 olar vo buradan alariq:

_ oy, Ty
pC
(5.10.17)-ni (5.10.16)-da yazag. Onda

do = (5.10.18)

p
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o, 00 ik
;0L T, :[SﬁjkéTké _%e]-ﬁ( (5.10.19)

p

0
Sij = SijjkéTké -
p
Bunu isa S; =5, T,, miinasibati ilo miiqayiss etsok adiabatik

sabitlor arasinda asagidaki miinasiboti alariq:

o0l
Sijike = SiejjkéTk/, -0 (5.10.20)
pC,
Indi iso elastiklik tonliyi
ilo pyezoelektrik effekti tonliyi olan
5, = %;Em +d T, (5.10.22)

tonliklorino birgo baxaq (biz onlari birbasa tenzorial yaziligda
toqdim edirik).
Burada dpj tigtortib SLH iso ikitortibli tenzorlardir. Tenzo-

rial dielektrik sabitlori dmj-lor adi dielektrik sabitlori ilo belo
olagolidirlor:

1
d111 = dll; d122 = d12; d133 = d13; d123 = d132 = Ed14;
1. 1. : :
d113 = d131 = Edls ) d112 = d121 = Ed16 ) d211 = d211 dzzz = dzz ,
. 1, 1,
333 =0gg; s =0y, = §d24 ; Oyp =05 =705
1
dy, =0, = Edze ; Ogyy =0y dypp =03y, dyg=dy; (5.10.23)
1 1 1

Uy =dy3, = Ed34 ; Ogp =05 = Edss; Oy, =gy = Edae

(5.10.20) vo (5.10.22) tonliklori pyezoeffekt tonliklorini
basqa clir yazmaga imkan verir. Yoni (5.10.20) tonliyi meXa-
niki gorginliklo deformasiya vo elektrik saho gorginliyi ara-
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sinda alage yaradirsa, indi yazdigimiz tonlik mexaniki gorginlik
vo deformasiyalar ilo elektrik induksiyasi arasinda olago
yaradir. Bu yeni formani almaq tgiin (5.10.22) tonliyinin her

torafini 4nf;, tenzoruna vurag. Onda:

4nB;. 8, =& BrEn +4nd BT,  (5.20.24)

mn=n mn—m

Belos ki, sorbost kristalin dielektrik geyri-niifuzlulugu tenzo-
ru B! dielektrik niifuzlulugu tenzoru &' ilo belo olagolidir:

T ( 1)m+nAsT

Pm = T (5.10.25)
&1 & Ei
NT=leg), & € (5.10.26)

T T T
€31 &3 g3
Al - iso AT determinantinin g elementino uygun mino-
rudur.
.. . _ . . T T _p=
Gostorok ki, m, n=1,2,3 qiymotlorindo ¢, B,, hasili
homiso vahido barabordir:

T AeT e T e T eT
8:Am | &1 2A 813A _A
AS.T + Ae T + Ae T AS.T

TaT |, TaT , .TaT
€19P11 &P + &1 Prs =
Eyni qayda ilo

T T T T T T
€301 + €285, + €233 =1

TRT | .TET TQRT (5.10.27)
E3ia1 + EgP3p + €3y =1
Ona gora do (5.10.24) asagidak: soklo diistir:

Anpl 8. =E, +4nd BT,  (5.10.28)

mn=n

Buradan

231



=4np’ 5 —4nd  BI T,  (5.10.28)

mn='n

Burada isa

Oper = 41 By = 47[(d1k4/B;1 + 0y B + dsszIﬁ) (5.10.29)

desok (5.10.28)-ni bels yaza bilorik.

Em = 4TCBI1n6n _gmkéTk(‘ (51030)
Bunu isa
Sy =St T + 0, E (5.10.31)

ij mij —m

tonliyinds yazsaq alariq:
Sij = S:?jk/Tk/ + dmu (4TCB mn n gmk/Tk€ ) =

] (5.10.32)
= (Sijjk/f dmugmk/ )Tkl + 4TCdmuer16n = Slj]ka/,' + gnij8
Belo ki,
47
Sitj)jké = Sﬁjkz —d i 9me = Sil];jkz B— (5.10.33)
mn nk/ mij

I, J, k, € indekslorino miixtolif giymotlor vermoklo 21
elastiklik sabitlorini (5.10.32)-do yazmaqla sabit elektrik
induksiyas1 vo sabit elektrik gorginliklorindo Ol¢iilmiis elas-
tiklik sabitlori arasindaki forqlori hesablamaq olar. Ogor
(5.10.30) va (5.10.28') tonliklorini S, (v=16) vo T, kompo-
nentlorinin kdmoyi ilo ifado etsok gpij sabitlori gj sabitlori ilo
(5.10.23) ganunu ils avaz olunar (o-1 g ilo avoz etmokla).

Hal tonliklorinin {igiinCii yazilis formasi mexaniki gor-
ginliklori deformasiyalar vo elektrik sahosinin gorginlik
komponentloari ils alagelondirir. Bu yazilis formasini bilavasita
(5.10.21) va (5.10.22) tonliklorinden almaq olar. Bunun ii¢iin
birinci tonliyi tenzorla yazib har torafini elastiklik modullart

tenzoru Cﬁkg -9 vurag. Cﬁk, sabitlori uygun 55 elastiklik sabitlori
ilo bels ifads olunurlar:
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- ( 1)|+ j Aa E
ij AS.E
‘S ‘ elastiklik sabitlorindon diizoldilmis determinantdir.

(5.10.34)

AﬁjE —s;; elementino uygun minordur.
Dediyimiz vurma omolini yerino yetirsok (5.10.21)-don
alariq:
CiiteSi = CieSijie T + drijCje Enn (5.10.35)

mij

Yuxrida gostordiyimizo analoji olaraq asanliqla gostormok
olar ki, ¢S, hasili k vo £-in biitiin giymotlorindo vahido

barabardir. Onda (5.10.35)-1 belo yazmagq olar

Tkl’ CljjkI/S mkéEm (51036)

Burada e, =d;Cy, isaro olunub.

mij

(5.10.36)-n1 (5.10.22)-do yazsaq alariq:

T

8I'T'II']
8m = E Em + dmké/ (Cujk[S mk[Em)=
e (5.10.37)
:dmkfcluk/s +( 47'[ emk(dmk(j
Bunu (5.9.27), yoni
o1
S, = Em g m +€0iS;
T
Tonliyi ilo miigayiso edib tapiriq:
e =g —4d €., (5.10.38)

Burada da iki vo tigindeksli pyezoelektrik sabitlori arasinda
asagidaki olagolor var:

e111 ell’ e211 e21’ e3ll e3l’ e122 elZ ; e222 = 622;
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e322 e32 ’ e133 = el3; e232 e23 ! e333 e33’
e123 = el32 el4’ e223 e232 e24’ e323 e332 e34’ (5 10. 39)

€113 = €131 = €15, €513 = €31 = €55, €513 = €43, = €45,

€112 = €121 = €145 €515 = €551 = €445 €515, = €551 = €44,

Nohayat hal tonliklorinin son formasi olan (5.10.27) tonlik-
lorino miiraciot edok. Onlar1 tenzorlarla belo yazmaq olar:

T = Ci?kfs" - hmk/8
=4np> § — NSy
Bu tonliklora dax11 olan ii¢ indeksli pyezoelektrik sabitlori
(5.10.27) tonliklorino daxil olan iki indeksli peyzoelektrik
sabitlori ilo (5.9.27) qanunu ilo olagolidirlor (slbatto e-ni h ilo
ovoz etmoklo).
(5.10.40) tonliklorindon ikincisini B, tenzoruna vurag.

Onda alariq:

(5.10.40)

mn=n

an n— an mnEm +em|JSuan (51041)

Burada yeno m vo n-in biitiin qiymatlorindo
B> e = (5.10.42)
Ona goro do (5.10.41)-don aliriq:
=4np° &

—4ne, BS,S (5.10.43)

mn=n mn Ij

(5.10.43)-i1 (5.10.40)-1n birincisinds yazsaq

Tk/g = (Ci?kz + 4Tcemk€enijB§1n )Sij - 4Tcemk/an n (51044)

alinar. Indi iso N = 4nemk€[3r5m desok (5.10.44)-don
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D

E E s
Cijke = Cije +€n,h Cijke +4nemk/,enijl3mn (5.10.45)

mij —
miinasibatine golorik.

Belolikla, pyezoeelektrik sabitlori arasindaki miinasibatlori
belo yaza bilorik

gmk{/, = 4'Tl:andmké
e = 4TcBrSnnemk€ = 0hiiCijke (5.10.46)

E
Crir = dmijCijk(‘

Bundan slava dielektrik sabitlori arasinqda iso

m+n AeT
T _ (_1) Amr'| s _.T
an - AS,T €m = &m _4ndnkkemké

B?nn :B-In—m +4_];_cgnk/,hmké B?nn :(]')ATAmn (51047)
miinasibatlorini tapmis oldug.

(5.10.46), (5.10.47) ifadslorinds ii¢ vo dord indeksi sabitlari
yuxarida gostordiyimiz  (5.10.13), (5.10.15), (5.10.23),
(5.10.39) vo (5.10.31) ganunlart ils iki indeksli sabitlorlo avohz
etsok (5.9.28) borabarliklorini alariq.

§5.11. Koordinat sisteminin baslangiC atrafinda firlanmasi
zamant hal tanliklorinin va elastiklik modullar, elastiklik
sabitlari, pyezoelektrik va dielektrik sabitlorinin ¢evrilmasi

Tenzor hesabinin bizs verdiyi imkanlardan biri do kristallo-
qrafik oxlara nozoron ¢opaki kosilmis 16vhalor ii¢iin hal tonlik-
lorinin ¢oxarilmasi vo kristalin maddi sabitlorinin ¢evrilma
diisturlarinin ¢ixarilmasidir. Belo 16vhalori dyronmoak ii¢lin hal
tonliklorini koordinat sisteminin istonilon oriyentasiyasi {igiin
diizgiin yazmag bacarmaq zoruridir. Olgma apararkon beld
16vholardan bir negasi istifado olunur. Belo ki, bu 16vhalar ii¢iin
toyin edilmis rezonans tezliyi vo rogsin impedansi kristalin
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biitlin osas sabitlorinin hesablanmasi ii¢iin istifade oluna bilor-
lor.
Yenidon hal tonliklarinin {igiincii formasina baxaq:

T 0 = C:J?I(ZS" - hmke8

(5.11.1)
= 4npd thS

mnn

Bu borabarlordon birincisinin sol torafi ikinci, ikincisinin
isa sol tarafi birinCi tortib tenzorlardir. Bu tonliklori hor hansi
X', y'. Z' sistemindo yazmagq ligiin onlarin uygun olaraq (3.1.7)
vo (3.1.6) cevirmo disturlarindan istifado edok. Onda yaza
bilorik:

K Kig e = Kig (5112
X, OX, OX

m

'
Tk/c

Onda (5.11.1) tonliklori asagidaki soklo diisorlor:

T X, X,

ke — ( llk/Sll + 2Clzk/512 + 2C13k/513 + 2C23k/ 23
OX, OX,

X OX,
. hy 9, + 0,0, +hy,,0,
) OX, ﬁxg( 1ke 2ke 3k¢ )(5.11.3)

, oX, oX,
En = 475%(6;181 + Bﬁwzsz + BrSn383)

+ 2hm12812 + 2hm13813 + hm22822 + 2hm23823 + hm33833)

Bu ¢evirmoni basa ¢atdirmaq tigiin Sjj vo o, tenzorlariin da
cevrilmasini, yani

D D
+ C22k£822 + C33KZS33

(h ml 1811 +

m

. OX.
X Xig 5 =Py (5.114)
X

n

S. = "
o ox

cevirmolorini do nozore almaq zoruridir.
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oX; . . ] . .
Burada 8_: yeni koordinat oxlarinin kéhna sistemin oxlari-
X
na nozoran istigamatverici kosinuslaridir, hom do geyd etmo-
liyik ki
OXi _ 0%

OX; 8x

(5.11.5)

borabarliyinin dogrulugu askardir.

(3.1.1) vo (3.1.4)-0 osason
X, 0,
ox, ox; 1 oox, ox, ° ox, ox

1

m =22 M=% % (5.11.6)
oX; 0X, OXj
n = GX? n, = 6X,3 n; = GX?
OX} 0X, OXj
Indi (5.11.4)-ii (5.11.3)-do yazsaq alariq:
/P X} OX] OX; OX; X OX, OX,
Tk/j =Ciw = ij — ke n
OX, OX; ax ax OX, ax ox,
5 (5.11.7)
X
_4B58X axs _h OX| OX; Xig

X, OX, “”axkax ox; "

Bu tonliklor kristal 16vhasinin istonilon oriyentasiyasi ti¢lin
yararlidir. (5.11.7)-n1 (5.11.1) ilo miiqayiss edib asagidaki nati-
colora golirik:

o _ OX OX[ X, OX;
e 0OX, OX, X, ax' ke

v 0%, X,

= 5.11.8
nk¢ ax axr axrn nk¢ ( )
s _ OXy OX, s

an ax ax an
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Elastiklik vo dielektrik niifuzlulugu sabitlori ii¢lin ¢evirmo
diisturlarint almagq ti¢iin hal tonliklorinin birinci formasina mii-
raciot edok

N
€
S;=Siu T —UdyEn 8, = 4LT:Em +d,, T, (5.11.9)

Tenzorlarin ¢evirmo diisturlarindan istifado etsok onlari

belo yaza bilorik

e OX] OXj O, OX, X} OXj OX

S;j = Sijie , o e T i —— _:n m
OX; OX; OX OX, OX; OX; OXy,
) (5.11.10)
N O o -
" 4mox, ox,, " "™ ox, ox, ox,
Biiradan da sabitlorin ¢evrilmo diisturlarini aliriq:
W o, o, o ax,
" OX:
0K K 0K, (5.11.12)

ijm r AGr ijm
OX; OX| OX,
ST’ — ax:.] 8Xm 8T
™o, ox, ™
Bu diisturlarin kdmoyi ilo ixtiyari istiqgamatde polyarlas-
dirtlmig kristalda polyarlasma vektorunun istiqgamotindon asili

olaraq elastiklik, dielektrik vo pyezoelektrik sabitlarinin doyis-
molorini miioyyan etmok olar.

§35.12. Elastiklik, dielektrik va pyezoelektrik sabitlorinin
polyarliq vektorunun istigamatindan asili olaraq
dayismalarinin tayini

Pyezokeramikanin ovvalcodon asanligla polyarlasdirila bil-
masi onlardan miixtalif magsadlor iiclin istifade olunmasina
imkan verir. Qeyd etmisdik ki, polyarlasma vektoru elastiklik
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modullari, dielektrik vo pyezoelektrik sabitlori tenzorlarinin
simmetriyasina tosir edon osas faktorlardan biridir. Pyezokera-
mikadan hazirlanmis cihaz vo cihaz hissalarinin, habelo digor
qurgularin osas xarakteristikalarin1 dyronmak vo onlart mag-
sadyonlii tokmillogdirmok Tigiin elastiklik modullarinin vo elas-
tiklik sabitlorinin, pyezoelektrik va dielektrik sabitlori tenzorla-
rinin biitlin komponentlorinin tam komplektinin varlig1 vacib-
dir. Onlar1 6lgmo tisullarinin varligina baxmayaraq bu 6lgmolor
todgigatcilar {igiin olavo c¢otinliklor yaradir vo vaxta gonaot
etmoyo imkan vermir, bundan olavo miivafiq 6l¢gmo cihazlarina
ehtiyac yaradir. Hogigoton do bu maddi sabitlorin polyarlagsma
vektorunun istigamatindon asili olaraq toyin olunmasi ¢ox zoh-
mot tolob edoen bir mogguliyyotdir. Ona goro do miixtolif isti-
gamotdo yonolmis polyarlasma vektorunun istigamatinin maddi
sabitlorin tenzorlarina tosirini bilmok {igiin zoruri diisturlarin
¢ixarilmasini magsodouygun hesab etmoliyik.

Polyarlasmis pyezokeramik materiallar tiglin elastiklik

modullar tenzoru cf,

dielektrik sabitlori tenzoru em, (i,j,m,n,v=1,2,3) miioyyon sim-
metriyaya malik olurlar. Qalinliq istigamatindo polyarlagmis
pyezokeramik 16vhonin anizotropluq oxu yeganadir vo onu Oz
oxu kimi qgobul edirlor. Belo pyezokeramika heksoqonal sim-
metriyal1 kristallar sinfino aid olurlar [30]. Bu kristallar ii¢lin
yuxarida dediyimiz tenzorlar asagidaki kimi olurlar:

pyezoelektrik sabitlori tenzoru €, vo

C11 ClZ Cl3 0
C12 C22 C13 0

o O o o

L PN

44
0 0 0 0 ¢
0 0 0 0 0 cg

(5.12.1)

o O O o O
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0 0 0 0 e, O

len=l0 0 0 e5 0 O (5.12.2)
€y, €3 €3 0 0 O
e, 0 O

leam| =0 €, O (5.12.3)
0 0 ey

Bu tenzorlardan goriiniir ki, qalinliq istigamstindo pol-
yarlasmis pyezokeramik 16vha alt1 elastiklik, {i¢ payezoelektrik
vo iki dielektrik sabitlori ilo xarakterizo olunurlar. Bunlar1 bi-
lorak polyarlasmanin basqa istiqgamatlori liclin elastiklik vo
dielektrik sabitlorinin tam y1gimin1 toyin etmak olar.

Buna, mosolon, kristalda kristallik oxlara nozoron ¢opino
kosilmis 16vhada adini1 ¢okdiyimiz maddi sabitlorin toyin olun-
masinda ehtiyac yaranir. Bunun {i¢iin uygun olaraq (5.11.8) va
(5.11.11) diisturlarindan istifado olunur. Masalon Oxz miistaVi-
sindo Oz oxu ilo 0; bucag amolo gotiron istigamotdo polyar-
lagmis element ii¢lin maddi sabitlorin tam y1gimini toyin edok
va geyd edok ki, bu koordinat sisteminin Oy oxu otrafinda saat
aqrabinin oksi istigamatindo 6; bucagi qador donmasino uy-
gundur (sokil 5.12.1).

Bu $9kild9 X1, X2, X3
kohna, Xj, X5, X, iso yeni

X3

koordinat oxlaridir (x, y, z
ovozino X3, Xp, Xz isard
etmisik). Onu da geyd edok i

ki, bu hal ii¢iin / ™
X}

Sokil 5.12.1.

X

v
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! ! ’
OX} OXy oX;

=C0S 0, =0 =sing,
OX, OX, OX,4
XKoo Koy K _g (5.12.4)
0X, 0X, 0X,
0% =-sino, %zo %:cosal
oX, oX, 0X,4

Ustiinda strix olmayan dayisonlorin strixli doyisonlora goro
téromolori do daxil olmagla hor iki variant1 bir cadvoldo belo
gostora bilarik.

Cadval 5.12.1.

X1 X2 X3
X; c0s0; 0 sind
X5 0 1 0
X} -sin0; 0 €00

(5.12.1)-(5.12.3) tenzorlarina vo (5.11.8) diisturlarina osa-
son se¢ilmonin bir niimunosini gostorak. (5.10.12)-yo goro

Ci1=Ciiny
,_ OX| OX] ox, OX,
Cijke = " Ayl
0X,, OXy OX. OX;
Ovvalco i=1 deyib a-n1 birden iligo qodor doyisdirmaklo
(5.12.5)-in sagindaki tenzoru biikok

Caﬁyé}’ (iljakaﬁaaaBa’%S:l,z,?’) (5124’)

, X, X, ox; | OX| ox, ox,
Ciis =| Cigs — +Cops ——+C = (5.125
1jke { 185 8Xl 2y8 8X2 3ByS 5XJGXB GX'V GXE ( )
Cadval (5.12.1)-5 asasan
o _ Ccos 0, Xy _ 0 X _ sino, (5.12.6)
OX, OX, OX,4

Onda
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oX’

sin @ ) i OX, OX,

OXg OX,, 6X'

Indi j=1 deyib, B-m1 birdon iigo qedar doyisdirmaklo
(5.12.6')-in sag torafini yenidon biikiiriik. Onda

!

Cixe = (c1By5 cos 0, +cC (5.12.6")

3pyd

. ox!
! _ 1
Clps = {(el1y8 cos0, + C31,5SIN 91>_ax +

! !

. OX . OX
+ (clzy6 C0S 0, + Cyy,5SiN 61)—1 + (clgvzs C0S 0, +Cy, 5 SiN 91) Ly
OX, OX,
, OX; |OX, 0OX,
+ (cmy5 cos 0, + C33,5 SIN 61) —
OX3 | OX,, OX;

(5.12.6)-ya asason bunu bels yaza bilarik:

Clue = |(C135 COSO, +Cyy 58IN O, JcOS O, +
]axk oX,

+(c13Y5cosel+c33y85inel)sin9 X ox =
XS

= [CMYB €0S” B, +Cyy 5 5INO, COSO, + =
OX, OX, _
OX! OX

+Cy5,55IN 6, COS O, +Cyy 4 SIN 91]

OX, OX,
OX!, OX

Indi k=1 deyib y-n1 birdon {igo qodor doyisdirib bukuruk,
onda analoji qayda ilo aliriq

= [C11y5 cos’ 0, (c3ly5+c13y5)sm6 COS 0, +Cy35 SIN 6]

’ 3 . 2
Ciyy = [cmS cos” 0, + (c3115 +Ciaps — cmg)sm 6,cos” 0, +
OX, OX,

=2 =3
+(Cs35 — a1z — Cuzas )SIN° 0,€OS O, — CyySiN el]a "
X! OX}
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Nohayot £=1 deyib &-m1 birden iico godor dayisdirmoklo
biikiib lazim olan islahatlardan sonra aliriq:

Cly11= C141,008" B, +Cy55,C08” 6, +

+ (03‘111+ Ci311~Crazn— C1113)Sin 0, cos’ 0, +

+ (C3311_ C31317 C1331 7 Ca113~ Cranat 01133)5"12 e1 COSZ e1 -
- (C3331+ C3313 7 Ca133— C1333)Sin3 e1 cos 91

Lakin (5.10.12) miinasibatins asason

C1111= C111C3333 = C33,C3111 = C155 C1311 = Cy53 G131 = Cy55C1113= Cy5
C3311= C13, C3131 = Cs53 G331 = Cs55 C3113= C3131= Cs5, Ci313 = Css

Ci133=Ci3, C3331=Cgs5: C3313=C35; Cp133=Cy3; Ci333=0C3s

Belolikla, aliriq

Ci111=Cyy = 011COS4 0, + C33Sirl4 0, +
+(Cy5 + €y — €y — €, )5iN G, COS® O, +
+ (ClS —Cg5 = Cy55 = C55 = Cy5 + ClS)Sin2 e1 C032 91 -
- (Css +Cs5— Css)s'in3 0, cos 0,
(4.12.1) matrisino asason

C15=0; Cs5=Ca4; C35=0
Nohayaot aliriq:

¢}, =c,,c08" 0, +2(c,5 — 2c,,)sin? 0, cos® O, +C,,Sin* 6,

Eyni qayda ilo qalan sabitlor iigiin asagidaki diisturlar
aliriq:

C, =C,,C08% 0, +C,,Sin* O,

Gy = Cyylsin® 0, +C05* 0, )+ (Cy + Cyq +4C,, )siN? 0, COS? 6,
' H] 2
Cy; =C;,SIN“ 0, +C,,C08° O,
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C15 =sin e1 cos e1 [(Cll —Cist 2(:44)(3052 e1 - (Cl3 TCt 2(344)Sin2 61]
Clig = —(C44 + C44)SIN G, COS O,
Chs = C4 COS” 0, —C,,SIN" 0, (5.12.7)
C,, =C,,C08% 0, —CgSiN* 0,
Cls = C,, 08 0, +2(c,; — 2¢,,)5in 0, COS® 0, +C;, Sin* 6,
Co =Cyy
Che = (Coy — Gy — G, )5IN? 0, COS? 0, +C,.,(sin* 6, + COS* 0, )
Chs = C;,COS” 0, +C,,SiN° 0,
Cls = SiN®, cos 61[c13 cos? 0, —(c,, —2¢,;)sin’ 61]
Bu tisulla

, OX; OXj OX, , Xy, OX,

e =e, vo gl =¢g
lIm — ~ape 6x 6x 6x e, ax

diisturlarindan istifado edsrak pyezoelektrik vo dlelektrlk sabit-
lori tenzorlarinin komponentlarini tapiriq:

e, =sin® [e%sin2 0, + (e, +2e,5)cos? 6, |

e, =€,,Sino,; e, =e,sino;

6], =sin0,[e,,sin? 0, +(e,, — 2e,)cos? 6,

e, = C0os0,[e, cos? 0, +(e,5 — 26, )sin® 0, |

6], =050, [e,,C0s? 0, + (&, + €5 +85,)sin° 0, | (5.12.8)
e, = 050, |e,, c0s2 0, + (g5, + 2e,5)sin? 6, |

e, =5in0,[e,,Sin? 0, + (6,5 — €5, —€,,)c0s% 0, |; €, = €,.5in 6,
g, =&,,008° 0, +£,,5in°0, ; €, =(g,,—¢,,)5INH, COS O,

€5y =&, €33 =&,5IN ) +833COS 0,

Beloliklo, elastiklik, modullari, pyezoelektrik vo dielektrik
sabitlori liglin uygun olaraq asagidaki tenzorlar aliriq:

244



HC:JH = 0 0 0 C:M 0 C;S (5129)

nm

|=[0 0 0 e, 0 e (512.10)

ey 0 ey
lerm|=]0 €, O (5.12.11)

nm

! !
€ 0 &5

Goriindiiyti.  kimi  (5.12.9)-(5.12.11)  tenzolar1 uygun
(5.12.1)~(5.12.3) tenzorlar ilo eyni deyillor. (5.12.6)-(5.12.8)
diisturlarinda 0,=0 desok (5.12.6)-(5.12.8) matrislorini aliriq ki,
bu da pyezlkeramik elementin galinhigi istigamatindo polyar-

lasmasina uygundur. Eloco do, homin diisturlarda 0, :g desok

uzunlugu istigamatinds polyarlagsmis pyezokeramik 16vha ii¢iin
uygun sabitlorin tenzorlarini alariq. x; oxu polyarlagsma istiga-
mati ilo tist-iisto diisdiiyii hal {i¢lin asagidaki tenzorlar1 aliriq:

€3 €4 €, 0 0 O
e{j =0 0 0 0 e O (5.12.12)
0O O O 0 e O

15
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Cll Cl3
Cl3 C33
kl-ls o
0 O
0 O
€5 0
[
0 O

¢, 0 0 0
¢, 0 0 0

w 000 (5.12.13)
0 ¢, 0 O

0 0 ¢, O

0 0 0 c,

0

0 (5.12.14)
€11

Enina polyarlagmis pyezokeramika {i¢iin elastiklik modul-
lar1, pyezoelektrik vo dielektrik sabitlori tenzorlarini almaq
ticiin forz edirik ki, koordinat sistemi Ox oxu atrafinda saat oq-
robinin oksi istigamatindo 6; bucagi qodor firladilib (sokil

5.12.2).

Onda cf,, &}
tenzorlarim1 yeno do yuxarida
gostordiyimiz ¢evirmo diistur-
lar1 vasitasilo tapmaq olar. Bu

X3

baxdigimiz halda koéhna vo =
yeni oxlar arasindaki bucag- *
larin  kosinuslar1  asagidaki
codvoldo  gostorildiyi  kimi X,
olar. Sokil 5.12.2.
Cadval 5.12.2.
X1 X2 X3

. 1 0 0

, 0 c0s0; sinOy

A 0 -sin6; C0S0;
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Bundan ovvolki halda oldugu kimi foaliyyot gostororok
alinq:

Cl,=C,; C,,=C,C08°0, +C,,Sin°0,;

C,, =C,,5iN*0, +C,,c0s” 6,

¢}, =C,, 008" 0, +2(c,; — 2¢,, )cos? 6, sin” O, +C,,sin* 6,

Chy = 013(0054 0, +sin* el)+ (c,, +Cyy +4c,,)sin? O, COS? B,

Chy = [(Cry — €1y — 2€,,)c082 0, +(Cy5 — Cg + 2C,,)5iN? 0 |

cy, = —sin @, cos 61[(c13 +C,, +2¢,,)sin? @, +(c,; + ¢ 5 + 2, )cos® 91]
Cly = C4,008* 0, +(4c,, +C,,)sin? 0, cos? ©, +c,,sin* 6,

C, = c44(cos4 0, +sin’ E)l)+(cll+c33 —2¢,,—2¢,,)sin® 0, cos® 0,
Chs = Cg5 C0S% 0, —Cy, SIN 0, ; Chy = —(C,, +Cyq)SINGO, COS O,

Chg = Cqs COS* 0, —C,,SIN 6, (5.12.15)

el =€,:C0S0,; e, =€,.5in0,; e, =e,,sino,

e, =sin0,[e,,sin? 0, +(e;, + 2e,,)cos 0, |; €}, =e,,cos 6,

&), =5in 0, |e,,5in” 0, + (e,, — 2e,)cos? 6, |

e}, = C0S0,[e,;C0S% 0, + (€5, +€,, +€,5)sin2 6, |

e}, = 050, [e,, c0s2 0, + (e;, — 2¢,5)sin? 6, | (5.12.16)
e, = 05 0,[e,,05% 0, + (g5, + 2¢,,)sin? 6, |

&), =sind,[e,.sin% 0, +(e,; —;, —€,5)c0s? 0, |;

€], =&, E), =£,008° 0, +&,,5iN°0,;
£y = (€45 —£,,)5IN 0, COSO,; (5.12.17)
£y, = &,5iN° 0, +£,,C08% 0,

Beloliklo, elastiklik modullar1 pyezoelektrik vo dielektrik

sabitlorinin asagidaki tenzorlarini aliriq:
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(5.12.18)

(5.12.19)

(5.12.20)

(5.12.15)-(15.12.17) diisturlarinda 6;=0 desok qalinina pol-

yarlasmis element {igiin (5.12.6-8) matrislorini vo 0,

r desok
2

enina polyarlasmis pyezoelement ii¢iin asagidaki matrislori

alariq:

ij
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0 0 0 0 0 e

e =[ess €s €1 0 0 0 (5.12.19)
0O 0 0 e, O O
g, 0 O

&m| =0 & O (5.12.20)
0 0 g

Birinci va sonuncu matrislordon aydin olur ki, polyarlasma
vektorunun istiqgamotina perpendikulyar olan miistovi homiso
pyezokeramik elementin (vo yaxud materialin) izotropluq miis-
tovisi olur. Buradan tapilmis diisturlar xz vo yz miistovilorindo
ixtiyari bucaq altinda polyarlagsmis pyezokeramikanin maddi
sabitlorini, yoni elastiklik modullari, pyezoelektrik va dielektrik
sabitlari tenzorlarini hesablamaga imkan verir.
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VIFOSIL

PYEZOELASTIKLIYIN
OSAS RiYAZiIi MUNASIBOTLORI

§6.1. Fazada ortogonal ayrixatli koordinat sistemi

Elastiklik vo pyezoelastiklik nazariyyslarinin bir ¢ox masoa-
lalarinin hoallinds ortoqonal oyrixatli koordinat sistemindan
istifado goyulan masalonin hallini  ohamiyyatli  daracads
asanlagdirir. Beloa sistemlorin segilmasinds amal edilocak iimu-
mi qgayda goyulan moasaloalorin xiisusiyyatindon asili olaraq
sistemi elo segmokdon ibaratdir ki, baxilan todqigat obyektinin
(daha dogrusu holl oblastinin) sorhadlori koordinat Xotlori
olsunlar. Masalon, oxasimmetrik masalonin hallindo, mistovi
mosalalor ti¢iin polyar, faza mosalalori tigiin silindrik, markozi
simmetriyaya malik masalalarin hallinds sferik (vo yaxud foza-
da polyar) koordinat sistemlarindon istifads etmok olverislidir.

Umumiyyatlo, oyrixatli foza koordinat sistemi belo qurulur:

Fozada Xj, Xz, X3 dekart koordinatlar ilo asagidaki kimi
alagali olan yeni o, (i=1,2,3) dayisanlori daxil edilir:

o = O(.i(X]_, Xo, X3) (611)
Forz edilir ki, aj-lor 6z aralarinda xotti asili olmayan x; do-
yisonlarinin birgiymatli vo bu dayisanlara gors difierensiallana

bilon funksiyalardir. Onda |— 0o,

L yakobiani sifirdan forgli ol-
oX

j
duqgda (6.1.1) gevirmasinin tars ¢evirmosi mévcuddur vo demo-
li (6.1.1)-i xj-lora goro hall edib tors ¢cevirmani tapmagq olar.

Xi = Xi(O(]_, Olp, Otg) (612)
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Belaliklo, hor bir o odadlori tglityii Evklid fozasinda bir
nogtani tayin edir vo torsina. Bu halda har bir oj=ci=const
miinasibati fozada bir sathi toyin edir.

X1(ot1, 0p, 0t3) = C1
Xa(01, o2, a3) = C2 (6.1.3)
Xp(ot1, 02, 0t3) = C3

ci (i=1,3) sabitlorinin doyismosi fozada sothlor ailasini
miiayyan edir. ci-lorin segilmis giymatlorina uygun miixtalif
ailolordon olan ti¢ sothin kasismo noqtasi fozada bir x négtasini
birgiymatli olaraq tayin edir (sail 6.1.1).
o, o, ag Xxatlorino koordinat Xatlori
deyilir. Koordint xatlorinin uygun pa-
rametrin artma istigamotino yonolmis
toxunanlarma 7T, T,, T, vektorlar1 de-

yok. Bu vektorlar har bir noqtodo lokal
_ koordinat oxlarinin tgiizliistinii miioy-
Sokil 6.1.1. yon edirlor. Gostarilon vektorlarin isti-
gamatlori bir noqtadan basqasina ke¢dikdo doyisir. Ona goéro do
onlarin miivafiq oxlar {izorina proyeksiyalar1  dekart
sistemindoki gaydalara tabe olmurlar. Homin qaydalara gore
vektorun istonilon verilon ox iizarina proyeksiyast onun
modulunun uygun doyisona goro téromosino barabardir.
Oyrixatli koordinatlarda bu suala cavab tapmaq xatirino (6.1.2)
tonliklarini vektor soklinds ifads edok:

R o, =7 s, (6.1.4)

oa,

Daha dogrusu S—Rdal vektoru modulca o4-in doy artimi
(o7

aldigda oy — Xattinin ds; qovs artimina barabar olur va isti-
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gamotco T, vektoru ilo iist-iisto diislir. Onda (6.1.5)-0 osasen

R vektorunun proyeksiyalari 0%, : 0%z : OXq olar.
oa, oo, Oa, Oo,

Belaliklo, toxunan vektorun uzunluguna h; desok a asagi-
daki diisturla hesablana bilar:

h :|aﬁ|: 0%, 2+ OX, 2+ X, ) (6.1.6)
' |80c1| oo, oo, oo, o

Oxsar gayda ils yaza bilorik:

— 2 2 2
h2:|a |:\/[ax1) +(6X2j +(6X3 (6.1.7)
|80c2| oa, oa, oo,

o R ) (o) (%) 6.18)
: |8a3| oo, oo, oo, o

(6.1.6)-(6.1.8)-0 asasan isa yaza bilarik:

dSl = h1d0L1 %1 = iﬁ (619)
h, do,
Oxsar gayla ilo aliriq:
1 oR 1 6R
ds; = hpodo; T, =———;ds3=hsdoz 7, =—— (6.1.10
2 = M0oe T, h, oa, 3= N3doas T4 hgaots( )

oy, o, az — koordinat Xatlorinin O baslangicindaki toxunan
vektorlar1 T, T,, T, vektorlarini, proyeksiyalarla belo ifads et-

mak olar:

252



OX, = OX3r

T, =—Li+—2j+2K
oo, Oo,  Ooy,

g, = Xij, Kay, Kag (6.1.11)
oa, Oa,  Oa,

T, = OX, it OX, i+ OX,4 K

Oo;  Ooy ™ Oag
Sistem ortoqonaldirsa, bu o demokdir ki, t; (i=1,2,3) vek-

torlar1 6z aralarinda qarsiligh ortoqonaldirlar vo onlarin ciit-Ciit
skalyar hasillori sifra barabardirlor. Yoni

("71’72) (Tl’TS) (Tz’rs) 0 (6.1.12)

(6.1.12)-ni timumilasdirib belo yazmaq olar:

OX, OX, N OX, OX, N OX4 OX, 0 (6.1.13)
oa,; do; ooy do; 0o O
(6.1.13)-5 ortoqonalliq sorti deyilir.
oyrixatli ortogonal foza koordinat sisteminds har hansi
foza oyrisinin ds qdvsiiniin uzunulugunu hesablayaq. Malum
oldugu kimi
ds® = dx? +dx; +dx; =
2
[axld + P g 2+%da3j "

oo, oa., oa,

2

(6.1.14)

+(%dal +%doc2 +%da3j +
o, oa., oo,

2
jt(%dal Jr%doc2 +%da3J

o, oo, oo,
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Matarizalari agib (6.1.13)-li nozars alsaq tapariq:
ds® = hida. + hido + hido? (6.1.15)

Indi tic ciit koordinat sothlori ailalori ilo hiildudlanmis ele-
mentar hacmo baxaq (sokil 6.1.2).
Elementar hacmin har bir hde,
tili boyunca ancaq birco koor-
dinat doyison olur. Ona gors
do (6.1.15) diisturuna gora

onun tillorinin  uzunluglar
bels hesablanir:

Sokil 6.1.2,

dSl = hldocl; dSz = hdeLz; ng = h3d0€3 (6116)
Onda baxilan elementar hacm

dV =ds,ds,ds, = h;h,h,do,do,do, (6.1.17)
diisturu ilo tapila bilar.
Indi do baxilan fazada hor hans1 E(X,,X,,X,) vektor sahosi-

No baxib onun divirgensiyasini tapaq. Bunun iigiin asagidaki
diistura miiraciot edok:
H E, ds

div E=-3 (6.1.18)
Vi, —0 V

Burada S hor hansi V hocmini 6z daxilina alib hiidudlandi-
ran sath, V isa har hanst M noqtasini 6z daxilins alan hacmdir.
(6.1.18) diisturunu sokil 6.1.2-do gostarilon elementar hacma
totbiq edok. Elementar hocmin qarsiligh iizlerinden kegon E
vektor selini orta giymat teoremina gora belo hesablamaq olar

m

Q, =Eds,ds;| . —Eds,ds;| (6.1.19)
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(6.1.10) borabarliklorinae asason bunu bels yazaq:

Ql = (hlh3E1la1+da1 B (hzhaElXO‘l -

(6.1.20)
- 6i(h2h351)daldazda3
1
Oxsar qayda ilo yaza bilarik:
0
Q, = a(mhsEz )daldazda3
5 ? (6.1.21)
Q; = a_(hlths)daldazdas
3
Onda bunlar1 (6.1.12)-ds yazib aliriq:
ﬂ Eds=Q,+Q,+Q, (6.1.22)
S
Yoani
divE = ™ hlh x
) ) ne ) (6.1.23)
d o thE)e L) L)
o, oo, oo,
Ogor E vektor sahoasi potensiallidirsa, yoni
E =gradU (6.1.24)
dogrudursa, onda
£ ~ou 10U E_ 1 oU E - 1 oU (6.1.25)

‘"os, hoa, ° hydo, ° hy o
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(6.1.19)-u (6.1.17)-do yazaq. Onda ortogonal oayrixatli
koordinat sisteminds Laplas operatoru {igiin

AU = divgradU = ! { 0 [hzhe’ GU}L

hh,h, | do, | h, da,

N 0 (hh, oU N 0 [ hh, oU
oo, h, da,) Jdo,\ h, Oo,

ifadasini aliriq.

(6.1.26)

§6.2. Yerdayismoalorls ifada olunmus
pyezoelastiklik tanliklari

Bundan sonra pyezokeramikanin elastiklik nazariyyasinin
komayi ilo 6yranilmasina pyezoelastiklik deyacayik.

Pyezoelastikliyin asas riyazi miinasibotlori dedikds pyezo-
keramik cisimlor tigiin hal tonliklori vo onlardan slavo deforma-
siyalarla yerdoyismolor, garginliklorlo deformasiyalar arasin-
daki miinasibatlori, harokat tonliklarini, Maksvell tanliklori vo
uygun baslangic va sarhad sartlorini nazards tuturlar.

Bu dediklorimizin 6yranilmasinds elastiklik nazariyyasinin
asagidaki molum miinasibatlorine istinad edocayik. Malum
oldugu kimi [54] deformasiyalar ayrixatli ortogonal koordinat
sistemindo yerdayismalor vasitasi ilo bels ifads olunurlar

g =t e 0 (Ul 2 Y i 620
" 2hh;| " oo\ " oay | h,

Burada silindrik koordinat sistemina kegmok {igiin
X1 = Rc0s0, X, = Rsing, X3 = X3 (6.2.2)
diisturlarindan istifado etsok alariq:
ds® =dx? +dx; +dxi =dR?* + R*d0* +dz*  (6.2.3)
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(6.2.3)ii (6.1.15) ilo miiqayiso etsok, silindrik sistem ti¢iin
h;=1, h,=R, hs=1 olmas1 naticasino galorik. Bundan olava
Up=Uy, Uz=U3, Us=U;

u, =u u, =u u,=u €.,=E€ €,,=¢

1= Uy Uy 31 Ug v &g 1 €99 = &g
g i (6.2.4)
€33 =€, €13 =8€q, €33 =8y, E&3=E3=8,, R=T

isaralorini daxil etsok (6.2.1)-don alariq:

_ou, 18ue u, _ou,

g = ;€ —+; g, =
" or w250 T oz

. 1(1&1 %_ﬁ} s,z=l(5“2+a“rj(6.2.5)
2\2 00 or r 2\ or oz

. 1(6u 1 au, j
“"2lez rop
oyrixatli koordinat sisteminds garginliklori deformasiya-
lara uygun isara edirlor. Oyrixatli elementin tizlorino nolrmal
tosir edon gorginliklori uygun olaraq oy, oo, G ilo isaro edi-
rik, toxunan komponentlori iss o, o, 0o, kimi isara edirik.

Onda gorginlik vo deformasiya komponentlori arasinda slagslor
dekart koordinat sisteminda

wx = 2Uexx + A€, Oyy = 2UEyy + AB; Oz = 2UEz; + A€
Oxy = 2UExy; Oxz = 2l€xz; Oyz = 2lUEy; (6.2.6)
dusturlart ilo, silindrik koordinat sisteminda isa
= 2uer + Ae; Ogg = 2UEgy + AL Oz = 2UE, + AL

Gro = 2|u€Erp; Orz = 2H8rz, G20 = 2U€z0 (6-2-7)
dusturlari ils ifado olunurlar.
Hor iki halda

e= SXX + Syy + 822 Vae= 8”‘ + 896 + SZZ (6.2.8)
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Xiisusi halda oger oxasimmetrik deformasiya halina baxi-
lirsa, onda deformasiya 6 bucagindan asili olmur vo ug=0,
€ro=€¢=0 olur. Ogor bundan basqa deformasiya z doyisonindan
do asili deyilso onad &, = g9, = 0 olur va biz miistovi masalaya
baxmali olurugq.

Sferik koordinat sisteminda (r, v, @) (sokil 6.2.1, 6.2.2.).

A4 X3

Sokil 6.2.2. Sferik sistem
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X1 = rsSinNLCOSE; X = rSiNLCOSEP;X3 = rcosv (6.2.9)
0<r<w,0<9p<2m0<v<m.

Bu halda
ds® = dx? +dx; +dx3 =dr® +r’sin® vde® + r’dv’
Vo buradan hy =1, h,=rsinv, hs=r (6.2.10)

Yena da Ug = Uz, Uz =Ug, Uz = Uy, VO €11 = €1y €22 = gy
€33 = Eyus €23 = Epuy €31=Erps €12 = Erp

desak (6.2.1)-dan va (6.2.10)-dan aliriq

ou, | 1 ou, u, u, .
= y € =———— +—+Ctgu—;
or ® rsinvbop r r
lou, u,. 1 1 éu, u, adu,
o = oo+ g, = -+
200 r 2|rsinodp r or

Sru
2lroo r or
ou, u
zaqm:1 1—“’——“’Ctgo+ 1 au,
2lrov r rsinv oe

Sferik koordinat sisteminds do goarginlik vo deformasiya
komponentlori arasindaki asililiq

1[1 ou, u, auo}
o

O = 2l + A8} Gpo = 2UEpp T AE; Gyy = 2UEy, T A€
Gro=2Ere; Ory = 2UEry; Cpuv= 2UEpy (6.2.12)
e = 8|’|’ + SUU + S(P(p

diisturlart ilo toyin olunurlar.

Xiisusi halda deformasiya voziyyati markozi simmetriya
xarakterli olarsa, onda deformasmiyalar ancaq r dayisoninin
funksiyalar1 olarlar va bels toyin olunarlar
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_ €op = Eop =1 & =& =&, =0 (6.2.13)

Srr - ar ’ [0 vL r ro
(6.1.8) vo (6.2.9) miinasibatlorindon alinir ki, bu xiisusi
halda
G, =21E, +AL Gyp = Oy = 21E,, + A
o, u, (6214

— — — _ r M
G, =0, =0,=0 e=¢g, +2e, = o +2 .

oyrixatli ortoqonal koordinat sisteminds horakot tonliyi
asagidaki kimidir [54]:

8 00« 8h
8x, Z hZ 8x
. N (6.2.15)
gGIk
+ xgh. =0
Z@ak( b, ] ah,

Burada g:h1h2h3.
(6.2.15) tonliklari silindrik koordinat sistemindo asagidaki
sokla diistirlar:

oG, +}80m, N oG, N O — Oy £X =0
o r op 0z r

0 0

S , 1904 00, 5% . x _p (6.2.16)
o rop oz r ?
oo, 100, .|.86rZ +G—”+XZ:O

o rop oz r

burada X, Xy, X; — hocmi qiivvelordir (dinamik masalalordoe
odalot qiivvalaridir).
(6.2.15) tonliyi sferik sistemds bels yazilirlar.

260



oo, 1 0o, 1do,
+— +=
or rsinv op r ov
N 26, -o,,—0,, —Ctguo,, £X. =0
r
oG, L1 00, L1 oG,
or rsinv dp r oOv
N 30,, +20,,Ctgu N
r
oo, 1 0o, loo,,
+ i

+—
or rsino op r oOv

N 3o,, + (GDU — Gy )Ctgo N
r

(6.2.16) vo (6.2.8) sisteminda gorginlik komponentlarini

(6.2.6) diisturlar1 vasitosi ilo deformasiya komponentlori ilo,

deformasiya komponentlarini iss uygun olaraq (6.2.5) vo

(6.2.11) disturlar vasitasi ilo yerdoayismalarlo ifado olunmus
horokat tonliklorini belo yaza bilorik:
a) silindrik koordinat sisteminda:

ou
H(Aur—u—zr—Z 5 ‘°J+
r r“op

(6.2.17)

X,=0

X, =0

0
+ (A + )— lé(rur)+1h+% +X, =0
ror r op o0z
u 2 ou
Au, ——2r———" |+ 6.2.18
u( Rl a@j ( )
0
+ (L + )— 12(rur)+l o, Mz | x 0
ror rop oz ®

ou
pAu, +(l+u)— lg(rur)+1—“’+% +X, =
ror rop oz
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b) sferik sistemdo :

ou
M{Aur —rz{u, +i§(u sin U)+1}}+(7\.+p)x

sinv ov sinv O
<O %g(rzurﬁ ! i(u sinv)+ 1, +X, =
or|r°or rsinv ov rsinv oo (6.2.19)
2| du 1 cosv ou 1
AU — = | 2 - e A =
u{ . r{@u 2sin?u " sinv 8([)}}4_( ﬂl)rx
0
<2 izg(rzur)Jr ! i(uUsino)+ L L+XD=
ov| r-or rsinv ov rsinv op
u
uAU—ZZ_ A, +ctgu u, 2 +}LjH'l><
® r*sinv| oo oQ " 2sinv rsinv
au,,
<9 izg(rzur)+ 1 i(u sinv)+ L +X, =
op| r°or rsinv ov rsinv a(p
Burada
2
_ 1o r? 29 + 1 0 smoij+ ! 82(6220)
“rParll or) r’sinvav ov) r’sinv oe

sferik sistemdo Laplas operatorudur.

Pyezoelastiklik tonliklor sistemini tam sistemo gatirmoak
ticiin elastiklik nazariyyasinin yuxarida gostardiyimiz tonliklo-
rino deformasiyalarin birgolik sortlorini vo termodinamikadan
molum olan Maksvell tonliklorini do qosmaq lazimdir. Onlar
umumi halda ayrixatli ortoqonal koordinat sistemindo asagi-
daki kimi yazilirlar:
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1 {8(E3h3)_8(E2h2)}i+ 1 {a(Elhl)_a(Ezhz)}]+

hh,| 6o, oo, hhy[ do, Oy
1 | 0(Eh,) OEN)|_ B SrE=-8
h1h3 aal a(x’Z
1 (H h ) (H h ) i 1 a(thl)_a(HZhZ) ].,.
oo, oo, h,h;|  da, doy
{ o(H,h, )} k=-PB LrtH=--L  (62.21)
ot ot
oh:n.,) , ohhiD,), ohhD)|_ | p—
h;h 2h3 da, oo, 0cts

{a (h,hsBy) , a(hhsB,) 8(hlth3)}:O_)divB:O

h,h,h,| oo, oo, 0oL,

Burada H;, H,, Hs — dielektrik olmadigda maqnit sahasinin

gorginlik vektorunun; E;, E;, E3 — elektrik sahasinin gorginlik

vektorunun; D1, Dy, D3 — elektrik induksiya vektorunun kom-

ponentlaridir.

B1, By, B3 — maqgnit induksiyasi vektorunun komponenloaridir.
Pyezoelektrikliyin yerdayismalorda harokat tonliklarini bir-

basa almaq tigiin, dekart koordinat sisteminda elastiklik nozs-

riyyasinin

0G ;. o%u.
y ' 6.2.22
P ar (6.2.22)
tonliklarindan va
T, =c;S —e D,=e,S +& E. (6.2.23)

hal tonliklorindan istifado edlrlk.
Xotti pyezoelektriklorda sarbast yiiklorin va kegiricilik co-
royaninin olmamasini nozoro alaraq elektromaqnit stialan-
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masinin rolunu nazaro almasaq Maksivell tanliklorini belo yaza
bilorik:

0 0 0
——(h,h,D,)+——(n,h,D,)+——(h,h,D,)=0 (6.2.24)
oo, oo, oo,
E- (1% 100 10dp) __ 0
h, 6a, h,0da, h;oa,
Onda (6.1.23) tanliklori galinliq istigamatinda polyarlasmis
pyezokeramika tligiin asagidak: soklo distirlor:

T, = Cfl% + ClEz o, + ClEs O +€3 N,
0X, 0X, OX, 0X,4
T, = CE% + ClEl W, + ClEs s €5 N,
0X, 0X, 0X4 OX4
3 2 3 3
T4ch4 %4_% elS%
OX; OX, oX,
Tooce| M Mo o (6.2.25)
O0Xy,  0X 0X,
ou, adu
Te - CeEe P : _2]
X, OX;
D, =¢; Xs +% - flaU1
O0X, OX, 0X,
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Burada miinasiblik xatirina ¢ = u,s demisik. (6.2.25) ifado-
lorini (6.2.22)-do yazsaq, tenzor soklinds yazilmis ug, up, Uz Vo
us machullarinin daxil oldugu dord tenlikdon ibarat sistem
alingq:

Lij uj = 0 (6.2.26)

Burada Lj; xatti diferensial operatorlardir vo (6.1.25)-m
(6.1.22)-do va (6.2.24)-in birincisinda yazmagla tapilirlar.

Mosalon, (6.2.22) tonliklorino baxag. O bizim isaralorlo
bels yazilir:

oT, oT, oT, oy,
—+ + =p—
OX, OX, OX, ot

o, , aT, , aT, _ pa;tu22

(6.2.27)

OX, OX, OX,
0Ty N oT, N aT; _ o 621123
OX, OX, OX,4 ot

Bu tonliklords T; (izﬂi) (6.1.25)-doka ifadoalorini yazib
alingq:

cr o +c§, o +Cy o p82 u, +(c5, +c5;) o, -
11 5X12 66 ox, 44 6X§ o2 |+ 2T e ox,0X,
2

2
+ (C1Es + C54)& + (e31 + els)& =0

OX,0X4 OX,0X
o’u o’ o’ &
(5, +c5 )2 +£cE +Ch—5+Cu—s—P—7 |U, +
127 “66 OX,0X, 66 axlz 11 ax§ 44 8X§ at2 | 2
2 2
+(cE+ 054)&+ (€5 +€55) Ui _g (6.2.28)

OX,0X 7 0% ,0%
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o’u o’u o* &
i+ CE“)ax o s CE“)ax o+ [CE“(ﬁ T )
2713 1 2

1 3
e 2 & { & azJ az}
+Cop——pP— |Us+| €|l —+— |+€33—5 U, =0
% ox2 &2} ’ 15(6xf oxi) Foaxd |

Induksiya vektorunun D;, D,, Dz komponentlorinin
(6.2.25)-daki ifadolorini (6.2.24)-in bircinsinds yazib daha bir
tonlik aling:

0° 0°
e te u, +
( Poxox, o 6x28x3J !

e e O u s
POox,0%,  LOX0X, )

2 o . (6.2.29)
85| ozt 50z [T Csz |Us ™
OX; OX5 OX3
o> 0 0°
_|:8f1(a 12 +87§j+e§3 Gxg}u“ =0
Belaliklo, tapiriq ki:
0° 0’ o’ 0° 0’
LllzclEla_Xf_'_Cgea_Xg_'_czia_Xg_p?:Al_pﬁzml
0° 0’ 0° o° 0’
L., :CEGan-'_CflaTg-'_cia_Xg_p?:Az —13?:32
o° 0 0’ 0’ 0’
L,,=c + +CE —p—=A,—p— =0
33 44{5X12 5X§j 33 8X§ patz 3 patz 3
o° o°
L =(cE+cE)—=|_ L =(CE+CE)_
12 12 66 aXlaXZ 21 13 13 44 8X16X3
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OX,0X OX,0X 4
2
L,, = (631+els)8X16 3 ; La1 = Lig; Lao = Log;
82 82 82 .
= els[axf +6x§j+ 3 ox? =4
2 2 2 2
41 e15

+e ; Ly,=¢ +e
XXy XXy P OX,0K, X0,

0?0 0?
L43 = elS( + J"‘ €33 = A4

OX? X5 ox2
2 5 5 (6.2.30)
Lys=—As = Sfl[a—xlz +8_x§J - 8§3a_x§
Burada isaro olunub:
82 82 82
A, =C5,— +Cg, +C5
1 11 axf 66 axg 44 axg
62 62 82
A, = Cgs axf +C1E1 8X§ +CE4 8X§
62 62 62
A, =C§ + +ct
3 44(axf ox: ) B ox?
- 5 (6.2.31)
Ay = els( >t <2 |t €2
OX; OX5 OX3
82 2 82
Ay =€ —5+— |+&
° “(8xf axi] % ox2
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0? 0° o°
L L e L

An (n=1,5) operatorlarina anizotrop Laplas, [ (p:l,_S)

operatorlarina iso Dalamber operatorlar1 deyilir.
(5.12.1), (5.12.2) codvallori va (6.2.23) hal tonliklarine
osasan silindrik koordinat sistemindo

T, =T, =cS, +C5Sy +CiS,, —€4E,

T, =Tg = ClEZSrr + ngsee + Cf3szz —e5E;

T,=T, =C.S, +C5Sy, +C5S,, —€4.E,

T,=T,= CE4Srz —eF,

T, =T, = CE‘,’SGZ -e.:E; (6.2.32)

Te=To= Cgesre

D, =¢S5, +¢,,E,

Dy =€,55, + &4,

D, = e31(Srr + See)+ €35, +E5F,

(6.2.6) ifadalorini (6.2.32)-dos yazsaq alariq:

0 .1 10 ou, _ au
T =(cfl§+cszju,+(CIEZF%)UO+CE e,

m

B oz oz

0 1 10 ou, ou

Tee=(C1Ez§+(:§2?jur+(C§2F%jue+ci oz — €3 824
o 1 10 ou ou
T,=Co| —+=|u, +|Ch== |u, +C5,—% —e,,—=
z 13(&’ rj r [Bréej 0T P
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o oz or
ou 10ou ou
T. =ct 0 -z | g 14 6.2.33
z0 44( az r aej 15 ar ( )
_e[Lou, au,
R D S ¢

J— ___+__ .
“Blreo o

lou, ou, u
De 2615 F%'Fa—re—Te}‘FgllEe

ou, lou, u
D, =e e R R oo =
2 =% 5 T g rj €33t

(6.2.32)-ni (6.2.16)-do yazag. Onda (6.2.26) sakilli tonliklar
sistemini alariq vo uygun xotti diferensial Lj; operatorlarinin
asagidaki kimi olduqlarini gororik.

0 ? 106 1 1 8 e

L11=0h=A1— y A =C - = |+c, S —=—+ct,—
11 1 1 pa 2 11(ar ror rz 66 2 892 44 (322
o o ” 10 1 1 8 0
Lzz—Dz—Az—pﬁ, A, =c§6(ar2+rar— r2J+C1El F 207 +cf4§

o ? 10 1 & 5
Les=ls=As—p—7; Ay =Cl)| 5 +-——S5—5 |[+Ch—
ot? “loar2 ror r2oe?) oz’

A, =e o 10 10 Lo o
Bl a2 ror r2op? 38 oz?

° 10 1¢ o
AS = 811(? +F§+r_2ﬁJ + e33g (6234)
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Ly, = (ClEz + CGEG)%;—;O ( ot Cge) 2 %

L, = (cfg + ci);;z L,, = (e, 15)%%;2
L, = (clE2 + CEG)%;—;G + (clE1 56)%2%

L,,= (cf3 + ci)% 8?29 o Ly =(ey,+ els)%af—;e
Ly, = (C'f3 + Ci)( 6?22 + %%J ; Ls2 = Lag
Las=As; Ly =(eg + e15)(af—;z —%gj ;

Lsz = Las = Ag; Las = — As.

(6.2.12) vo (6.2.23) miinasibatlorino asasan sferik sistemda
gorginliklor vo yerdoyismoalor arasinda asagidaki miinasibatlori
aliriq:

T = clEl% + clEZG aauUU + %) +

1 ou
+cf3( : —‘°+i+ctgo5]—e31E(p
rsinov op r r

e OU, E(l&uu auerr

Tu:C21 +Cpy

v or

1 ou u
E () r v
+C ———— + T +ctgu—2 |—e,E

13(rsmo op r g rj e
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PP

o M8 (1au ﬁ)ﬁt
o Hrov or

ou
+C5 (L 0 4 e +Ctguu—J esE,
rsino cp r r

u, au,
_cE, 1 odu _Y _e.E.
rsinv a(p r 8r

C 18U U L+ l ou, _e,E, (6235)
r ao T rsinv o
G e J
roo r
1 au,
“ctge +&,E,
rsinv 8(p T
D,6=e i3 ictge +¢,,E
* rsinv acp roor H

ou
D, _e31 r+e _> A, w4 +u"ctge +e55E,
or rsino op r r

Bunlar1 (6.2.17)-do va (6.2.24)-in birincisinds yazib lazimi
riyazi omoallari yerina yetirarok alinan tonliklori (6.1.27) soklinag

gotirmoakls tayin edirik:

82
Li1=A1— py =)
0° 10 2 (e £ 1 0*
A =cC +2-— [+—=\Cc+C,—C +c— +
! 33{8r6q> rarj rZ(13 12 ”) *®rZsin? v d¢?
+CE la_2+lctgui
“r2ov?: r? ov
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o° 20 1

A, = c§6(ar2 +?8rJ (2066 ci, +cotg u)r—2+
e 1 O e L il +£ctgu 9
“r2sinfv e’ Ml rrov?  r? v

* 20 1
A = Cf{_z +— j (2044 +Cp, +CriCtg U)_z

o ror
E 2 2
+—C“4 a—+c11 82+Ctgu iz
r’sin®v o’ ov r
10 2 0 ey 0%

A, =(e; +e —+e +
=(eu+e)] rordo . 2 au  r’sinv o¢?

2 2
LT Ly pewt )

r’sinvop’  r’ov’ r oV
1 o
r?sinv op

E E E

82

E E E

L, = (C13 + Cee) + (C13 —Cpp—Cpp — Cee)
oroe

rsinv

L13 = (CJI_E3 + CE4)[‘_Z% + (ClEs + CEA)F Ctgl_)a +

10 1
E_E _E _E E_E _AE _E
+ (C13 —Ci =G~ C44)r_2% + (ClS —C = Cpp— C44)r_2 ctgo

0?2 0 104 1 0
L, = esa? + ?(933 - e3l)% tCs 57+ r_Cth_U

L, = —(clE3 +Cg, )La—z + (clEl +Cp,+ ZCEG)L_i

*"rsinv orde r?sinv oo
82
L22 = Az — ? =[lh (6236)
2
L,.=(cE +ct, )J————+|(cF +ct _COoSL_
2 (12 44)r23ino dpdv (“ 44)r23in20



1 0 2 o 0
Lo =65 —; +85—5— +C0SV-—
rsinv oroe resinv{ dpov op

1 62 10
L31 = (Cfs + CE4)F% + (C1E1 + sz + 2054)?2%
1 o? cosv 0
L, =(c,+¢5 ) 5—————Ich+C5) 5 —
32 (12 44)rzsino dpdv (” 44)r28in20 ¢
82
L33 =Az— py =g Laa = A4
0° 20 2e
L41 = 633?"‘ (e31+esa)?5+ r231 +
1 & +l o +r2ctgo-i
¥l r?sin®v 8> r? ov? ov
1 0° 1 0
Ly,=(65+€5)————+(65—8€;5)5——
42 ( 31 IS)I’SinU ﬁrﬁ(p ( 31 lS)rZSinU a(p
1 6° 1 0 1 0 ctgo
L43=(6314-615{?%+Fcth§]+(esl—els{r—2%+ r2 )

L44=7A5.

Belaliklo, ortoqonad dekart, silindrik vo sferik koordinat
sistemindo pyezoelastikliyin yerdoyismalorlo ifado olunmus
harakat tonliklorini ¢ixarmis oldug.

§6.3. Garginliklarla ifada olunmus
pyezoelastiklik tanliklari

Gorginliklorlo ifado olunmus pyezoelastiklik tonliklorini
almaq Uglin tez-tez elastiklik noazoriyyssindon molum olan
imumilogsmis Beltrami-Mitgel tonliklorindon istifado olunur.
Pyezoelastiklik tigiin imumilomis Beltrami-Mitcel tonliklori
almaq ti¢iin biz deformasiyalarin birgoalik sorti olan
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0°S, 0°S o°S 0°S 0 [0S, 0S; 0S
1, 2 _ ) 1 _ Y 6 95 U
X5 OXZ OXX,  OX,X; OX \0X, OX, OX,
o', %S, O, , 0, 0(e8, 88, 054,
X2 OX5 OX,Xy  OXX, OX,\ 0%, OX, OX,
0's, 0%, _ 'S, , 0%, _ 0 (38, oS &S,
OXF OX: OXX,  OXX, OX5\0X, OX, OX,

sortlarindon va yena do elastiklik nazariyyasinin malum

ﬂ-i-%-i-@:x
OX, OX, OX,4
s + o, + T _ Y (6.3.2)
OX, OX, OX,
oT, N 0T, N aT; _ Z
OX, OX, OX,
tonliklorindan istifads edacayik.
(6.3.2)-don aliriq:
oX oY oz 0T, 82T o0, o°T,
X, 8x2 X, éxf OX:  oxX:  OX,0X,
2 2 2 2
K N G _OT, 0T P, I (g
ax OX; OX, OX; OX; OX; OX,0X,
oX oY oz o°T, o°T, o7, o°T,
= + —
O, 8x3 Cox, XX oxP axEoxox,
S, —sﬁTj+d .E;
(6.3.4)
a=d. T +e E,
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hal tonliklorina vo (4.12.2), (4.12.3) cadvallorino asasen izoter-
mik proses ti¢lin yaza bilorik:
S, =s;,T, +s5,T, +s5,T, +d,.E,
S, = szT1 + ngTz + S1EsT3 +dg,E,
S, =s5(T,+T,)+s5,T, +d,,E,
S4 = SE4T4 + d15E2
S, =5, T, +d,.E, (6.3.5)
Sy = Z(SlEl - SlEz 6
D,=d,. T, +¢E,
D,=d.T,+ nglE2
D, =d,, (T, +T,) +dg, T, +eL,E,
(6.3.5) minasibatlorini onlarla ekvivalent olmagla istifado
ticiin daha olverisli asagidaki sokilds yazaq:
S = SlEl[(1+ V12)T1 -V, 2+ (v12 - vlS)T3]+ d,.E,
S, SlEl[(l+ \/lz)T2 —V,2+ (v12 — v13)T3]+ d,,E,
S, =S [L+ vy, )T, = v, 2 + (v = v T+ T, )+ (Vs =1 T, ]+ dyE,
S, =2s5v,.T, S, =2s5v,, T, +d.E, (6.3.6)
Se = 2(S,,— S, )T, = 255 (L+V,, )T,

E E
S S
Burada =T, +T,+T,, v,=—-=2; v,,=—-2 (6.3.7)
11 11
SE SE
Vgg =2, v, = —ZL;; isaralori gobul olunub.
sll 11

Izotrop materiallar {iciin viz = vi» = v, vas=1, va4 =1+v
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(6.3.6) deformasiyalarint (6.3.1) barabarliklarinin birinci
ticiinds yazib aling:

o°T, o°T, o° 0
(1"' Vlz) o (1"' 12) o + (Vlz V13{_2 + _ZJT3 -

2 1

2 2 2 2 2
—v, 8_2+8_2 Z+d—§l 6_2+6_2 E,=2(1+v,,) 0T
OX;  OX, S \OX]  OX5 OX,0X,

o
X3 0X;
0° o? o°T,
+ {(Vss 1) 2 +(V12 _V13)6 2:|T3 + (Vlz v13) )
2 22 2 ’ 2 *  (6.3.8)
e |2 e B L -
OX; OX; S;; OX; Sy OX3
d,, 0%E, 0T,
SEOX, 0, o OX,0X,

2 2

0 0 o°T.
|:(V12 - V44)8_X12 + (1 + V“)a_xi} T+ (Vlz - Vls)aT; +
2 2

0 0
+ }\,44y1—2 + |:(V33 + VlZ)aX

62
+ (Vlz Vig+ V44)_} T, -
; X3

1

2 2 2 2
-V, 8_2+6_2 >+ Gy 0 +d31 0 E, -
OX; OXj S5, X2 sf, 0%}

_ds 82E 5y 0T

Vaa A
S, OX,0%, 10X, OX,0X4
Bu tonliklarin har iki tarofine uygun olaraq
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o°T, 0°T, o°T,). o°T, o°T, o°7T,
(1+V12 >t =2 ~ =2 |0 Vas >t =2 =2 | W°
OX; OX,  OXj OX; OX3;  OX,

2 2 2
(a T, OT, 0 Tl) (6.39)

ox:  ox; ox:
ifadalorini olave edib (6.3.3) barabarliklaring asasan aliriq:

o° o
(l"' V1z{_z + _2j(T1 +T, ) +

OX; OX,

0? o? o? 0? 0?
+ |:(V12 - Vls{a—xf + a—xgj — (1+ VlZ)a_)(§:|T3 - Vlz[y + 872}2 +

62 62 2 82
|:(V12 Vls)@ + Vi 8X12 :|T1 +[(1+ Vlz) g +(V12 Vi3 V44)8X§ }Tz +
+ (V33+V12) 22 +(V12 Vi3 V44) 62z 3~ Vi 622 + 622
5 OXj OX, OX;

d,, 0° dj &° d, 0°E oX 0Z oY
LAY, WL
S;p OX;  S;; OX3 S;1 OX,0X, O0X, OX; OX,

2
1 aXl

0? 0° 0°
|:(V12 —Viz— V44)y + (1"' V12)W}T1 + |:(V12 Vls) -
3
0° 0° 0°
—Vuu 5_)(5}1-2 + {(Vss V12)5X + (Vlz Vigt V44)y} T, -

1 3

2 2 2 2
_V12(6_2+0_2j2+[d33 0" dy O }Es_
OX; OXj S5, OX; s OX:

by O°Ey (av oz ax]

SE oxy %, lox, ox, ox,
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Bu tonliklor tizorinds asagidak: analoji eyniyyat ¢cevirmalori
yerina yetirok. Masalan:

2 2
(1+v12{%+%J(T1+T2) ifadosine baxag. Bunu belo

1 2
cevirak:

0? 0?
(1+ Vu{y + ang(Tl + Tz) =

1

o0 o° 08 o
={1+v + + - T+, +T,-T,)=
( 12{8Xf axg axg axg j( 1 2 3 3)

2

0? 0? 0?
= (1+V12{(8X2 + 6X2 - aXz ][(Tl +T2 +T3)_T3]_ (6-3-11)
3

3

0? o°
=(1+v,,) AZ _572 —AT, |+([1+v,)—T,

2
3 X3

Buna oxsar ¢evirmolorlo (6.3.10) tonliklorini asagidaki
ekvivalent sistemls avaz etmok alverislidir.

( )L o’ j ( ?

1+vy,) AZ =L S = AT, |+ (v = vig )| ——+ 2 | T, -

12 ox2 : ¥ exox, ox? )l
2 2 2

~Viz Az_izz +d*|351 a72"'672 E3:(1+V12 %‘Fﬁ_%
OX3 S LOX;  OX; OX;, OX, 0OX,4

o o
(Vi +1)[A2 —aXZZ—Ale —vl{AZ —822]+

1 Xl

o2 o? o
+ [(1— Vi, — VAA)y + (Vlz - VlS)@XZ}Tl + (V44 -1~ VlS)yT2 +

1 2 2

+[d3152+d3362}E3_d15 OE, _ 44[6Y oz axJ

7E8X2 E a 2 Tax a a + 8 a
Sll 3 S11 X2 Sll 2 X3 X2 X3 Xl
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o? o
(1+v12)(Az —aXZZ—ATZJ—le(AZ —axzz}

2 2
2 2

0 0
+(V44_1_V13)8X2 T1+(1+V12_V44)6X2 T, + 6.3 12)
1 2 3.

0 0
+ {(Vss _1)512 + (Vg —1- VlB)@Xé} T+
+(%62+%62JE3_% O _ {GXﬁZ_GY]

=V
st ox? st ox? st ox.ox,

(6.3.12) tonliklorini toplayib naticodon AX-n1 tapiriq:
1 oX oY oz
= {(1+V12{a_+8_J+(2V44_1_V12)87_

1 2 3

0? 0?
S\ _V13_V33—1{F+8_X§j+ (6.3.13)
82 82 82
+ 2(2V44 -1- Vls)a_xJ T, - (V12 - Vls{ﬁ_xf + a—xgjﬂ -

82 d,.+d ( 62 82 ]
\ 33 31

—(v -Vi3) I, - + +
12 13 6X§ 2 { E axf axﬁ

sll
d, 0> d 0 d, o
< St Es+—¢ E,
S;; OX;  Spy OX,0X, Sy, OX,0X,4

(6.3.12) vo (6.3.13)-do A — adi Laplas operatorudur.
(6.3.13)-1i yenidan (6.3.12)-y» daxil edib zaruri amallari ye-
rins yetirsok alariq:

+2
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EllT + E12T2 +LsT+L0= TV |t
— V12 aXl
N 1+v, v, oY N v, —1-v,, v, oz
1-v, oX, 1-v, 0X,4
(6.3.14)
L, T,+L,T,+L,T,+L,.0= GJF Vig _ VMJ% +
-V, 0X,
N 1+V12+v44 oY N 2\/44—1—\/12_\,44 oL
1-v,, OX, 1-v, OXg

- — o~ vu+v,) (X 8y
L, T+L,T,+L,T,+L @:M(—+—]+
31 3272 333 37 1 _ Vlz axl axz

n 2,4, = (2+v))A+vy,) OZ
1-v, OX,4
Burada L;-lorlo (i =13, jzﬂ) isara olunub:

2

= Vi, — Vi3 | O
Lo={1+v,, + 22— |—+
1-v,, JOX;

2 2
+ 1+v13+M 8_2+(1+V12)6_2
1-v, JOX; OX3

2 2

— Vi, —V 0 0
L,=[14+v,;—v,, +2—F8 =+ —
1-v, JOX; OX;

L, =(1+ v12—v13+v33—lj 0° N

1-v, ox?
Vi, — Vi3 + Vg —1) 0°
T PRVIRTC e R & —+
1-v, 0X;
Vy—1-v, ) 0
+|1+v,— v, +2-4 B —
1-v, )ox;
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_ 2
E17 = _Eld—il|:(l+ d33—EdlsJ% +
s(L—vy,) S X1

d, o
o Y ox.0
X3 13 X2 X3

N

+(1-vy,) d, axg +(1-vy,)

2 2 B 2
E22:(1"'\’12 5_2+3_2 + ]-"'V44+M 8—2
OX; OX; 1-v, )JOX;

2 2
L,, =1+ vy, \/44+V12 ME 62+ 14 Y127 V1 62
1-v,, Jox; 1-v,, )OX;
L.=|1-v Vi, —Vig+ Vg1 o’ v o —v 4 Y127 Vis 6_2+
23 13 1-v, ox? a3~ V12 1-v, )ox2
1 2
+ 1+\/13—v44+2v4“—1V13 8_2 (6.3.15)
1-v, OX3

+(@1+vy,)

.. (1d_dja_(1d_ja_
— Vi ds, axf d,, 8x§

_ _ 2
L, - 1+v13+V12 Vig+ Vg —1 82
1-v, OXy
2
+ 2+v12—2v44 17V, 62
1-v, OX3

o° 0

_ V127 Vis

_ 8%
L,, = + + ; Ly =
2 1-v, (8xf 8x§j ox:

82
+ 2J+
0X5

2 2
Vi, — V3 O N 0
2 2
1-v,, OX; 0OX;
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_ 2
L,, = _1_931 Kdmd dy, _Vlzjaa -
V12 31 X

2 2 2
+(v12+%ja +2a Y O }

dy, Jox2 T ox2 dy, Ox,0x,

Eyni gayda ilo (6.3.1) sartlarinin ikinci ti¢liiyiindon pyezo-
elastikliyin daha ii¢ tonliyini aliriq:

T T s - — oY oZ
L41(T1 + T2)+ L43T3 + L44T4 + I—45T5 + L17(P = (1+ Vlz) ~ T
OXy  OX,
T T . - — oX o7
L51(T1 + T2)+ LesTs + Lss Ty + LesTs + Ler0 = (1+ Vlz{& i 8_]
30X
T T - — oY oX
LGl(Tl +T2)+ LesTa+ Lee T + L0 = V44(_ + _J (6.5.16)
oX, 0X,
Burada:
— 0?2 _ PL
L, = 7 Le=0Q+v,—Vv,)——
41 oX,0, 43 127 Vi3 X,0x,
- o &
L, =@+ Vlz)(y + yj ;
S (6.3.17)
62

E45 =(+v,=Vy) m
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d, & - & - 5
=--3 L, = s Ly =0+ vy, = V) ——
TosE axoxT T axox, | 1+ viz =vio) OX,0X

— 82 _ 82 62 82
L, =(Q+v,-V,)——Lis=00+v )(—+— +Vu—s
54 12 44 6)(16)(2 55 12 aXf axg 44 6)(;
d, & — - &
= ———, L =V -V ~ , L =V
57 SE_ axlaxs 61 ( 44 13) axlaxz 63 33 axlaxz

— 0?02 0?
L66 = V44(3_X12+5_X§J+ (1+ Vlz)a_)(g;

L, = _(dzs_v44d15j o’
s, OX,0X,0X

(6.3.14) vo (6.3.16) miinasibatlorinds alt1 tonliys yeddi mochul
daxildir. Bu sistemin gapanmasi liglin, yani tanliklorlo machul-
larin saymin barabarlogsmasi iigiin bunlara elektrik induksiya-
smin va elektrik sahasinin gorginliyi daxil olan

DBi_gvog, =20 (6.3.18)
OX; OX,

tonliklorini do qosmaq lazim golir. Bunlarin birincisindan
(6.3.6) borabarliklarins asasan aliriq:

oly 0T, 0 T,
dls(_s + _4] + dSlaT(Tl + T2)+ d338_3 +

O0X, OX
o 3 °  (6.3.19)
+&, E, ., €33 %, _ 0
OX, OX, OXg

nozars alsaq ki,

oX, 0X, 0X,4

o, oT,_,_dT,
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borabarliyi dogrudur, onda pyezoelastikliyin yeddinci tanliyini
bels yaza bilarik:

LT+ T,)+ LTy + Lo =—0,.Z (6.3.20)
Burada
L, = dalaT L= (dsg - dlS)& L,, =-A; (6.3.21)

3 3

Belaliklo, (6.3.14), (6.3.16) vo (6.3.20) tonliklor sistemi
elastiklik nazariyyasindon malum olan izotrop materiallar {igiin
Beltrami-Mitgell tonliklorinin pyezoelastiklik hali {igiin {imu-
milosmasindan basqa bir sey deyil. Dogurdan da, anizotropluq
Xassosini gostoron parametrlori izotroplug parametrlori ilo
eynilosdiransak (Yani vi,=vis=v, v=1, v,=1+v gotiirsok) aldi-
gimiz sistem moalum Beltrami-Mitgell tonliklori ilo ist-iisto
diisorlar, yani asagidaki tonliklori alariq:

82 82

1+ VAT, +—2=0 (@A+V)AT,+—X=0
A+ v)AT, ox? A+ VAT, OX,0
82 2
A+ Vv)AT, + FZ =0 (@+V)AT, + >=0 (6.3.22)
X2 Xl X3
o° 0°
AL+ VAT, +—2=0 @Q+V)AT,+—-ZX=0
OXj OX,0X,

Dinamika masololarina baxdigda timumilogmis Beltrami-
Mitgell tonlilorini almaq tiglin avvalca elastiklik nazariyyasinin
osas tonliklori (6.3.2)-ya daxil olan hacmi qiivvaleri uygun
otalot qlivvalari ilo avoz etmok lazimdir

o°u o%u o%u

8t21 Y=p 8’[22 Z:pat—z3 (6.3.23)
Lakin burada onlar yerdoyismolorlo ifads olunublar. Onlarin
gorginliklorls ifadslorini tapmagq tigiin

X=p
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ou
S, =—Lt=soT,+s,T,+s.,T.
1 axl 1171 1272 1373
S, =Mz _ET LT 4sET 6.3.24
2—87—512 13511l 5313 ( : )
2
ou, E E E
Sy = 7 =S50 +55;T, +55;15
3
miinasibatlorine miiraciot edirik. (6.3.24) boraborlorini p-ya
(kiitlo sixhgina) vurub zamana gore iki dofo diferensiallasaq

alarq:

a_x:p oy, s 6Tl+s 8T2+S o°T,
ox, ' oxat? 1P PSP T

3 2 2 2
S_XYl:p@?(:;[ 12p aatT +SllpaatT +51E3p% (6.3.25)
0z _  duy g o°T, L 07T, 2, o o°T,
ox, Poxotr P o P o P

Bunlari (6.3.14)-do yazib aling:
L, +L,T,+ LT, +L,0=0
Lo+ LT+ LT+ Ly0=0 (6.3.26)
LT+ LT, + LaggTy+Ly0=0
Bu halda

2 2

_ 0 — 0
Ly, =Ly~ psit, y; Ly, =Ly, —psiioy e’
5 pe

— 0
Li;= L13_pSlEla3¥; L, = L pSM(l Vlz)as o 6’[2 )
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2v,, —1-—
o, = (1+ Vlz)(l_ V44)_ Vlz(% - V44J
12

o, = (1+ Vlz)(l"' V44)_ V12(

2

1-vy, — Vi
— 0° — 0°
Loy =Ly _pa331E1_; L,,=L,,—apes——
ot? X0t
0° e 0°

Ly, =Ls, - Blplelﬁ; Ly, = Loy~ Blpsll?
— e 07 T E o’
Lss =L _B3p811¥; L3, = Ly, +BapSii€ss 8X35t2

2v, = (2+v,)A+vy,)
1-v,,

B, = V12(1+ Vlz)_ Vo

(6.3.27)
2v,, = (2+v,)1+vy,) _ov v, (L+vy,)
13

Bs = V33

1-v, 1-v,

v, (L+vy,) N % 2v,, —(2+v,)1+v,,)

B4:2

1-vy, d,, 1-vy,
o, = oLt Vi, %(M _VMJ
1-vy, dy 1-vy,

Dinamika mosalalori tigiin (6.3.16) sistemi asagidaki soklo

diisiir:
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L11(T1 + T2)+ LysTs+ LT+ LT +L,,0=0
L51(T1 + Tz)"' LssTy + L, T, + LssT5 + Ls;0=0
L61(T1 + T2)+ LesTs+Lgel, +Le0p=0
haradakai:
82

Ly= X, 0, v Las= (l+ Vi — Vls)

2

_ P _
L=Lyu- p(1+ V12)854¥; Ls=Lys

_ 0?
Ly=L,;+ p(1+ V12)d15a_;

2

y; L67 = E67

Les = Ess —PSyy

(6.3.28)

(6.3.26)

Pyezoelastikliyin dinamikasinin yeddinci tonliyini (6.3.20) ton-
liyindon aliriq. Bunun ii¢iin onu x3-0 géra birdofo diferensialla-

yib 6872 -t onun (6.3.25)-doki ifadasi ilo avaz edirik. Onda

3
yeddinci tonlik asagidaki kimi olur:

I—71(T1 + Tz)+ LT, +L;;0=0

Bels ki, burada

(6.3.30)
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ox,  2d, ot

d,—d,, 0 d o’
L. —_|15 33 —v ipSE _}
73 { d13 5X§ 33 d13 11 52

0 0° 0° d.—d.. 0° 0°
L,, = P €11 st |t B3 2 plel_z
Xy OX;  0X, d; 0X3 ot

Belaliklo, pyezoelastik sistemlor tigiin aldigimiz (6.3.26),
(6.3.28) vo (6.3.30) tonliklorindan ibarat olan timumilosmis
Beldtrami-Mitgell tonliklori uygun sorhad vo baslangic sortlori
ilo birlikds pyezoelastiklik masalalorinin hallina imkan verir.

§6.4. Pyezoelastiklik masalalarinin hallarinin yeganaliyi

Pyezoelastiklik masalalorinin hallinin yegansliyini isbat
etmok {iciin 6ton paraqraflarda gostordiyimiz asagidaki miinasi-
batlardan istfiads olunur:

a) harokat tonliyi

Z—I':z% i j=13 (6.4.1)
b) elektrik induksiyasinin tayini tonliyi
DB _ 0 (6.4.2)
oX;
¢) hal tonliklori
Tij = Cijkgskg — ekijEk (643)

Dj = enSu —exEx  1,j=13  (6.4.4)
¢) deformasiya komponentlorini vo elektrik saho vektoru-
nun komponentlarini toyin edon miinasibatlor:
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ou.,
S,, = 0,5{auk + —‘J

o (6.4.5)

__0%9
X,
Gostorok ki, (6.1.4) — (6.4.4) sisteminin halli yeganadir.
Tarsini farz edoak, tutaq ki, onun
TV, uP, DP, EP, SP vo ¥ (6.4.6)
hollindan basqa hor hansi
Tij@’ Ui(Z)v Di(Z)’ E(kZ)' Si(jZ) Vo (p(2)
Holli do méveuddur. Bu hallorin uygun forglarina

T, U, Dy E. S @ (6.4.7)
deyak. (6.4.1) tonliyindan
o, au,
__p_'
ox. ot

J
oU.
forgini E‘-ys skalyar vurub onu hall oblastina daxil olan hor

hans1 V hocmi iizrs integrallayag

] HZIJ —P 6;8‘ J a;‘ }dv =0  (6.48)

Bu boraborliyi bels do yaza bilorik:

oU\ _ U, aU.au
[ 7y =t -1, 5 —05p L B fav =0 (6.4.9)
Wax 7o )™ iatex, o a

Ciinki
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aT; U, 8T8U Ti[%)
ox, ot ox, ot Yox ot

borabarliyi dogrudur.

(6.4.9) borabarliyino Ostragradski-Hauss teoremini totbig
edok. Onda alariq ((6.4.3)-tin simmetrikliyino oSason Yyaza
bilarik)'

jn Y g5 = m{ S k”Ek% aT}dV (6.4.10)

Burada n; (i=1,3) S ssthlnln xarici normalin istiqgamotverici
kosiniuslari, S iso V hocmini hiidudlandiran diizgiin sothdir.

oT .. . _
— ila isara olunub:
ot

oU.
LY Sl B} (6.4.11)

ot ot ot
(6.4.2) — (6.4.5)-ni nozoro alaraq (6.4.10)-u belo yazmag olar:

ﬂnT Y s =

oS,
:.[” CijrSke = + &Es % + 4 (‘Paij‘lrﬂ dv
" ot ot OX, ot ot

(6.4.4)-don

(6.4.12)

oD, oS, OE,

— 8w Tek
ot ot ot

Bunun har tarafini Ex-ya vurag. Onda

(6.4.13)

oS oD, OE,
— €y E, ?k[ =-E, E‘ngkEk t
-E, = el oldugundan

Xk
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0S,, 0 oD,
ot ox, ot

_eik/%Ek

Digar torafdan

0S,, 0¢ 0D,

—e.

T at ox, ot
d ((PaDk): o D, +q>§ oD, :_EkaDk
OX, ot ox, ot ot OX, ot

Ciinki, (6.4.2)-ya gora ZD"
X

k
oD 0 oD
-E K = k 6.4.14
ot ox, (‘P at j (6.4.14)
Onda (6.4.12)-ni belo yaza bilorik:

=0. Demali,

j [n, T ‘dS_
= ”] |:C|Jk/Sk/ ik agtk + aik [(P 88Dt j gtr:|dv

indi mi (p% dV integralna Ostrogradski-Hauss
v OX, ot

(6.4.15)

teoremini totbiq edib (6.4.15)-i bels yazaq:
oT oS;, oE
H_[ {E + Cijkesk( Ej +& E; G_tk}dv =
jj{, _ne 8D}ds 0
ot

(6.4.16)
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Bu barabarliyin sol tarafindoki inteqralalti ifadodo sonuncu
iki toplananin comi hollor forqi ii¢iin daxili enerjinin zamana
gora toromasina baraboardir, yani

oU ~ S,  ~ oF
ot = Cijier Sk L+ g B —*

/ E ik i F (6.4.17)

(6.4.17)-ni (6.4.16)-ya daxil etsok alariq:

0T Do =[n7 % neD s aso

Bu boaraboarliyi [to, t] zaman pargasinda inteqrallayaq:

3

t i 5 (6.4.19)
- ﬂjﬂnmj o ni(pﬁ'}ds:ldt
Buradan iso aliriq
K+U=K,+U, +jdtjsj[njja—oi— . 65[: }ds (6.4.21)
Burada
Ko =[[[ Tydv U, = [[] Udv (6.4.20)
v v

:I:j = ni:IZij desok (6.4.20) asagidaki soklo diisor:
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RU~UWH

L= ~ . . oU; < ~
Burada iss K, vo U, kemiyyatlori e S; Vo E, -lordan

fa—— no D}ds} (6.4.22)
ot

asilt miisbat funksiyalar olduglarindan vo habels sag torof tilda
ilo forglondirilmis hallor iigiin baslangic va sarhad sortlorini
ifado etdiklorindon yaza bilorik

_E -0 (6.4.23)

ou,
ot

!

=

sonuncu barabarlik hor iki holl {giin sorhod vo baslangic
sortlori eyni olduglarindan eyniliklo dogrudur.
Bununla da hallin yeganasliyi isbat olunmus olur.
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VIIFOSIiL
PYEZOELASTIKLIK NOZORIYYOSININ
TOTBIQLORINO AiID BOZi NUMUNOLOR

Bu fosildo pyezoelastiklik nazariyyasinin bazi pyezokera-
mik cihaz hissalorinin dinamikasinin Gyranilmasinds totbig-
laring aid bir sira miialliflorin iglorini niimuna kimi gostaraca-
yik. Homin islorin miialliflori adobiyyat siyahisinda gostarilir.
Gostaracoayimiz islarde moazmuna xalal gotirmodan, ancaq bu
kitabin maqsadine uygunlasdirmaq ti¢iin ciizi dayisikliys vo ix-
tisarlara yol verilir. Isaralor miialliflords oldugu kimi saxlanr.

§7.1. Diskvari pyezokeramik transformatorun
girig seksiyasinin raqslari [36]

Radial vo ya galinliq istigamotindo polyarlagsmis pyezo-
keramik disklar vo holgolor elektroakustikada, transformator-
larda vo digor saholordo genis totbiq olunurlar. Burada bels
strukturlarin dinamikasina baxacagiq. Bunun ti¢iin sadoalik xati-
rina qalinliq istigamatinds polyarlasmis konsentrik halgovari
pyezokeramik 16vhoys baxacagiq. Asagidakilarin dogru ol-
malarini forz edok:

1) Pyezoelementin qalinlig1 kigikdir vo bu gorginlik tenzo-
runun asagidaki komponentlorini nozors almamaga imkan
Verir;

Gz =0e;=01;,=0

2) Elektrik sahasinds sopilma yoxdur, ona gors do elektrik
sahs vektorunun komponentlarindon E,=E¢=0 gétiira bilorik;

3) Elektrik sahasinin gorginliyi ancaq radiusun funksiya-
sidir E=E(r);

4) Rogs tezliyinin baxdigimiz diapazonunda elektromagnit
dalgalarinin uzunlugu baxilan strukturun 6l¢iilarindan shomiy-

yatli doracads boyiikdiir ona géra do elektrostatikanin
divD=0,rotE=0 (7.1.1)
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tonliklorindan istifads etmak olar.

5) Transformatorda enerji itgisi yoxdur;

6) Pyezoelement qalinliq istigamatinds polyarlasibsa onda
E; = Eo=0.

Qalinliq istigamatinds polyarlasmis hoalgavari diskin
horokat tonliklori

2
oG, N 1do, N 0G,, G, — Gy o°u

o roe oz r ot
0G,, +18699 N 00, N zc_rz _ paZUZQ
o r 00 0z r ot

oc, loo, OJc, o, o°u
+= + +—E=p——
o r 00 0z r ot
Burada p - materialin kiitlo sixdig1, uy, Ug, U; uygun olaraq r,
0, z istigamatlorindaki yerdoyismoalordir. Baxdigimiz variant
tictin hal tonliklori asagidaki sokildadirlor:

o, =CES, +CES,, +CES, —d.E,
Gy =CES, +CES,, +CES,, —d,,E,
Cp = ClEa(Srr + See)"‘ CCISESSZZ —dgE,
6,=CES,; o, =CES_ —d.E, (7.1.3)
G = CE4529 —d;sE,
D, =d,S, +&E, D,=d.S, +¢E,
D, =d;,(S,y + Sy )+ dsS,, +€5.E,
Burada CE (i, j=16) - elastiklik modullar, & - dielektrik

niifuzluluglari, di, — pyezosabitlordir.

(7.1.1) — (7.1.3) tonliklorino asagidaki hondassi miinasibot-
lori do qosaq:
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s _ou, . s 18u9+u ou

Z
m

P R "
_1lou, %_S_au ou

;S =142 7.1.4
“~1 00 oz oz or (7.14)
re:%_thl%

or r r oo

Forziyyamizo asason (7.1.2) va (7.1.3) tonliklori agagidaki
soklo diistirlar:

2
acSrr + Oy —Ogg _ ou

z

or r P (7.1.5)
lQ(rDr)+ D. _g
20r 0z
G—CS+CS+CS —d, E,
00 — ClZSrr + Cllsee + C d31 z
0=Cp(S, +Sy)+C5S,, - d £, (7.1.6)
0= CZS —d.E,
=d,S, +$11
D, = d3l(S + See)+ dssS,, + 833
(7.1.4) hondasi miinasibatlor isa belo olurlar
Srr = 8ur ; See :i’ Sze = auz
or r 0z (7.1.7)
_du, du -
S,,=0; S, ry——2

oz or
(7.1.6) miinasibatlorinin {igtinciisiindoen S;-1 tayin edoak:
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E
S,=-Cu(s, +5,)+ I2E,  (7.18)

2z E m
C33 CSS

Bunu o biri miinasibatlora daxil etsok alariq:

Op = E118rr + 612899 - a31Ez
Ggo = 61zsrr + 611899 - as E

7.1.9
Srz +%Er Dr =§33Ez ( )

11

Dz = a31(Srr + See)"‘ E33Ez

Burada
C,=Cf|1- (e C,=C; 1—L:1E3)Z
11 11 E ~E 12 12 E ~E
C11C33 C:12(:33
— d..CE _ d?
d31 = d31|:1— dzjc:%;:| &= Sfl|:l+ ylsgs} (7110)

d2
= _ &S 33
€33 = €55 1+ St

3333

isaro olunblar.
2) vo 3) forziyyalorino géro deformasiya tenzorunun kom-
ponentlarini bels ifads edo bilorik:

ou u
S, =—F; Sypo=— 7.1.11
=t Sw=s (7.1.11)
Bunlari (7.1.9)-da yazib, alinan naticani iss (7.1.5)-ds yaz-
saq yerdayismanin radial komponenti u; ii¢iin alariq:

2 . C
du, tdu tpet Cplly _o (7.112)
dr r dr C11 C11 r

Burada
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, _
k2 =P pzzi deyib, x =2r ganunu il> yeni x
C, C, Ly

doyisoni daxil etsok (7.1.12) tonliyini bels yaza bilorik

[N

d’u, 1ldu 1
ry=——r4|kP-p*=u,=0 (7.1.13
dx?  x dx [ P x} 2 ( )
Belo ki, uz(%szﬁz(x)
ot = Su
Cp,

(7.1.13) p tortibli Bessel tonliyi oldugundan onun timumi
hallini bels yaza bilorik:
U, =Al,(X)+ BN, (x) (7.14.14)
Diskvari transformator iigiin U, markazdos (r=0) sonsuzluga
cevrilo bilmaz. Ona gora do B1=0 olmalidir. Onda aliriq:

U, =AJ,(X) = AIJ{U2 rj (7.1.15)

1
(7.1.9)-a vo (7.1.11)-0 osason gorginlik tenzorunun radial
komponentini tapa bilorik:

5, = Alléﬂﬂ{lo(ﬂ rj _d=v)y |1(2 rﬂ —&,F, (7.1.16)
v, v, or v

burada o - ragsin dairavi tezliyidir.

Eloca do (7.1.11) vo (7.1.9)-un kémayi ilo gorginlik tenzo-
runun galan komponentlorini, habelo elektrik induksiyasi
vektorunun D, va D, komponentlarini tapa bilarik.
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§7.2. Radial polyarlasdiriimis pyezokeramik halganini
oxasimmetrik raqslari va elektrik impedanst [81]

Silindrlar va halgalar soklinds olan pyezokeramik ¢evirici-
lor elektroakustikada genis totbiq olunurlar. Bu masalanin
izotrop elastik, halgo va sonlu uzunluga malik silindrlor tigiin
halli Haskins [103], Qutin [83] vo Lazotkin [94] torafindan
yerina yetirilmigdi. Lakin miiasir pyezokeramik materiallardaki
elektromexaniki alagonin varligi vo anizotropiya [84]-iin nati-
calorindon pyezokeramik materiallar {iglin istifado etmoys
imkan vermir. Hor bir ixtiyari formali pyezokeramik rezona-
torlarin ragslorinin Gyranilmasinin asasinda harokatin diferen-
sial tonliklori, Maksvell tonliklori, habelo mexaniki vo elektrik
sahosinin xarakteristikalar: ti¢in sorhod sortlori dayanmalidir.
Qalinlig1 az va qalinina silindrik izotropiyaya malik olan halge-
lor ti¢lin harmonik ragslorin tonliyi silindrik r, ¢, z koordinat
sistemindo belo yazilir:

aTrr TTZ _T<P(P aZU

+ =p—

or r ot

burada Ty, Ty, — mexaniki gorginlik tenzorunun komponent-
lari, p - sixlig, u — yerdayismonin radial komponentidir.

Tezliklarin bizi maraglandiran araliginda sahonin elektro-

maqgnit dalgalarimin  uzunlugu rezonatorun dlgiilarindan

ohomiyyatli daracads bdyiik oldugundan Maksvell tonliklori

elektrostatika tonliklorino gatirilir. Bu halda sorbast yiiklarin

olmadig1 halda onlar asagidak: kimi yazilirlar:

(7.2.1)

divD=0 rotE=0 (7.2.2)

Polyarlagsma radial oldugda bunlara

D, :%DO vo U=—[Edr (7.2.3)
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tonliklori uygun golir, bels ki, burada D, vo E; uygun olaraq
induksiyanin vo elektrik sahasi gorginliyin vektorunun radial
komponentlari, Dy isa sabitdir: Dy = const.

Radial polyarlasmis keramik qisa holgodo elektromexaniki
hal tonliklarini (T,=0) belo yazmaq olar:

Srr = SI:LDST(p + SCISDSTrr + gBSDr (724)
Spo =S1uT, +5iTy + 04D, (7.2.5)
Er = _gslTw - gSSTrr + BgsDr (7-2-6)

Burada sfj’ - elastiklik sabitlori, gij (i.j=1,2,3) isa pyezokeramik

sabitloridir. Bunlara asagidaki handasi miinasibatlori do qosaq:
ou u
S =—, S =— 7.12.7
=l Sy o (7127

(7.2.4) va (7.2.5) tanliklorini birgs hall edok. Kramer tisulu
totbiq edib alirq:

ou D,

SJI.D?:T(pq) + S3|?3Trr = 5 - gasT
7.2.8
) ) J D, (7.2.8)

SllT(ptp +S53l, = ? - 9317
Bu sistemdon tapiriq:
— _ia_u+£g+ 3?1933 _51D3931 D }

" Ad A A Oy (7.2.9)

harada ki, A = (sfg)2 —S)S5, .
(7.2.9)-u (7.2.1)-ds yazib aliriq:

o’ ror sort o os) D r?

2 D 2 P ”
o°u, N lou sz u N po; A, = S13933 DS33933 D, 1 (7.2.10)
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Asagiddaki isaralori qobul edok:

D D D D D
s Si0as — Soud s s
2 _ 933. 13933 33933 _ 13 33 —
vi=Ss, S0k Sl DO_(gas—D -gal—DjDo_A(zz.ll)
Sll S11 11 11

Onda tonlik asagidak: soklo diistir

ou 1aéu u A
i E k- =2 (7212
or* r? 8r( V)r2 r ( )
D
Burada  k=o(pSy )} S, =S 1—% (7.2.13)
S11833

Bu tonliklori ¢ixararkon forz edilir ki, materialin biitiin
sabitlori hocm tizro doyismozdirlor. Bu, polyarlasmanin har
yerdo doymus (yoni maksimmum polyarlasma) hala g¢atmis
olmas1 demakdir. (7.2.12)-nin sagindak1 geyri-bircinslilik haddi
materialda sahanin geyri-barabar paylanmasi ilo toyin olunur.
Pyezoeffekt olmadiqda (g;;=0) (7.2.12) tonliyi (v=1) izotrop
eolastik halganin malum harakat tanliyins gevrilir.

T-in (7.2.9)-dak1 ifadosini T"|r:rl ., =0 sorhod sortindo
yapzsaq alariq:

D
d_u_ig:% =1, 1, (7.2.14)

D D
Burada B=[gss—g318—1§’jDo isaro olunub. o, :—S—1D3 deyak.
Sy Sy
Goriindiyti kimi (7.2.12) geyri-bircins Bessel tonliyidir.
Ona goro do (7.2.12) (7.2.14)-15 birlikda geyri-bircins sorhod
moasalasi toskil edirlor vo onun hallini malum metodlarla
tapmagq olar.
Birinci addim kimi ovvalca bircinsli sarhad masalasinin
(A=B=0) moxsusi adadlorini vo moxsusi funksiyalarini tapaq.
A=0 olduqda (7.2.12)-nin timumi halli
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u=CJ, (kr)+C,N, (kr) (7.2.15)

soklindadir. Burada C; va C, — ixtiyari sabitlar, J,(kr) vo N, (kr)
uygun olarakq Bessel vo Neyman funksiyalaridir. Bu funk-
siyalari téramaloari {igiin

Z,(2)=2,,(2) —gzv @  (7.2.16)

diisturu dogrudur. Bels ki, Z,(z) Bessel vo Neyman funksiya-
larindan istonilon biri ola bilar.

(7.2.16)-m1 nozoro almagla (7.2.15)-1 (7.2.14)-do yazib
aliriq:

C{Jv_l(krl)—%(v—cls)Jv(krl)}

+C{NVl(kra—%(v—ola)NV(kq)}=o
! (7.2.17)

cl[Jv_l(krz)—%(v—cla)Jv(krz)}

+ C2|:Nv—1(kr2) _rl(v - 013)Nv(kr2):| =0

2
x=kr, desak bu sistemin sifirdan forgli hallinin varlig1 tigiin
onun determinanti sifra borabar olmalidir. Homin sorti bels
yaza bilar:
X, (X) = (v=0,3)d,(X) _
XN, (X) = (v—o,5)N, (X)

(XHJJH[XEJ_ (v —olg)Jv[xrlj (7.2.18)
_ I I I
(x HJN”[XHJ —(v-0.) NVLXGJ
r2 r2 r'2
Belaliklo, maxsusi ragslor tigiin tekzlik tonliyi almis oldug.
Qeyd edok ki, o13-0 effektiv Puasson omsali da deyilir. Ogor bu
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tezlik tonliyinin X, koklori tapilmis olarsa, onda mexaniki
rezonansin (u=o0) tezliyini hesablamagq {i¢iin

(pS. )2 z (7.2.19)

f =
2,
diisturundan istifads etmok olar.

(7.2.18) tonliyinin on kigik kokii xo «dairavi rezonansa
uygun golir, X, (n=1,2,3...) koklori isa galinliq tipli rezonans-
lara uygundurlar. Gostarmok miimkiindiir ki, bu tezliklor els
elektrik sahasinin antireZonans tezliklori ilo tst-iisto diisiirlor.

Rezonatorun elektrik miigavimatini tapmaq tigiin (7.2.11)
Vo (7.2.12)-nin toskil etdiklori geyri-bircins sorhod masalasini
hall etmaliyik. Bunun {i¢iin avvalca gostarak ki

o(r) =2 {N (kr)j 3, (krydr =3, (kn)| NVEkr)dr} (7.2.20)

ifadasi (7.2.12)-n1n xisusi hoallidir. Dogurdan da (7.2.20)-ni
(7.2.12)-do yazib zoruri gruplasdirmalar yerina yetirsok alariq:

n;‘{[N”(kr)+ N (kr) + (kr —v2 N, (kr)l[ (kN g

_[Jg(kr) +%J’V(kr) + (kr —vz)lv(kr)} [ Mdr}+ (7.2.21)

TTA

+7[N (kr)J, (kr) =3 (kr)N, (kr)]l A

(7.2.21)-ds fiqurlu métarizo daXI|In9 dugen diiz métorizale-
rin daxillori  Ny(kr) vo J,(kr) Bessel tonliklorinin halli
olduqlarindan sifra barabordirlor. Onda aliriq:

TA A
| 2

N’ (kr)J, (kr) = (kr)N, (kr)]=

Vo yaxud
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N k)3, (k) =3, (KON, (kr) ==
T
bu iso malum [106 soh, 327 diistur 36]
N’ (kr)J, (kr) =3 (kr)N, (kr) = ¢
r

eyniliyinin ng oldugu xiisusi halidir.
T
Belolikls, (7.12.12) tonliyinin timumi hallini belo yaza
bilarik:
U=CJ,(kr)+C,N, (kr)+

+ﬁ{NVIJV(kr)dHJVI N, (kr) dr} (7.2.22)
r r

C, va C, sabitlori (7.2.14) sorhod sertlorindon tapilir vo
bels ifads olunurlar:
= _ R (kr)F, (kr,) — F,(kr,)F, (kr,)
' Fl(krl)FZ (krz) - Fl(er)FZ(krl)
C — F3(kr2)F1(krl) — FS(krl)Fl(er)
? F (kr)F, (kr,) — F (kr,)F, (kr)

(7.2.23)

Belo ki:
)Jv(kr)
kr

Fy k) =N,y (k) = (v = 0y) F 00

F(kr)_———{F(k)I”(kr)d ~F (kn)[ vl(kr) }

(7.2.4) va (7.2.6) barabarliklorindon aliriq:
Er — 9333?1 — 93133D1 d_U + 931553 _ 93351[)3 H +
A dr A r

+ (951 + 953)293193333?3 du D 1
— Y
A dr r

R(kr)=J,,(kr) - (v—oy,
(7.2.24)

(7.2.25)
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bunu
U= —IErdz
borabarliyinds yazib tapirilq:
u r
U=a(u,—u,)+b|—=dr+cin-%
(u, —uy) +b[~ ;
Burada

a= 9335?1 — 93133?1 - b= 93153D3 — 9335?3
A ’ A
c— (951 + 953)_ 2951955555 D
A 0
Uz Vo Uz uygun olaraq xarici (r = rp) va daxili (r = ry) sathlo-
rindoki yerdoyismoloardir. Harmonik roagslords rezonatordan
kegan caroayani I ilo isara etsok onu bels hesablaya bilarik:

. trdr . "
l= jw!DrdS = zm)jDoiT = 2njmjDO£dr
=2nw,Dyh h=r,—r1,

Onda elektrik impedansi (imumi miiqavimat) {igiin alariq:

.
udr ¢

a(u,—u,)+ bj—+ cln-2

n

7=— "
2njohD, r r

§7.3. Metal-pyezokeramika tipli diskvari
bimorf ¢eviricinin raqslari

Bimorf tipli peyzoelementlor miixtalif texnik qurgularda o
ciimlodon xiisusi pyezokeramik tozyiq gostoricilorinds (datgik-
lorda) genis totbiq olunurlar. Bunlardan simmetrik (pyezo-
keramika-pyezokeramika) vo asimmetrik (metal-pyezokerami-
ka) bimorflara daha tez-tez ehtiyac olur. Birinci halda qalinliq
istigamatinds qarsi-qarsiya polyarlagmis iki pyezokeramik 16v-
ho bir-birina yapisdirilir, ikinci halda iso peyzokeramik 16vha
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metal 16vhays yapisdirilir. Bimorf tozyiq gostoricilorinin has-
sasligini vo digar dinamiki xarakteristikalarin1 dyronmok ti¢iin
bu tipli ¢eviricilarin riyazi modellorinin qurulmasi zaruridir.

Bir-birino yapisdirilmis eyni R radiuslu dairovi metal vo
qalinliq istigamatine polyarlasdirilmis peyzokeramik 16vhadon
ibarat olan ¢eviriciya baxag.

7
Zo=Zgth,, T

Zy

Sakil 7.3.1.

\ 4

Bu 16vhalerin galinliglarina uygun olaraq hy, vo h, deyak vo
geviriciya, z oxu ikilayli diskin oxu ilo {st-iisto diison r, 6, z
silindrik koordinat sistemi birlosdirak. Bu sistemin gatirilmo
sothi z = 0-a nazoran vaziyyatini agagidaki kimi toyin edacayik
(sokil 7.3.1).

Metal 16vhonin yuxart sothinin, peyzoelementin asagi
sathinin vo ayirma sothinin koordinatlarini uygun olaraq

=20+t hm,z1=20-hy Vo 29

ilo isaro edok.

Metal 16vhonin sathino normal istigamotds verilon harmo-

nik pe“ (p = const) yiikiiniin tosiri altinda elektrodlar1 agiq

olan peyzoelementds V,e""* potensiallar forgi yaranir. Peyzo-

keramik diskin sothini 6rton elektrodlarin vo 16vhalor arasin-
daki yapisqan gqatimin qalinhglarimi nozoro almayacagiq.
Asimmetrik bimorfun oxa simmetrik ragslorinin riyazi mode-
lini qurmagq ti¢iin asagidaki kinematik hipotezlor gabul olunur:

ur(r,z) = u(r) + zy(2); uLr,z) =w()  (7.3.1)
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burada u(r) vo w(r) baslangicdak: sothin tangensial vo normal
yerdoyismoaloridir, y - sotho normalin donmo bucagidir. Hor

yerdo zamandan asili €' vurugu yazilmir. Deformasiya ten-
zorunun komponentlori (7.3.1)-0 uygun olaraq bels yazilirlar:

€ = € + Z&; €oo = €0o T Z&p; €1z = €173 €22, =0 (7-3-2)

Bels ki, burada

du du dy
er = d 1 ee =" %r d
r r r (7.3.3)
v, dw
® =—) 26,=—+VY
r dr

(7.3.1) hipotezlari yerdayismalorin ikilayli bimorfun galin-
liq istigamatinds doyismo qanununu gostorir. Bu hipotezlori
elektrik potensiallinin diskin galinligi istigamatinds doyisma
ganununu gostaran hipotezlo tamamlayaq. Belo hipotez qis-
mindo [86]-do totbiq olunmus kvadratik annposkimasiyani
gostorak:

h 2

p
Burada Vy aciq elektrodlarda namalum potensiallar farginin
amplitududur. (7.3.4) ifadoasinds Z pyezokeramik diskin ortaliq
sathindan olgiilon koordinatdir. Bu sothlo bimorfun baslangic

o(r,2) =$z+§(1—4h—7;J¢(r) (7.3.4)

. h, . .
sothi arasindaki mosafoni a:zo—?p ilo isaro edib (7.3.4)-ii

baslangic satho bagli koordinat sisteminds yazaq:

o(r.2) =%(z—a)+§[ ‘“tha) }b(r) (735)

Onda pyezokeramik diskdoaki elektrik sahasinin gorginlik
vektorunun komponentlari {igiin aliriq:
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E,(r2) =f(2QEP(r) E,(r,2)=EY +(z-a)EP(r)

f(2)= 2(1— 4(Zh—2a)2J (7.3.6)

p

harada Ki,

ar’ ° h,
Elektrostatika tonliklarini vo tobii sorhad sortlorini tapmag
ticlin iimumilogmis Hamilton prinsipino [82] miiraciot edirik.
Bimorfun gorarlasmis oxa simmetrik ragslorina baxaraq:

go_ 0. go_ Vo E§1>=%¢ (7.3.7)
p

r1¥zs 22772 rz>rz
0z,

R Z,
du,,u U{J.J.Grr L+ Gy +0,8, +25, e, )rdrdz —

R Z;
j (D,E, + D,E, )rdrdz — (7.3.8)

0z

'—z

0z,

——”p(z)u +u?)rdrdz - J'pu drdz}—o

Funksionalinin stasionarliq sortindon istifads edacayik. (7.3.8)-
do p(z) — hisso-hissa sabit sixliq funksiyasidir. Keramik vo
metal disklorin sixliglarina uygun olaraq pp Vo pm deyak. iki-
layli 16vhanin gorginlik vaziyyatinin inteqral xarakteristika-
larin1 daxil etsok

N, :Z_fc;”dz; N, :Tceedz; M, :Z_fcs,rzdz
Z; o . “ (7.3.9)
M, = J'ceezdz; Q, = I%dz

Z Z

Vo elaca do pyezokeramik 16vhanin elektriklik voziyyati ti¢iin
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Zo Zy
D, = IDrf(z)dz; DO = J.Dzdz;

v “ (7.3.10)
DY = i}—% IDZ(Z —a)dz

Pz
daxil etsok (7.3.8) variasiya tonliyini (7.3.2) va (7.3.6)-ya

asason asagdiaki soklo sala bilarik:
R

[IN.3e, + Nyde, +M 5, +M,5%, +2Q, +

0
hZ
+D,SE® — DSEY — ﬁ DYSEY — —w?[udu + wdw ]+

+ 5[(u8\|1 - \|18u)+ pP,Y Oy — pSW]]rdr =0 (7.3.11)
harada ki

3 3 3 3
L~ 4 Z; — 1,

+
3 PmT3

plzpphp+pmhm; p2:pp

3 3 3 3
_ Z,-2, z;, -2,
= +

P=Pp > Pm 5
(7.3.11) tonliyinds asili olmayan du, dw, Oy, d¢; Vo SV
variasiyalarin ike¢dikda rags tonliklari:
dN, 1

» +F(N' —N,)+p,0°U+poiy =0
99 L Qo wp=0 (7.3.12)
dr r
d(lj\/rlr +%(Mr ~M,)-Q, +p,0*y + pw’u =0,
elektrostatika tonliklori
%( D,)-rb® =0 (7.3.13)

habels intenqgral miinasibati
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R
j DOrdr =0 (7.3.14)
0

alinir. (7.3.14) sortinin monast pyezoelementin ortaliq sathin-
don kegon yerdoyismo corayanmin (2mse daqigliyi ilo) sifra
borabor olmasidir. Bu inteqral miinasibati, pyezokeramik diskin
ekvipotensial sothlorinda potensiallar forgini birgiymatli toyin
etmok t¢iin olavo sort hesab olunur. Tobii sorhad sortlori
(7.3.11)-in naticasi olan

[Nr6u + M, dy + Q,dw + If)r&b]

borabarliklorindan alinir.

Asimmetrik bimorfun elektroelastiklik miinasibatlorini
(7.3.9), (7.3.10) diisturlarina asasan ti¢ Olgiilii hal tonliklarini
nazik 16vhalor nazariyysinin hipotezlori gargivasinds integral-
lamagla aliriq. Onda qlivve vo momentlori belo ifado eds
bilorik:

=0

r=0,R

N, =Ce, +C,e, + B, + B¢, — N

N, =C,e, +Ce, +B,e, + B, — N, (73.15)
M, =Beg, +B,, + D&, +D,2¢, — M,

M, =B, +Bg, +D,®, +D&e, — M,

(7.3.15)-do gostarilon sortlik xarakteristikalar1 vo elektrik
toplananlar1 asagidaki barabarliklorlals tayin olunurlar:

)
N, P dz; M, =DLJ’Eszz
11(1 v )Zl Sll(:l'_vp) 2]

=h Cfl +h,Ch; C,= hpvpCf1 +h,v,Ch

(7.3.16)
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2 2 2 2
-z 72 -7
_“0 1 p 2 0 m
Bl_ 2 Cll+ Cll
2 2 2 2
22—z 22—z
B,=-° Chv, +—2—2v CJ|
2 T2 7.3.17
22-2 22-23 (7.3.17)
_ =0 1 p 2 0 m
D, = 3 vpCll + 3 v.,Cli
3 3 3 3
22—z 22—z
D,=—2"y Cl+-2Lv CI
2 3 p1 3 m>11

(7.3.16) borabarliyinds d3; — pyezomodul, s} Vo v, pyezo-

keramik diskin elastiklik sabiti vo Puasson omsalidir. (7.3.17)
borabarliyinds
1 1

P _ m_
Ci Sflil—vf)i At shil—v2
kimi isara olunublar.

Bircinsli elastik (elektroelastik) 16vha vo ortiiklor nazariy-
yasinda gatirilma sathi gisminds ortaliq sothin se¢ilmasi ilo
qiivva Vo momentlorin ortaliq sothin deformasiyalari ils slage-
lari daha sads sokildo miiayyanlosdirilir — qiivvalor ancaq tan-
gensial, momentlor iso ancaq ayilmo deformasiyalarindan asili
olurlar. Aydindir ki, (7.3.15) miinasibatlari gorginlik vo defor-
masiya Vvoziyyatlorinin gostorilon xarakteristikalari arasinda
daha miirokkob olagoni ifado edirlor. Bircinsli 16vhalor baxi-
mindan bu olave slagolor sortlik xarakteristikalar1 vasitasi ilo
yering yetirilir. Bu xarakteristikalarin ifadslorinin tohlili gos-
torir ki, agar har iki 16vhonin Puasson amsallarini barabar gobul
etsok, baslangic sothi miivafiq qaydada segmoklo B;=B,=0 sor-
tini 6domoak olar. Onda (7.3.15) asililiglar1 bircinsli masaloda
oldugu kimi sado soklo diisorlor. Belo sadolosdirma ancaq
laylarin Puasson omsallar1 barabor oldugda miimkiin olur [87].

Gotirmo sathinin vaziyyati By = B, = 0 sortindon (vp = v
olduqda) asagidaki miinasibatlorls tayin olunur:
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Zo=hyve; z,=h,(v,-);

o B2 (7.3.18)
Z,= hp(Yo +B); Yo= 2(at fﬁ)
harada ki a=% Vo [3=:—m. B = 0 xiisusi hali ilkin sathi

11 p
ortaliq soth olan birlayli pyezokeramik 16vhays uygundur. o= 1
(B=0) oldugu halda baslangic soth ikilayli paketin ortaliq sathi
ilo tst-lsto diisiir.
Belaliklo, v = v = v sorti 6dondikdo bimorf {igliin maddi
miinasibatlor bels yazila bilorlor:

N, =Cy(e, +&)+esh EL; Ny =Cyfe, +89)_931hpE§0)

p—z

h
M, =D, (e, +ve&,) E@(y,-05)+ 1; Ef)}
(7.3.19)

h
M, =D, (vee, +&,) 2LED (v, —0,5)+ 12 Ef)}

Q, =C,2¢, —en EP; D, =g, h EP —e.h 2,
D(O) = 833hpE(zO) + eSlh ( +e )"‘ es1h (Yo _12)(3er + aee)
DY =g,,n EP +e,n (e, +a,)

Belo ki,

dsy

h B
Ch= P—v Chu=—r|1+-| ey =—73—;
. Sfl(l_vz) * 524( OJ - Sfl(l_v)
d h; LB
e :i; D. = p 2 71
15 $?, 11 351(1_ V2 )(Yo Yl o

€33 = 8;3(1_ Kﬁ) €1 = 81T1(1_ Klzs)
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vo s, sb, - elastiklik sabitlori (sabit elektrik sahasinds), da, dis
— pyezomodullar, &/, €1, - sabit gorginlikdo dielektrik niifuz-

luluglart, Ky, Kis — planar vo siiriismo elektromexaniki olage
omsallaridir.

(7.3.12) rogs vo (7.3.13) elektrostatika tonliklori (7.3.3),
(7.3.7) asilihglar (7.3.19) maddi miinasibatlori vo (7.3.14) in-
teqral miinasibati birlikdo laylarin siirisma Sortliyi azaldilmis
metal-pyezokeramika tipli bimorf c¢eviricinin oxasimmetrik
ragslarinin gapali tanliklor sistemini toskil edirlar.

Laylarin siirismo Sortliyi yiiksok olan nazik bimorfun di-
namiki xarakteristikalarinin giymotlondirmok {igiin yuxarida
gostarilon tonliklorin sadolosdirilmis variantina miiraciat etmok
moqgsadyonliidiir. Enina siiriismo deformasiyasini sifra barabor
(e2z = 0) tutub siirisma Sortliyini isa sonsuz gobul edarok
Kirxhof-Lyav modelina kegok. Limitdo sonlu giymat alan
kasici qiivva (7.3.12) sisteminin {igiincii tonliyindon inersial
hodlori atmagla toyin edilo bilor. Normalin dénms bucag:
sarbast olmayib 16vhonin 6z miistovisindan ¢ixmasi (proqib) w-
don

y=— (7.3.20)
dr

boraborliyi ilo asilidir. Tonliklorin sonraki sadalosdirilmalarini
D =0 gobul etmoklo yerine yetiririk. Askar

D, (r, z)_ D<°>(r)+ » D(l’() (7.3.21)

h, p
barabarliyindon aydindir ki, (7.3.21) alave mohdudiyyat anla-
yis1, aslinds pyezokeramik elementin qalinliq istigamatinda
elektrik induksiyasinin normal komponentinin sabitliyi haq-
qinda daha sort [88] hipotezo ke¢id demokdir. (7.3.21) va
(7.3.19) boraborliklorindan istifado edorok elektrik sahasinin
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E® gorginliyinds Xotti diizolis baslangic sothin oyriliyinin
doyismasi ilo ifado etmok
2

E§1)=2d liKz (ae 'er)
31 p

va belaliklo onu (7.3.19) tonliyindan tocrid etmoak imkani verir.
Elektrostatikanin (7.3.13) tonliyi (7.3.21)-i nazoro almagla
sadolosib
f) _ CO:]St

soklino diisiir vo pyezokeramik diskin silindrik sathinds yiiklor
olmadigi halda 6donmis olar. Daha sart mexaniki vo elektrik
hipotezlorino kegidlo bagh sadslosdirmo, daha sado elektro-
mexaniki modelo vo doyisonlorin azalmasma gatirir — dénma
bucagi vo ¢ funksiyasi daha baglangic sothin 6z mistovisindan
cixmasinin funksiyasi olmurlar.

Yuxarida deyilonlora uygun (7.3.3), (7.3.7) miinasibatlori-
nin ifadossi ilo sadalosdirilmis (7.3.19) maddi miinasibatlorini
indi bels yaza bilorik:

r

N, = Cll(j—l: + v%j +€,,V,;

du wu
NG = Cll(Va'F?J + 631VX
(7.3.22)
— (d*w  1dw
=0 G e G Jrean o0
— (_d*w 1dw
M, = —Dll[v—drz +?WJ +e4:h, (v, —0.5)V,;
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~N(0) _
Dz - _833Vx +

7.3.23
+e,,h [d—u+Ej—h( -0,5 dW 1dW ( )
Pildr r 2y ar? rdr

Momentlarin ifadalorinds gotirilmis ayilma sartliyi vo Puasson
omsal1 istirak edirlor

B - hﬁ g V_8gv+k
s 1-v?) 8g + k
harada ki,
89 +Kk L+ v)K} V=V
= , k:—p’ = 3— 3—|— 2 1
24 1-K? 9=V i+

(7.3.23)-t (7.3.14) inteqral sortind> yazmagla namolum
potensiallar forqi tligiin ifads tapa bilorik. Inteqrallamadan sonra

aliriq:
2

1
* d31 1- K2
Belolikls, potensiallarin ¢ixis forqi baglangic sothin tangen-
sial yerdoayismasi va 16vhanin (r=R) sathindoki dénmo bucagi
ilo ifads olunur. Aydindir ki, 16vhonin qiraglart sort barkidilmis
oldugda potensiallar forgi amoalo golmir.
(7.3.22)-ni (7.3.12) sistemindo yazib bimorfun galinliginin
kubu vo kvadrati tortibinds olan kicik inersial hoadlori nozoros
almadan yerdayismolords rogs tonliklorini aliriq

Au +(7€ —%) =0 (7.3.25)

-—[u(R) h, (v, —05)W/(R)] (7.3.24)

AAW — piw = q (7.3.26)

2
Burada A= d— - 1d operatoru, X =— o0lglisiiz koordinat
dx® X dx R

daxil edilmisdir. u vo w radiusa bolinmiis oOlgiisiiz yerdo-
yismolordir, dl¢iisiiz komiyyatlor
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R3
NV =0Q’ pt=0,Q% g= pr

11

Q% = coZRppsfl(l—v2> a, = ala++p[[33

2 :1+ZPB; p:P_m; 8&
ed Py
kimi ifads olunurlar.

Bimorfun planar vo ayilma ragslorinin (7.3.25), (7.3.26)
tonliklori sokilca bircinsli izotrop 16vhalor {igiin analoji ton-
liklordon farglonmirlor. Bu tonliklarin hallari radial yerdoyis-
monin sifra barabar olmasi vo 16vhanin markazinds yerdoyis-
monin mohdud olmasi sartlori daxilinds J, Bessel funksiyasi vo
I, modifikasiya olunmus Bessel funksiyalari ila ifads olunurlar.

U=AJ0X); W=Ad(1X)+ Al (0x) - (7.3.27)
u

(7.3.24) boraborliyi, (7.3.27)-don istifado etmoklo belo
yazilir

k2
+Vv

V=2 alAL () + 21, ~ 05)(AJ; (1) + Ay (1))} (7.3.28)

Harada ki, V = Vdem olgiisiiz potensialdir.

Namoalum V-ni va integral sabitlori A;, Ay, As-lari tapmaq
t¢tin (7.3.28) boraborliyini sorhad sortlori ilo tamamlayaqg.
Sarnirli barkitmo halinda soarhad sortlori

U(1)=0, w(L)=0, My(1)=0 (7.3.29)

Vo (7.3.28) barabarliklarindon namslum sabitlori tapmaq ti¢iin
cobri tonliklor sistemi aliriq. Aydindir ki, A;=0. Bimorfun ayil-
ma ragslorinds ¢ixis gorginliyi li¢lin asagidaki ifadoni aliriq:
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Vo qke*(y, —0.5) y
uld+v)
o () (1) = J; (W1, (1)

{— ZMZJO(M)IO(u)w(l—v—"‘“‘O’S’H[Io(wlw—Jo(u)ll(u)]

X

Sarhadlarin sarbast sdykenmo halinda basqa hal meydana ¢ixir
Nx(1) = 0; w(1) =0; M«(1) =0 (7.3.30)

Belo ki, bu halda ayilma ragsindon basqa planar ragslor do
moveud olur vo (7.3.28) borabarliyino asason A, A; Ag
sabitlori bir-birindon asili olmayaraq toyin oluna bilmirlar.
(7.3.30) sarhad sartindon (7.3.28)-don do istifads etmokls cabri
tonliklor sistemi aliriq vo onun sifirdan fargli hoallini tapmaq
ticlin determinantin1 sifra barabar edib moaxsusi ragslor tiglin
tezlik tonliyi alirq:

[R3,(0) + (v, D)3, (1)) x

x| 20021 ()35 (1) + R L= V)1 (W3 () + 1, (W, (W] - (7.3.31)

— k3, ()3, () 1o () + 1, ()3, ()] = 0
Burada;

ko | _ k(y,-0,5)

2
; OV, =V+ R:—k aly, ~05)
B+a

d ’ d(a+B)

vV, =V+

Xiisusi halda (y,=0,5) p=0 olduqda (7.3.31) tonliyi iki bir-
birindon asili olmayan tezlik tonliyina, biri pyezokeramik
diskin elektrodlari a¢iq oldugu halda radial togslori tigiin

Mo(d) + (v—1+Kk)J1(A) =0

Vo 0 birisi do ayilma ragslarinin maxsusi tezlikldari igiin
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= 2073, (1)1 (1) + L=V, ()16 (1) + 1, ()3, ()] = 0

tonliklorino ayrilir.

Umumi halda p=0 planar va ayilma rogsleri olagali olurlar.
Qeyd etmoliyik ki, rogslorin olagoliliyi tors pyezoeffektin
noticosi olaraq tozahiir edir. Tonliklorda bu olage (7.3.30)
sorhad sortlorinin 6donilmasi ilo (7.3.28) asililigi vasitasi ilo
yerina yetirilir. Pyezoelementin elektrodlarinda potensiallar
forqinin verildiyi halda (7.3.28) miinasiboti maraq dairasindan
cixarilir vo bunun noticasindo planar va oayilma rogslarinin
tonliklori slagali olmurlar.

§7.4. Mexaniki yiiklonmada qalin divarl
pyezokeramik silindrin raqslari /897

Elektroelastiklik maslolorinds elektrik vo mexaniki gorgin-
lik sahalorinin baglilign pyezokeramik materiallardan ha-
zirlanmig konstruksiya elementlarinds gorginlik-deformasiya
voziyyatinin miirokkeb soklini sortlondirir. Ugdlgiilii nozeriy-
yanin ortiiklar (o6omouku) nNazariyyassine gotirilmasinin inkisaf
etdirilon yanasmalarinin miioyyan osaslandirmalara ehtiyaci
var. Bu magam doaqiq qoyulmus elektroelastiklik masalalarinin
hollino marag: daha da artirir.

Burada radial polyarlagsmis galin dviarli silindrin mexaniki
tosir altinda macburi ragslori 6yranilir. Ragslar silindrin xarici
yan sothinds (r=ro+h; 2h — silindrin divarimin qalinhigidir, ro —
ortaliq sathin radiusudur) verilmis fozada bircinsli normal, yani

o, (I, +h)=c,e" (7.4.1)
gorginliklari ilo hayacanlandirilir.
Silindrik koordinat sisteminds gorarlagsmis akustoelektrik
oxasimmetrik ragslorin horakat tonliklori [88] bels yazilirlar
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0c, 0o, 1 )
W-"E'F—(G” —G(p(P)+BCO u, =0
GGZZ +EGZZ + anz +[30)2UZ =0 (742)
or r 0z
b, +1Dr+aDZ =0
or r 0z

Burada oy, Gvz, G2z, Gep — gorginlik tenzorunun komponent-
lori, U;, Uz Dy, D; — uygun olaraq yerdoyismo Vo elektrik

induksiyas1 vektorunun komponentlaridir.
Radial polyarlasmis pyezokeramik silindrin fiziki xassalori

(hal tonliklori) asagidaki [87] barabarliklorls ifads olunurlar:

ou, 1 ou, op
o, = ClEla— +Cpr~u, + Cfsg + Ty —-

or
£ OU elu e OU, o
Ogpp = C135+C33F?+C23§+n135
ou lu ou 0
Oz = C1Es§+C§3F?+C3E3a_ZZ+n136_(f (7.4.3)
ou, ou op
:CE _r+_z _
Or 55( oz or j =r”

ou 1 ou o
D, =m,—+m, —U +—= |—&;3—
r =Ty or Tcla(r S j €33 or

ou, ou op
D, = —+ 2 | —g5—
: n“( oz 6rj %oz

Burada CE - elastiklik modullar1 (bundan sonra E yazilma-

yacaq), mi; — pyezomodullar, € (s — indeksi yazilmir) — dielek-
trik niifuzluluqlari, ¢ - elektrik sahosinin potensialidir. (7.4.2),
(7.4.3) sistemi qapal1 sistemdir.
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. 0o, . do,  du, O¢p v

u, o o Komiyyatlorini U, o
o’ o or o’ or or oo

Grz, Ur, @, Vo Dy kamiyyatlari ilo asagidaki kimi ifads edok:

ou, ou op
C — 4"z = — =
55( oz or j O "oy

=— o
or oz Cg
(7.4.2) vo (7.4.3)-un besincisindan

5£=M%+E(ﬁ+%j_i[)
o g, o g, \r oz
Bunu (7.4.3)-iin birincisinds yazag.

ou, __ou, 1 ( - 8_(pj

.
€11

2
Cpi€yy + Ty, OU, + Ci3€11 T M5 U + Cya€1y + T,y OU,

_r

" g, or €, r €, or

. ou, .
A =Ce,+7,; A, =C,g,+m,m, deyib buradan a’ i
r

tapiriq:
M__Eug Ay My
a A A 0z A
(7.4.1)-in Gglinciistindon
oD, ob, D,
o ez r
(7.4.3)-iin dordiinciistindon iso

2

1w
oz o Cg, “ Cgoz

Bunu (7.4.3)-iin altincisinda yazaq. Onda
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2
D, =% _Eﬁ_@_gsgé_@:
C., " Cooz Paz
Ts3 )6([)

1/,
= C G, — C (nss + Cosaz)—
55 55

A, =12, + Cye,, deyak. Onda
oD, _ mg, 0o, _ﬁ@ch
oz C, 0z C,o7°

(7.4.3)-iin besincisinda aaurr

-nin tapilms ifadossini yazib aliriq:

A, OU, T,.£ T.A, U T
D =_l1u2a %, Pt o TnAa Hr L T

A Gz A" A A
u, oau, op
— T —+—2 | —&,—
13(r aZJ Yoz
Buradan
811@=_£%+E6rr+£&_ﬁDr
0z Aoz A AT A
(7.4.2)-nin bircinsindan
do, _ Jo,

1

(7.4.3)-tin birinci va ikinci barabarliklorine asasen c,,— o
forgini tapib burada yazsaq alariq:

oG, oo, 1
o == P - pwzur + F{(Cm -Cy

u ou 0
+ (Cas - (:13)?r + (Cza - (:13)6_2Z + (7513 - 7511)6_(;

ou,
)Eﬂ“

indi Yt vo 0@
or

omoallari yerina yetirdikdon sonra aliriq

-in tapilmig ifadolorini burada yazib zoruri
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do, _1 C23+£ ou, 1 1_& Grr_acszz_
o r A )oz r 1 0z

A
, 1 A, A D
—|po —=|C,.,——= | |u
|:p rz 33 Al r A r
A, = Cllnz —2C, 51y 15— C13811

(7.4.2)-nin ikincisindan

% _ oty Lo o’u,
o PO T O T Mgy,
1. au o°u o°p
el il U o S s P
r 2 oz B o282 Poroz
Indi do 88 L Vo (Z—q)-m tapilmis ifadslini burada yazib aliriq:
r
2
oG, _szuz_cs_,z_ Css_ﬁ 0 u22 A, 0o,
or r A ) oz A 0z
1o, Ao, Ao,
r A )oz A oz

Belaliklo (7.4.2), (7.2.3) sistemini asagidaki sistemlo oavoz
etmis olurug.

ou, 1 ( 8@)
=< | Or T3
o Cg

do, _1 C23+£ ou, 1 1_& Grr_@crz_
o r A )oz r A, 0z

—~ [30)2—12 C33+ﬁ uZ+EﬁDr
r A, rA,
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r :—ﬁ%+i6n—1A— r+hDr
or A 0z A rA A,
Qo _ A, my o 18 Cypy

or A 0z A rA A

aDr = _h_acrz +£62_(P_&

or Cy 0z Cyor®

(7.4.4)

Forz edirik ki, silindrin oxaperpendikulyar paralel miisto-
vilarlo kasiklori olan uc (z=0,0) oturacaqlar1 6z miistovisinda
tamamilo sart membranls torpanmoz birlasib, ham do bu uc
sothlor gapali olmaqla 6zlori do elektrodlasdiriliblar. Bu halda
(7.4.4) sisteminin hallini belo axtarmaq olar:

(0.2 0, (D))= Xz (), o7 () }eos T2

M=1

{o,(r,2),u,(r,2), 0(r,2), D(r,2)}= (7.4.5)

= i{(’:(f), ur (. 0" () Dm(r)}sin%z

Burada iki varianta, yoni sothlorin elektrodlasdirilmis va
elektrodlasdiriimamis oldugu hallara baxmaq olar. Birinci hal-
da ya sathlor namalum potensialli ekvipotensial sathlor olurlar.
Bu sothloro geyri-borabar potensiallarin verilmasi ragslorin
elektrik hoyacanina gatirir. Bizi isa ancag mexaniki tasiro reak-
siya maraqlandirdigindan yan sathlords potensiallarin sifir ol-
mas1 sortini gobul edirik. ikinci halda, xarici miihit elektrik
kegirmayandirsa vo pyezomaterialla miigayisada kicik dielek-
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trik niifuzluluguna malikdirse, onda xarici miihitdo elektrik
induksiyast vektorunun komponentlorini nazoro almamagq olar.
Elektrodlasdirilmamis sothdo sarbast elektrik yiikii sifra bora-
bordir ki, bu da elektrik induksiya vektorunun normal kompo-
nentinin sifir olmasi sortino gatirir. Sistemin hollini (7.4.5)
soklindo axtarmag natico etibari ilo baxilan masalonin hallini
ayrilisin omsallarina nozoron adi diferensial tonliklor sistemi
ardicilliginin miiayyan Sarhad sortlorini 6dayan hallarinin tapil-
mas1 masalasing gatirir.
Sarhad sortlori yuxarida deyilanlors asason bels olmalidir

4
cn(ro+h>=mi; (M=135.) ¢

o,(r,—h)=0,(r,th)=0
tctincii sort elektrik kamiyyatlori tizarine qoyulmalidir. (7.4.5)
(7.4.6) mosoalasinin analitik hallini tapmag demok olar ki,
geyri-miimkiindiir. Ona géra do onun hallini tapmaq tigii har iki
variantda verilmis hoandasi vo mexaniki xarakteristikalar ti¢iin
S.K.Qodunovun [91] toklif etdiyi diskret ortogonalizasiya
metodundan istifado edilir. Bolkisev vo basqalari bunu
asagidaki hondasi vo fizikomexaniki xarakteristikalar ti¢iin
yerina yetirmislor
h h

—=0,25 —=005 A= 1010&2 C,, =115
fy 14 m

C,,=7.78) C,=139% C,.=256L m,=-525)

m2

7553=12,7m£! nn=15,1m£2I g, =635e, €,=73¢,

Belo ki, burada gy — vakuumun elektrik niifuzlulugudur, A -
normallasdirici vuruqdur. Mexaniki tosirin amplitudu 0,01A-ya
barabardir. Hallin bazi naticalari 7.4.1-7.4.4 sokillorinds gosto-
rilir.
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6,/A, 6,/ 0 037 —0666,/48/A

[/

| .

. . \

a_lfl/ ’ }\/ 0 \ \V\
[ ! /

TN L LAIAL )
T e

[
| I —10
040 045 050 076 075 wh¥p/a 001 0 =001 =002 6,/A,6../A

Sakil 7.4.1. Sakil 7.4.2.
0 / 2 3 5/Mek 0 cot 002 2/ he
o ]
05
0
03
4 ! w/mY re10" S

Sokil 7.4.3.

Sokil 7.4.1-ds 6lgiisiiz % &) % garginliklarinin amplitud-

tezlik xarakteristikalar1 ortaliq sothin ndqtolori ligiin uygun
olaraq biitov va punktirli xatlorlo tosvir olunur. Baxilan tezlik-
lor oblast1 silindrin birinci ti¢ moxsusi tezliklorini oshato edir.
Birinci vo tiglincti moxsusi tezliklor birinci, birinci ikinci tezlik
IS ragsin ti¢lincii formasina uygundurlar. Sokildon goriiniir ki,
ragsin birinci formasinda onlar 6z maksimumlarini ortaliq soth
tizorindos alirlar. 3 ayrisi uc kasiklordaki o, toxunan goarginliys
uygundur. o - parametrinin monasi ro = r+oh miinasibatindan
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aydindir. 6z Vo Gy, Maksimumlarmi daxili soth iizorinds
alirlar. Hotta baxdigimiz silindr kimi nisboton galin silindrlor
ticiin bu goarginliklor normal o\, vo tangensial o, gorginliklarin-
do onlarin misli tortibindo ¢oxdurlar. Qrafiklor silindrin tigiincii
moxsusi tezliyina yaxin olan Q=0,818 tezliyi {igiin tortib olu-
nublar. Yan sothlor elektrodlagdirilib vo torpagla slagslondiri-
lib. Sokil 7.4.3-ds elektrodlasdirilmis va torpagla slagelondiril-
mis sathlor Gigiin silindrin galinligi boyunca potensialin pay-
lanmasi1 vo habelo homin kasikds elektrik induksiyasinin nor-
mal komponenti (1 vo 3 ayrilori Q=0,424 tezliyinds olan vo oks
isarali Q=0,818 tezlikli potensiallara uygundurlar) gosto-
rilmisdir. (2, 3 ayrilori 0,424 vo 0,818 tezliklora uygundurlar).
Burada induksiyanin galinliq boyunca paylanmasi xatti pyalan-
maya yaxindir. Sokil 7.4.4-ds sathlorin elektrodlagdirilmis hali
tigiin silindrin morkozi kasiyinds elektrik induksiya vektorunun
normal komponentinin qalinliq boyunca doyismasi (3 va 4 ayri-
lori 0,424 tezliyi vo oks isarali 0,814 tezliklori tig¢iin induk-
siyaya uygun) gostarilir. Potensialin doyismasi Xatti ganuna ya-
xindir. Sarhad sartlorinin sokli potensialin va induksiya vekto-
runun normal komponentina shamiyyatli doracads tosir edir ki,
bu da tatbigi nazariyyslarin qurulmasinda nozars alinmalidir.

§7.5. Radial polyarlasmis qalin divarli pyezokeramik silindrda
oxasimmetrik akustoelektrik dalgalarin yayilmasi [91]

Daxili va xarici radiuslart uygun olaraq ro — h va ro+ h olan
qalin divarlt (2h — silindr divarinin galinligidir) pyezokeramik
silindro baxag. Kasilmoz pyezoelektrik miihitin t, 0, z silindrik
koordinat sistemindoki harokat tonliklori beladir:

326



oG, l[@cre j oG, o’u,
—T 4+ 40, —0y |[+—2=

o rlee " a2 P
2
Tl G
rr z (7.5.1)
oo, 1 ( 0G,, j 0c,, o’u,
—2+-| —*%+20, |+ =p—
ar rl o9 oz at

ob, D, 10D, 0D,
+—L+-—2+ =0
or rroe oz
Deformasiyalar yerldoyismalarlo bels ifads olunurlar:

au, 1( ou, au,
e = ; Ep=—|—=2+U, | €=
or r\ oo 0z

o _1fou, — U, +%; e, = o, +% (7.5.2)
r\ 0o or or oz
ou, 1lou,

0T A T
oz r 0o

Elektrik sahasinin gorginlik vektoru E -nin komponentlori
iso elektrostatik ¢ potensiali ilo

“a’ Y roe’ Y @&
kimi ifads olunurlar.
(7.5.1) — (7.5.3) sisteminin gapanmasi ii¢lin onlara agagida-
ki hal tonliklarini do qosmaq zaruridir:

E E
o, = Cr, +Chile, +8,) -7,

E-_% g __100. p__ 0o (7.5.3)

E E E
Ogo = Ci8, + Ci€y + Cpo8, — T 5E,
E E E
G, = C13er + Clzee + Cllez - TclSEr
£ E ) £
Gq, = (Cn - Clz)eez’ Gy =2C58, —msEy  (7.5.4)

E
o, =2C5e,, —m;sE,
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D, = ., + 1, +€, )+ el E,
D, =278, + €;,€,E,
D, =2m,.e, +¢&;,E,
Burada Cif - elastiklik modullari, mjj — pyezomodullar, € -

nisbi dielektrik niifuzluluglaridir (bundan sonra yuxari indeks-
lor yazilmir). Silindrin elektrodlasdirilmis sathlorinds

o, (fh£h,z,t)=0 o,(r,£h,zt)=0

7.5.5
o,(r,+h,zt)=0 o, +h,z1t)=0 (7:5:3)
soritlorinin 6donilimasini talob edacayik.
(7.5.1) — (7.5.5) mosalasinin hoallini gagan dalgalar soklinda
axtaracayiq:

u, = hR,(r)cosmo - !>V

U, = hR,(r)sinmo- e'*=Y
u, = hR,(r)cosm@-e'*=V (7.5.6)

0= /&hﬁo(r) cosm@ - e’z
€p

(7.5.6)-m1 (7.5.2), (7.5.3) vo nohayat (7.5.4)-do yazmagla
mosalonin hallini asagidaki dord ikinci tortib adi diferensial
tonliklor sisteminin miivafiq sarhad sortlorini 6doyan hallinin
tapilmasina gotirilir.

2.2 2
a, R;’+LR1 —qa,| P+ me - |+ €, -—Q% IR, +
1+eX (d+ex) (d+ex)

2
me me ea
+a,——R,—a,——= R, — (| aR;+ — R, |+
1+ex (1+ex) 1+ex
2.2
€a m-e
+agRy+ — Ry —a,)| ——5 +5* |R, =0
+ €X (1+ex)
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g g? &?m?
b,| R? + R! — R, |-|b——— +(%h,.-Q? R, —
1{ ?1+ex ° (+ex)? ? ? (L+ex)? &b, 2

__me (b Ry + 0 le b, =M R, - (7.5.7)
1+ex 1+ex ®1+ex
- (b R! 4+ s Rj 0
1+8X 1+ex
CI(R;' e j { +c3C QZ}R +
+g
, &m ,  €Cq
-C| c,R;+ c R +¢| ¢,Ry + R,|=0
C( ! 1 j ®1+ex 5 Tlrex 0
d,| R! + R,+d,——R/}, -
l[ 0 +8X j { C} i 1+8X 2
mS ’ Sd "
_ds (l+8X)2 Rz C(deRa 3)+ng1+
ed, m?¢’ )
+—2R!—-d, | ——+C°|R, =0
l+ex 10|:(1+8X)2 &R

x=%1 olduqgda sarhad sortlori asagidaki soklo diisiirlor:

1A 8 1A
MR+ s —— R+ —— c R, + QR +@5,R; =0

1+ex 1+eXx
MSS(C;RI + Ré)"’ CaessRo = (7-5-8)
me € me
- R, + e Ry ———R, |-@;——R,=0
Hss )t ex MSS( 1+ex ZJ P14ex
¢=0

(7.5.7) va (7.5.8) barabarliklorinds asagidak: isaralor gobul
olunmusdur:
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r;]ro L C=kh; Q=ohypcd; p,=x',
fo
& = Tcij(cag)_ovs; Rj(r) = Rj(x); d; = Hgg  dy; = Hsgs
a3 =Wy 84 =Mzt Uss, 85 = MUyt Hes, 8 = Mgt Hys=a,
A, =3 — My Qg =®ay A =Ry — Ry 8y =R5; 0 = Hgg

X =

1
b, =p,; by= E(“‘ll - Mlz); b, =5+ Hsss D5 = 1y + Hss

1
b = E(Hn + le); b, =+ &5 by =&5; €, = Hgs

1
C, = E(I"Lll - Mlz); C3 =M1 €4 = M3+ Has; C5 = Hyp + Hss

1
Ce ZE(H11+H12); C; =®3+Ry5; Cg =&y5 (7.5.9)

d,=—€5;d,=—¢;d, =@, + &5, ds =&, dg = ®,5 + &5
d7 =&y, ds = &By3, le = &5, d9 =& 3+ Ry3

Ca-nin Olgiisii elastiklik sabitlarinin dlgiilori ilo eynidir, gy — va-
kuumun dielektrik niifuzulugudur.

(7.5.7), (7.5.8) birinci sarhaod masalasinin hallini asagidaki
quivvat siralari soklinds axtaracagiq:

{Ro:RLR, R =D 1A, ,B,.C,,D, x"  (7.5.10)
n=0
(7.5.10)-u (7.5.7)-yo daxil etsok va x-in eyni doracali qiy-
moattlorinin amsallarini barabarlasdirsok indekslori ikidon kigik
olmayan omsallar1 indekslari ikidon ki¢ik olan amsallarla ifads
etmoays imkan veran asagidaki rekurrent miinasibatlori alariq.
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(n+2)(n+a,B,., +(n+2)(n+Da,A, ., =
=—(2n+1)(n+1)ea,B, ,, - (nzaza1 —m’ea, —g’a, + QZ)Bn —~
—(@?-¢%,)e(2B, , +¢B, ,)-(n+1)mea,C
—m(na, —a,)e’C, + (n+1)¢a,D,,, + & [2na, +a,|D, +
+Le%[(n-a, +a,]D, ,

n+l

(n+2)(n+1b,C. ., =—(2n +1)(n +1e,b,C
—[(n? =1)e%, —em?b, - ?b, + ©?Je’C, -
—(@2 -, )e(2C, , +£C, )+ (n+1)meb,B, , +

+m(nb, + b, )e’B, —meLb,[D, +&D, |+ (n+)meb.A_,, +
+m(nb, + b, )e’A

n+l

n

(n+2)(n+1)c,D,,, =—(2n +1)(n +1)ec,D
~[(n%, - m?c,)e? — %, + @] D, - (@> - ¢%¢, )e(2D, , + €D, ,)-
—(n+1)¢c,B, ., —&[2nc, +¢|B, —&%[(n—1)c, +¢|B, , -
—mec,(C, +¢C, ) - (n+1CC,A, ,, —g-[2nc, + A, —
—e%[(n-1)c, +G]A,
(n+2)(n+1dA,,, +(n+2)(n+1)d,B, , =
=—@n+1)(n+Ded,A, , —[(n%d, —m?d, )e> - %d, A, +
+eL%d,(2A, , +eA, ,)-(n+Dmed,C, , -
—m(nd, —d;)e’C, +(n+1)¢d,D,,, + & (2nd, +d,)D, +
+e%[(n-1)d, +d,]D, , — (n+1)e(2nd, + d,)B
—{ne?[(n—1)d, +d, |- (m?e? — 2 )d,, B, +
+8.%d, (2B, , +¢B, _,) (7.5.12)

n+l

n+l
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Monfi indeksli omsallar sirada istirak etmodiklorino goéro
onlar eyniyyotlo sifra boarabor hesab olunurlar. Indekslori ikidon
kicik olan omsallar iizorindo qgalan ixtiyarilik (7.5.8) sarhad
sortlorinin 6danilmasina imkan verir. (7.5.10)-nu sorhad sortlo-
rinds yazsaq onlar asagidaki soklo diisorlor:

Z[(Zn +DU3sBonss + (anvl33 + M13)882n +Mep,,C,, —

n=0

- C“13(D2n + 8D2n71)+ (2n+D&g A, +2neE A, ] =0

Z[(Zn +2)U33B., + (ZnM33 T Hog t H13)882n+1 +1,8MCyp —

n=0

- CHlS(D2n+1 +¢D,, )"‘ (2n +2)@4,A,,., +(2n +1)8&33A2n+l] =0

{MSS[CBZn +(2n+ 1)D2n+1]+ CeesA,, } =0
(7.5.12)

DM 1D

{tss[CBona + (2N +2)D,,, |+ L1sA,, 1} = 0

>
I
o

[(2[’] +Dp.C,, . + (2n _1)8M 55Con —ME (“ssan +&A,, )] =0

DM 1D

[(Zn +2)UssCopip +2NeU5C,, —Me (M5582n+1 + a15A2n+1)] =0

=]
Il
o

ZAZn =0 ZA2n+1 =0
n=0 n=0

(7.5.11) miinasibatlori vasitasi ilo indeksi ikidon kigik ol-
mayan sabitlori indeksi ikidon kigik olan sabitlorlo ifads edib
(7.5.12)-do yazsaq sokkiz tonlikdan ibarat xatti bircins cabri
tonliklor sistemi alariq:
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8 —
Zmpq[uij; & €56 G m; Q]xq =0 (p :1,8) (7.5.13)
q=1

Bela ki,
(Xl"'XS):(AO’ A, BO’ B,, CO’ G, Do’ Dl)

(7.5.13) sisteminin sifirdan forgli hallinin mévcud olmasi
ticlin onun determinanti sifra barabor omlalidir. Bu sartdon
moxsusi ragsler ti¢iin asagidcaki tezlik tonliyini aliriq:

detim | @ 85 & & m; Qfx f=0  (7.5.14)
Dalga odadi € bu tonlikdon Q-dan asili tapilir.
(7.5.14)-don moxsusi tezliklori vo onlara uygun moXsusi

funksiyalar1 moalum standart metodlarla vo ya odadi tisullarla
tapib lazimi tohlillori yerina yetirmok olar.

§7.6. Qalin divarli pyezokeramik kiira sakilli
rezonatorun ragslari /927

Pyezokeramik rezonatorlarin ragslorinin tahlili mosoloasi
horokat tonliklori ilo Maksvell tonliklarinin, elastiki vo elektrik
saho tenzorlar1 li¢lin verilmis sorhod sortlorini 6dayan birgo hal-
linin tapilmas1 masalosine gatirilir. Sferik r, 0, ¢ koordinat sis-
temindo radial ragslor tigiin (Us=u,=0) harokat tonliyri belodir

.. Oo O, — Oy — O
pUr= rr+ I 00

PP 7.6.1
or r ( )

Burada u, yerdayismoanin radial komponenti, ojj gorginlik ten-
zorunun komponentloridir.
Elektrostatika hali tigiin Maksvell tonliklori

divD =0 vo rotE =0
asagidaki soklo diistirlor
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U =jErdr=§(r2Dr)=O (7.6.2)

Sonuncu barabarlikdan birbasa alinir ki,

D, = 1 D, D, = const (7.6.3)

r rZ

Radiusa nozaran enins izotropiyaya malik olan pyezokera-
mika tigiin elektromexaniki hal tonliklorini bels yaza bilarik:

G, =CDSrr +CPS,.+CBS —h D,
33 13900 13990 33 (7.6.4)

GCoo = Clesrr + ClDzsee + ClDlsqxp —h, D,
Er = _h33Srr - halsee - h3lS(p(p + B§3Dr (765)

Radial rogslor zamani deformasiya tenzornun komponent-
lari yerdoyismolorlo asagidaki kimi ifads olunurlar:

ou u
S, =—; §,=5S =— 7.6.6
r ar 00 r ( )

Ly

Hesab etsok ki, polyarlasma biitiin hocmds doymus hala
catmisdir, onda C° v h-1n radiusdan asili olmadigini qabul et-
mok olar. (7.6.2) — (7.6.6) ifadslorini (7.6.1) tonliyinds yazsaq
harmonik ragslor {igiin asagidaki tonliyi alariq:

@4_26_“_,_ wzp_ZC?1+sz_ng|£:_%& (7 6 7)
o’ ror | Cj, C, rr cyrt

Bu tonliya kiiranin daxili vo xarici sathlorinds verilmis
or=0 (r =1y, 1,) sarhad sortlorini do olavs etsok asagidaki qeyri-
bircins sarhad masalasine galorik

o’u  24du u 2h.. D
U 2 (ko —o2) L = -0 7.6.8
orr ror ( ¢ )r2 co, r ( )
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D
M, 25U N Dy (7.6.8)
or Cgr Cgr

% D D D
Burada k:gzm% OLZ:ZLEZCN.
c C33 C33
C — sos siiratidir.
Rezonatorun moaxsusi ragslarinin tezliklorini tapmagq ti¢iin
(7.6.8) (7.6.8') geyri-bircins sarhod masalosine uygun bircins

o +ga—u + (kzr2 - GZ)E

— =0 7.6.9
o’ ror r? (7.6.9)
D
ML 2CRU_g (7.6.9a)
o Cg,r

sarhad masalasini hall etmok lazimdir.

(7.6.9)-un birinci tonliyi Bessel tonliyindon ancaq ikinci
hoddin garsisindaki 2 vurugu ilo farglonir. Ona géra do onun
timumi hallini bels yaza bilarik.

L
Jkr

Burada v = 1/ocz +% . C1 vo C; integral sabitloridir.

Mexaniki rezonans tezliklorinda (u=w) C; va C, sonsuzluga
cevrilirlor. Ona gora do yerdoyismolorin bu rezonans tezliyinds
paylanma ganqununu tapmaq tiglin u yerdoyismasini xarici Sot-
hin u, yerdoyismasina nozaron normallagdirmaq masgodouy-
gundur. Onda yerdayismalarin paylanma ganununu asagidaki
miinasibatdon tapmagq olar

u=——(CJ,(kr)+C,N,(kr)) (7.6.10)
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; Jv(kr)+g2 N, (kr)

u :(r_zj - (7.6.11)
Yo AT 3, (k) + 2N, (kry)

1
Belo ki, burada rezonans tezliklarinds C; va C; eyni tartib-

don sonsuz boyiiyan olduqglarindan % nisbati sonludur.
1

Tezlik tonliyini almaq tigiin (7.6.10) hallini (7.6.9a) sorhod
sortinds yazaq:
u 1

P m(clJv(erCsz(kr)) (7.6.12)
ou_ 1
o ol \/_r[ClJV(kr)+CZNV(kr)]+

k A%
+\/H[ [ L (kr) - J (kr))+C( V_l(kr)—ENv(kr)H=

C{ 3,4 (kn) - “fk—va (k)}

k 1+2v
+C L/_ wa(kr)— e N, (kr )} (7.6.13)

(7.6.12) va (7.6.13)-ii (7.6.10)-da yazaq:
Cfkrd, . (kn) 1, (k) |+
+C,[knN, (k) —yN, (kr,)]=0
Cyfkryd, s (kry) =73, (kry) [+
+C, [kl’2 N, (kr,) =N, (krz)] =0

(7.6.14)-tin sifirdan forgli holli olmasi tiglin kr,=x desak

asagidaki baraborlik dogru olmalidir:

(7.6.14)
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(axf

XN, (kr) —yN, (kr,) (rl j,\, (
r, I

&

XJvfl(X)_VJV(X) 5
X

(7.6.13) — (7.6.15) ifadasindo

J, rlxj—va(rlxj
"2 ! (7.6.15)
r
X [—yN_ | =
v-1 j y v(rz j
D
y:v+0,5—2c—1t;°’
C33

isaro olunub. (7.6.15) tonliyinin X, koklorini tapdigdan sonra
(avval EHM-ds adadi tisulla) mexaniki rezonansin tezliklorini

D \2
fnzi(%J n=12.. (7.6.16)
2nr,  p

miinasibatindan tayin etmok olar.
n=0 tortibi rezonans yerdayismalarinin dairavi (¢cevra bo-
yunca) paylanmalarina uygundur. n>1 olduqdaki tezliklori iso
qalinliq istigamotindaki ragsi yerdoyismalora uygundur. Rezo-
natorun elektrik xarakteristikalarini tapmaq {g¢iin (7.6.9),
(7.6.10) geyri-bircins sarhad mosalasini hall etmok lazimdir.
Asanligla yoxlamagq olar ki,
— mh,Dk
U=—-——"""=—X
Cokr (7.6.17)
x [Nv(kr) j Jkrd, (kr)kdr —J. (kr) j \/ENV(kr)kdr]

(7.6.9) tonliyinin xiisusi hollidir. Onda (7.6.9)-un immui
hallini bels yaza bilorik:

1
T[cljv(kr) +C,N, (kn)]- (7.6.18)

Dy k[N (kr)jJ_J (kr)kdr —J, (kr)jJ_N (kr)kdr

u=

nh13
D
C33

Noazars alsaq ki, rezrnatordan kegan elektrik corayant
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| = joQ = jmj D.ds = jo4nD, (7.6.19)

diisturu ilo tapilir, onda rezonatorun elektrik impedansi tigiin
asagidaki ifadoni alariq

1 |:1_ h33(U2—U1) _ 2h31r1r2 J‘Edr:| (7620)
r

joC, Bgs(rz - r1)Do Bgs(rz - I’1)Do
haradaki C; = :mi «s1x1lmis» niimunoanin tutumudur.
Ps (rz - r1)

(7.6.16) vo (7.6.20) ifadalorinin (7.6.8") borabarliyi ilo birge
tohlili zaman1 gérmok olar ki, elektrik rezonansi sorti (z=) u,
Vo Uy Yerdoyismolorinin sonsuzluga g¢evrilmolorine uygundur,
yoni mexaniki rezonans sorti ilo ist-listo disiir. Beloliklo, tap-
digimiz tezlik tonliyi hom do antirezonans tezliyini tapmaq
imkani verir.

Nazik divarli kiiralor ti¢iin (yoni sferik ortiiklor tiglin) elek-
trik miiqavimatinin ifadasini bir godor sadolosdirmak olar. Belo
sadalosdirms uygun olaraq asagidaki ifadalora gatirir.

1 2 fa2
2= - K2 3 va (7.6.21)
p
kd |
1 105
Z:jco—C l—KTW (7622)
p -
2

Burada C, vo C; effektiv dielektrik niifuzluluglarina uygun
tutumlardir, & = 8:13(1— Kf)) Vo g = 8;3(1— Kf), f, - sifir tor-
tibli modanin antirezonans tezliyidir v (7.6.16) vo yaxud

1

1 2 2
f, = 5
v 2nr| psp(l-op)

ay
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ifadosindon tapilir, d — Ortiyiin divarinin  qalinligidir,

p

K2 = K“[lij , K2 = h33(C,§’3 23)% - elektromexaniki slago

omsallaridir.
(7.6.21), (7.6.22) ifadalorindon z=0 sorti ilo elektromexa-
niki alago amsallar1 ligiin asagidaki diisturlar1 almaq olar

fo, — T f, —f f—f
Kﬁ:%; Kf:E 4 P th a Py
f., 2 f, 2 f,

bels ki, f, — elektrik rezonansinin tezliyidir.

Qeyd etmok lazimdir ki, qalin divarli kiira ii¢lin alinmis
miinasibatlor oksar hallarda halgonin radial ragslori tigiin [95]
tapilmis miinasibotloro analojidirlor. Belo oxsarliq formalliq
deyil, qalinliq rezonanslar arasinda iimumi ganunauygunlugun
olmasin1 gostorir.

§7.7. Qalin divarli pyezokeramik kiiranin
radial elektroelastik ragslari /93]

Radial polyarlagmis pyezokeramik kiironin radial ragslori
zamani sifirdan forgli ul(r, t) yerdoyismasi, elektrik sahasinin
potensiali ¢(r, t) vo gorginlik tenzorunun komponentlori o,
Co0, =Cge, habelo elektrik induksiyasi asagidaki diferensial
tonliklori 6dayirlor.

aGrr +2 G —Ogg — pU
or r '
2D. 2D (7.7.1)
r r—0
or r

haradaki goarginlik va elektrik induksiyasi vektorlarinin kom-
ponentlari yerdoayismolor vo elektrik sahasinin potensiali ils
bels ifads olunurlar
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ou, o9
=C +2C
Gy 11~ al‘ 137 ;

€1
) or S 172
u, u,
Ggg =Oyp = C13E + (Cza + C33)T + esle_(rp
D =e, aa“r 120, U g OO (7.7.3)

r o or

Burada Cjj — elastiklik modullari, e — pyezoelastiklik
sabitlori, & — dielektrik niifuzlulugu omsallaridir.

Harmonik f(r,t) = Ref(r)e™" rogsleri zamani adi gokilon
maddi sabitlor kompleks adadlor ola bilorlar, bu halda onlarin
xayali komponentlori  pyezokeramikada enerji  sopgisini
(dissipasiyani) tayin edirlar.

Owvalca (7.7.3) tanliyindan tapiriq [2, 3]

2
D, =X D, (M) c.e, (7.7.4)
r

Lakin biz burada basqa ciir harokat edoacoayik. (7.7.2) (7.7.3)
sisteminin hallini

u(r,t) = Rev(r)e ™
(P(ra t) = h\/g Re(b(r)e—imt

soklinds axtaracagiq. (7.75)-i (7.7.1)-ds yazsaq sistem doyison-
lorino ayrilar vo asagidaki adi diferensial tonliklor sistemino
golor:

C 0" +2C, >+ [pwz +2
r

(7.7.5)

C.-C,.-C -
8738 788y 4. cege 0" +
"

+ _2(enr— ) oot =0 (7.7.6)
1 " -
eV’ +2931FU +2( 11+e31 —€,11/C,& (I) —2¢,,4/C, 801 d)
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x:r_T yeni X doyisonini daxil edib s=% desak

E:L alariq. Burada r — kiiro divarimin galinliginin

r h(l+ex)
yarisi, R — onun ortaliq sathinin radiusudur. Bundan sonra
(7.7.6) sistemini asagidaki kimi yaza bilarik:

hl +gx) h? 1+ ex)?
e, C.e0 0" + 2ey—ey)e Je.ete' =0 (7.7.7)

h(1+ £x)

e, 0"+ ey —ey)e U+ 28— & ~U—
h(l+ex) h? (1+ &x)

—&y Cago{ - ﬁ‘b} =0
Ca komiyyotinin 8l¢iisii nm™, o — vakuumun dielektrik sabitidir
o=u(X) ¢=0¢(X) (7.7.8)
(7.7.7) sisteminin hor iki torofini g,h?(L+ex)?-na vursaq
alariq:

C, 0 + 2C, & o+ {QZ _ 2(C33 +Cyp— C13) g’ }G

2

C,g,n*(L+ex)’ 0" + 2C ee h(L+ex) V' +
+[h%, (1+6x)2Q* — 2(Cy, + Cpy — Cyp)e Ju + (7.7.9)

+e,,4/Cag, h?(L+ex)? " + 2(e,, + €, )hee o (1 + £x),/Cag;'d’ = 0
e,,h%e, (L+&x)°0" + 2(e,, — &,,)ee JN(L+ X))V +
+2e,8,6°0 —g,,/Cag," [h2 (L+ex)*¢" —2eh(@+ 8X)¢']= 0
Indi v(X) Vo ¢(x) funksiyalarni (-1, 1) araliginda
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v(X) = iAnxn d(x) = i B, X" (7.7.10)

quvvat siralart soklinds axtaraq. Onda (7.7.10)-u (7.7.9)-da
yazib x-in eyni ustlil qlivvatlorinin omsallarini barabarlosdirsok
A, va By, sabitlori tiglin asagidaki rekurent miinasibotlori alariq:

(N+2)(n+1C A, ,, +2(n+1)°C A, , +
+]0? - (n+1neC,, +2(C,y + C,y - CL 2 A, + (7.7.11)
+ (22(28AH + szAn72)+ (n+2)(n+e A, ., +2(n+1)x

2
x(ne,, +e,;—e;)eB, ., +n(ne, +e, —2e;)eB, =0

(n+2)(n+De,,A, , +2(n+1)(ne;; +e;; +e5)eA,; +
+(n+1)(ne,, + 2e,,)e’A, —(n+2)(n+De, B, ., -
-2(n+1)%, B, —n(n+1e, B, =0

n+l

(7.7.10) siralarinda x-in monfi Gstlii qiivvatlori vo demali
onlarin monfi indeksli omsallar istirak etmirlor. Ona gora do
A=A, =B =B, =0 gotiriiliir. (7.7.1) miinasibatlorindon A
Vo B omsallarindan indeksi 2-do bdyiik olanlari indeksi 2-dan
kicik olan omsallarla ifado etmok olar. Onda Ao, A, By, B;
omsallarii sarhad sortlorindon tapmaq lazim golir. (7.7.5)
ifadalorini vo (7.7.10) siralim o, vo Dy-in ifadalorino daxil
etmok onlar1 asagidaki soklo salir

5 = R Rei[(n +1CLA, . +(nCy,+2CL, A, +
n=0

" 1tex (7.7.12)

—imt

+(n+1e, B, +ne.eB, |x"

n+1

,/Cag >
D, = Tgxo Renzz(;[(n +De AL+ (nen + 2(:13)8An -

—(n+1)e,B, , +ne B, |x"e™
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r=Roth sferik sothlari elektrodlagdirilmis oldugda (7.7.1)-in
dagiq hoallina uygun tezlik tonliyinin odoadi tohlili ¢atin olur
[91,92]. Elektrodlagdirilmis r = Rq * h sathlarinda

O'rr(Ro * ht) =0 (7713)
Vo bu sathlara
(p(Ro + h,t):i(p()COS(Dot (7714)
ganunu ilo potensiallar fargi verilir.
Biz bu sortlori onlarla ekvivalent olan asagidaki sortlorlo
ovoz eds bilarik.

o, (410 0, (-1 )] =0
: (7.7.15)
%[(P(”’ D+o(-1)]= %(‘Po F @, )cos ot

(7.7.4), (7.7.10) ayrilislar1 vo (7.7.12)-ya asason bu sartlor
asagidaki gostoracayimiz cabri comlorin sifirligina gatirilir,

bels ki, comlama zamani amals golon C, iiﬂ vuru-
l+e 1+¢

gu eyniyyatls sifra barabar olmadigindan, n-in hom ciit vo hom

do tok giymatlorindo asagidaki cobri comlor sifra borabor
olmaldir.

[(2n +1)C11A2n+1 + (chll + 2C13)8A2n + (2n +1)ellBZH+l +

NgE

=]
1l
o

+2ne, B, |=0

[(Zn +2)CLA, ., + (chlz +Cpy + 2C13)5A2n+1 +

s

T (7.7.16)
+(2n+2)C, By, + (2 +1)e,£B,,,,] =0
Zan =0 Zan+1 =h™ C;lgo(Po :
=0 n=0
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(7.7.1) miinasibatlorindan indeksi 2-don boyiik olan amsal-
lar1 indeksi 2-dan ki¢ik olan indekslarlo ifads edib (7.7.16)-ya
daxil etsok dord xatti cabri tanliyin sistemini alariq:

m;,A, + m A +m; B, =0
m,,A, +m;A +m,B, =0
(7.7.17)
Mg Aq + MggA, +MggB; = h™/&,C.
mg, A, + M A +m+B, =0

Buradaki m,g sabitlori (a=1,4,8; $=1,5,8) (7.7.11) miina-
sibatlorindon yuxari indeksli sabitlori asagi indeksli sabitlorlo
ifado etdikdo 6z-6ziino formalasirlar. (=0 gotiiriib birinCi ti¢
tonliyin sifirdan forgli hollinin mévcudlugu sortindan (sistemin
dieterminantinin sifra borabar olmasi sartindon) maxsusi rags-
lor ligiin asagidaki tezlik tonliyini aliriq:

mll m15 m18
6,0’ =M, M, M, =0 (7.7.18)
m81 m85 m88
(7.7.18) tonliyini hall edib moaxsusi ragsin rezonans tezlyi
-1 tapir, sonra isd ona uygun raqs formasini iso (7.7.17) ton-
liyini hall etmoklo tapiriq. Enerji geviricisinin effektivliyini
giymatlondirmok tgiin Ky — elektromexaniki olago omsalina
osason Mezonun asagidaki diisturundan

—2 2
K3 mzaz(”z o =, 1-K>  (7.7.19)

2
antirezonans tezliyini tapiriq. Antirezonans tezliyinin tayin
olundugu, kegiriciliyin sifra barabar olmasi sorti

det{mmﬁ(cik €, €

4rio(R+hYD(R+h)e™ =0 (7.7.20)
borabarliyinin 6danilmasini tolob edir. Buradan iso goriiniir ki,
antirezonans tezliyi o, els elektrodlagdiriimamis kiiranin
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o1, =0  D(£1, t)=0 (7.7.21)

sorhad sartlorini 6dayan moxsus ragslarinin rezonans tezliyino
barabardir. (7.7.21) sartlorini onlarla ekvivalent olan

%[G,r (+Lt) o, (-Lt)]=0

(7.7.22)

~[P.(¢1£D,(-1,0)

0

sortlori ilo avoz etsok (7.7.12)-ya asason (7.7.22)-ni asagidaki
cobri comlarin sifra borabar olmasina gatirarik.

o0

Z[(Zn +DCLA 0+ (zncll + 2C13)8A2n +

n=0
+(2n+1)e,,B,,., + 2ne, B, |=0

i[(Zn +2)C A, + (znclz +Cpy + 2C13)8A2n+1 +

=0

>

+(2n+2)g, By, ., +(2n +1)11882n+l] =0

[(2n +1he A0+ (Znen + 2613)8A2n -

s

=]
Il
o

—(2n +1Dg;,B,,,, — 2ng;£B,, ] =0
e [(Zn +2)e, A, + (2ne1 +e,+ 2613)8A2n+1 - (7.7.23)
-(2n+2)e,B,,,, - (2 +1)&,,B,, ,]=0

Yena do bundan avvalki kimi harokot edorok (7.7.11)-don
indeksi ikidon boyiik olan omsallar1 0; 1 indeksli omsallarla
ifado elib (7.7.23)-ds yazaraq Bo-in daxil olmadigi (Bg (7.7.11)
Vo (7.7.23)-0 daxil deyil) dord tonlikdan ibarat cobri tonliklor
sistemi aliriq:

m, A, +m A, +m B =0 o=1458 (7.7.24)
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Bu sistemin sonuncu iki tanliyi Xatti asilidir. Buna inanmaq
tctin (7.7.14) camlarindan sonuncu ikisini toplayib (7.7.7)
asililigindan istifado etmok kifayatdir. Ona gora do bu sistemds
dordiincii geyri-bircins tanliyi nazars almadan birinci ti¢ bircins
tonliklor sisteminin determinantini sifra barabar etmoklo elek-
trodlasdirilmis kiirs tigiin tezlik tonliyi aliriq

detim, ;(eic, Cicr 81,6, 0, )f =0 (00 =1,4,8, p =158) (7.7.25)
Buradan (7.7.22) sorhad sortlori daxilinda elektrodlasdirilmis
pryezokeramik kiirs tiglin rezonans tezliklorini toyin edirik.
Onda hom do antirezonans tezliklorini alirg.

Indi (7.7.10) siralarinda comi ii¢ hadls kifayatlonmoklo

V(X) = Ao+ AX + Aox? §(X) = Bg + Bix + Box? (7.7.26)

®r Vo o, tezliklorini tayin edoak.

Bu yaxinlagmada @, rezonans tezliyi ii¢lin tezlik tonliyin-
don tapiriq:

2
o =2¢ C, +C,, — 2z (7.7.27)
Cll

(7.7.25) tezlik tonliyindan iss tapiriq:

2 2
C11631 - 2C13611631 - 811(:13
2
Cllell +€,

o = 282[(:33 +Cpy+2 J(7.7.28)

Qeyd etmoliyik ki ; tezliyi materialin pyezoelektrik vo
dielektrik xassalorindon asili olub, kiiranin elastik ragslorinin

rezonans tezliyi ilo tst-iisto diigiir. Antirezonans tezliyi ®,, ®-
e qe . e €..€

do elektroelastiklik analogiyasi vasitasi ilo Cy-m1 C; +—1*
€11

ilo ovoz etmokds alina bilor. o’ vo o> kemiyystlorinin ifadslo-

rini elektromexaniki olage omsalinin ifadasinds yazmagla
aliriq:
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11

Kz—l—(C +C —2—123j><
d — 33 23 C
(7.7.29)

-1

C..e2 —2C. e e. —¢g,.C?

XLC33+C23+2 11~31 C 13%11 3;. 1113
1lell+ell

Yiiksok tortibli tezliklori tapmaq ti¢iin (7.7.10) siralarinda
daha ¢ox hadlor saxlamaq lamizdir.

§7.8. Radial polyarlasmis qalin divarh
pyezokeramik kiiranin oxasimmetrik ragslari 957

Daxili vo xarici sathlorinin radiuslar1 uygun olaraq Ro—h vo

Ro+h olan galin divarl kiirays r, 0, ¢ sferik koordinat sistemin-
do baxagq. Onda onun oxasimmetrik ragslorinin tonliyi vo uy-
gun elektrostatika tonliklori baxdigimiz sistemds belo yazilar:

0c

. loo, 1 "
% 1% 4 220, 01~ 0, ~34ctg0) =l
06, 1l0cy, 1 -
6—re+;a—ge+?[(0n ~G40)Ctg0 + 30, | = pl, (7.8.1)
ob, gDr +laDe +1D9ctgezo
o r roo r

Bu sistemo asagidaki hondasi miinasibatlori do qosaq:

au, . 1(6ue j
& = v €= = TU s

or r\ oo

1 ou 1/ ou
e =>(uctgd+u ) e,=—2+= =2 _u
(6] r( 0 g r) ro or r(&@ 9}

(7.8.2)

; P = 7.8.3
' or r 00 ( )
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Yuxarida gostorilon miinasibatlora radial polyarlagmis pye-
zokeramikanin miivafiq hal tonliklarini do slavs etmoaklo [6 mm
sinfi] qapali sistem alariq:

6, =Cpg, + C13(8go<p + See)_ T,E,
Ggp = Cia8y + C338(p(p + Cys€pp — TaiE,
Cpp = Ce, + Czss(mp + Cus€g — M3 E, (7.8.4)
Oy = 2C558, — Tis3E,
D, =meg, + 7131(%P + 899)+ gk,
D, =2n. ¢, +&55E,
Burada CE - elastikli kmodullari, 85 - dielektrik niifuzlulu-

gu tenzorunun komponentloridir. Cjj va gj-lor tizarindoki yuxari
E vo ¢ indekslori yazilmirlar. r = Rgxh sothlorindo asagidak:
bircinsli sarhad sortlori qoyulur:

c,(R,+h,0)=0, c,(R,£h,0)=0, ¢R,+h,0)=0(7.8.5)

(7.8.1)—(7.8.4) tonliklorinin hallorini agsagidaki sokildo axtaraq:
u,(r,0) =0,P,(cos6) u,(r,0)= v‘v(r)% P, (cos0)

c (7.8.6)
o(r,0) = \/;&f)Pk (cos0)

Burada C, — olgiisii elastiklik sabitlorinin ol¢iisii ilo eyni olan
sabit, gg — vakuumun dielektrik niifuzlulugudur. Py(cos0)

d’P, (cgs o), ctgh dP, (cos0)
doe de
sortini 6doyan Lejandr funksiyasidir.
(7.8.6)-n1 (7.8.2) — (7.8.4) tonliklarinds yazmagla vo asagi-
daki baraborliyin dogrulugunu noazars almagla

=k(k+1)P, (cos®) (7.8.7)
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3 2
Cz{d P (cos6) g0 dP, (cos6) ctgp d?P, (cos 6)} ~

do® do do’
dP, (cos0) d*P, (cos0) dP, (cos0)
2
+ctgd d°P, (cgs 0) +C,, dP, (cos0) C,, dP, (cos0) _
do do
d | d*P,(cos6 dP,(cos 6 dP, (cos6
= 23d_9|: kd(92 ) +Ctgo kEj_G )]"(Czs_cm) k(de ) =
dP, (cos© dP, (cosO
= C,3k(k +1)% + (Czs - Css)% =
dP, (cosO
= [Czsk(k +1)+Cpy - Css]% (7.8.8)

asagidaki adi diferensial tonliklor sistemina golirik

_ 2 _ a,g’ €d, __
a{u’k’jt—l u) |+ Qz—(l 2 % U+ W +
+EX +EX +&X
82

a7
(1+ex)

2
a.e” - €dy -
——= W, +agd + o, +
(1+ex) 1+ex

2
bl[v_v{;+—1 2 WL}+{QZ— b,e }v‘vk+ &b, U, +

+ ~¢, =0

+eX (1+ ex)? 1+ eX
b,e? &b, -, e’b, -
: 2 Yk ° k ° 2 o, =0 (7.8.9)
(d+ex) 1+ex (d+ex)
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- 28 — g’c, - eC, __
Cy| o + O |- LS ht W, +
1+ex (1+ex) 1+ex

2 2
c,e” . &C _, ec, _
2Wk+C5Uk+ K 2Uk:
(1+ex) 1+ex (1+ex)

(-1, 1) araliginda sorhod sortlori (x=%1) asagidaki soklo
diistirlor:

w1+ ex)w, + 8l'l13[2Uk —k(k +1)V_Vk]+ &, (1+ SX)(I_)IL =0
Hes[(L+ EX)W} + (T, —W, )]+ @39, =0 (7.8.10)
(7.8.9), (7.8.10) barabarliklarinda bels isaralor daxil edilib:

T 0, (1) = 0,00 W ) =W, 00 8.1 = 6, (3)

Q=wh|pCe= RL; K = C,C.; & = niJ(SOCa )

ij—a
0

X =

&= 8i;861; a; =y, 8, = 2(“33 + Uy — Hls)"' K(K+1)pgs

a; =—k(k +l)(u13 + “55); a, =—k(k+D)aess; b, = pgg

b, = (k2 +K _1)“33 + Hpg + 2 By = Hys + Hee;

b, = Mgz + Hos + 2lss; by = &5, + 85q5 Dy = 22855;

C, =&y, C, = —K(K+1)ggq; ¢, =—k(k +l)(a31 + %53);

¢, =—k(k+ 1)(3931 - 0'953); Cs =2y, C6 = 2($11 + wsa);
(7.8.9) sisteminin amsallar1 (-1,1) araliginda analitik funk-

siyalardirlar vo demali sistemin holli do analitik funksiyalar ol-
malidir. Bu isa imkan verir Ki, hallari

(7.8.11)

U, = i‘;AnX” W, = i‘;BnX” o, = i‘;cnxn (7.8.12)

qiivvat siralari soklinds axtarag. (7.8.12)-ni yigcam sokildo bels
do yazmag olar:
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{Uk’ W, (I_)k}:i{An, B,, Cn}Xn

n=0
(7.8.12)-ni (7.8.9) sisteminds yazib, x-in eyni daracali qiiv-
vatlarinin amsallarin1 baraboarlosdirsok A, By, C, amsallar: ara-
sindaki indekslari ikidon az olmayan omsallar ikidon kigik in-
deksli omsallarla ifado etmoys imkan veran rekurrent miinasi-
batlors galirik:

a,(n+2)(n+DA ,+(n+2)(n+1a,C,.,=-2(n+1)’ca,A,, +
+ &2, - (n+Dna, JA, —eQ[2A, , +A, ,]-
—(n+1ea,C, ., —&*(na, +a,)C, —(n+1e(2na, +a,)B, , —
—e*{n[(n-Da, +a]+a,JC,
(n+2)(n+b,B,,, =-2(n+1)%eb,B,, +
+{2[b, - (n+Dnb, |- Q?|B, —eQ*(2B, , +¢B, ,)- (7.8.13)
—(n+1eb,A_ —*(nb, +b,)A, —
—(n+1)eb,C, ., —2(nb, +b;)C,
(n+2)(n+1)c,C,.., +(n+2)(n+1c.A
=-2(n+1)%ec,C, , +£°[c, —n(n+1)c,|C, — (n+1)ec,B,, —

n+l

n+l
n+2 =

—g*(nc, +¢,)B, —(n+De(2nc, +C A, —

— 2 [n(n-1)c, + ¢, ]+ ¢, A,

Indekslori ikidon kicik olan amsallarin sorbastliyi sorhad sort-

larinin 6danilmasini tamin edir.
Belo ki, (7.8.3)-1i (7.8.10)-a daxil etmokls aliriq:

Z[(Zn + Dby A1+ 2Nk + Hyg oA, — K(K +D)eny By, +

n=0

+(2n+1)@,C,, ., + 2nse,C, |=0 (7.8.14)
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Z[(Zn + 2 Ao + [(2n + Dy, + 2“13]5A2n+1 -

n=0
—k(k+1eu B, +(2n+Dee,,C, ., +(2n +1)S%11C2n+1] =0

o0

Z{Hss[gAzn +(2n+1)B,,,, +(2n -1)eB,, ]+ £&®55Cop } =0

M55[8A2n+1 +2(n+1)B,,,, + 2n882n+l]+ 8%53(:2[”1} 0

Ms ﬁMS il

C2n = O iCZM—l = 0

n=0

I
o

n

Bundan gabagki paraqraflarda oldugu kimi horokot etmoklo
(7.8.13) vo (7.8.14) alt1 bircins cabri tonlikdon ibarat sistema
getirilir.

6 —
> m (b @y 660k QX =0 q=16 (7.8.15)
g=1
Bu sistemin determinantini sifra barabor tutmagla moxsusi
ragslor tigiin tezlik tonliyi aliriq

detim,, (1, ;. &5, €.k, Q)f=0  (7.8.16)

ijr “ijr
Xiisusi halda €é=0 oldugda (bu ¢ox-¢ox nazik divarli sferik
ortik demokdir) baslangic mosalo (7.8.8) (7.8.9) iki bir-

birindan asili olmyan masalalars yani:
2

o°u, 2 0? ¢
a L+ QU +e& =0 7.8.17
) Mas——— or 33 or ( )
ou 0
{u%gwe%—ﬂ =0 (7.8.18)
ou 9 )
b) Hes—~ P +Q%u, =0 (7.8.19)
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ou,
or x=*1
bircinsli sarhad masalalorins ayrilir.

(7.8.19) (7.8.20) spektral masalalari bagli olmayan (¢ po-
tensialindan asili olmayan) siiriisma ragslorini xarakterizo etdi-
yi halda (7.8.17) — (7.8.18) spektral moasalasi pyezokeramik la-
yin galinlig istigamotindoki elektroelastik ragslorini xarakterizo
edir. Bu iki spektral masalalordon tapilan tezliklori uygun
olarag U(n) va W(n) ils isara edok (burada n tezliyin tortib
nomrasidir).

(7.8.17) (7.8.18) masalasini hall edib tezliklor ti¢iin tapiriq

=0 (7.8.20)

U(2n +2) = 5,46417...18,42845 ... (n=0,1...)

(7.8.19), (7.8.20) masalasindan isa tapirg:
n
W(n+1) = %«/uss (n=0,1...)

Bundan sonra (7.8.16) tonliyinin hallinin tohlilini odadi
yolla yerina yetirmak olar.

§7.9. Pyezokeramik firlanma ortiiklari digiin
elektroelastiklik miinasibatlari /87]

Nazik firlama ortiklori soklindo olan pyezokeramik ele-
mentlor bir cox texniki qurgularda enerjiinin asag: tezlikli
elektromexaniki ceviricilori gisminds 6z totbiglorini taprlar.
Belo gevirici elementlorin isinin effektliyi (o ciimlodon firlan-
ma ortiiklarinin) va bir sira odadi xarakteristikalar: elektroelas-
tikliyin bagl sorhod masalalorindan tapilan faktorlarla toyin
olunurlar. Bu masalalar iss ti¢ol¢iilii qoyulusda oldugca miirak-
kobdirlor [10,97, 98]. Elektroelastikliyin sarhad masalalarinin
doagiqg halli ancag mahdud sinif tigiin [96, 97, 98, 100] malum-
dur va bu sinif sirf elastiklik nazariyyasi ilo miigayisads oldug-
ca dar bir sinifdir.
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Elektroelastikliyin totbigi masalalarinin tabii hall yolu tipik
elementlor {igiin togribi nazariyyanin islonmasindan ibaratdir.
Bu zaman elektroelastiklik sahalarinin 6zlorini neco aparmala-
rina nazaran miixtalif ciir sadolosdirici farziyyslordon istifads
olunur. Elektroelastikliyin ti¢ol¢iilii miinasibatlorinds bu vo ya
digar sadslosdirmanin yol verilo bilmasi bazi hallarda analitik
tsullar va yaxud tocriiba gostoricilori ilo miigayiso tsulu ilo
toyin olunur. Nazik divarli pyezoelementlor ii¢iin adobiyyata
[82, 96] istinad etsok bagli sahonin mexaniki komponentlori
ticiin Kirxhof-Lyav farziyyasinin dogrulugu tasdiglonir. Elek-
trik komponentlori tigiin analoji tip hipotezlorin ifadasi adobiy-
yata [101-105] asasan moveud deyil. Bununla bels agiq pyezo-
keramik sferik ortiiyiin oxasimmetrik rogslorino baxilan [100]-
iin gostoricilori  elektrik doayisonlori hagqinda Kirxhof-Lyav
farziyyasina adekvat bir hipotez séylomoya imkan verir. Bura-
da elektroelastikliyin bagli (elektrik sahasinin potensialindan
asil) tonliklorinin holli nazik ortiikklor nazariyyasinin klassik
miinasibatlorinin - mexaniki doyisonlor tigiin dogrulugu, bagh
sahonin elektrik dayisanlori tigiin tgol¢iilii tonliklarinin daqig
¢ixariimasina asasan qurulmusdur. Naticado mioyyan edilmis-
dir ki, elektrik sahasinin Kirxhof-Lyav hipotezins uygun 6ziini
aparmasi elektrik saho vektorunun normal komponentinin xatti
ganunla dayismasi va elektrik induksiyas: vektorunun normal
komponentinin galinhigdan asili olmamasi ilo xarakterizo olu-
nur. Kirxhof-Lyav hipotezini tamamlayan bu noticalor asagida
galinhqg istigamatinds polyarlasmis pyezokeramik firlanma
ortiklari tgtin elektroelastiklik miinasibatlarinin  alinmasinin
osasinda dururlar.

1°. Ortaliq satho normal istigamatindo miintozom polyar-
lasmis sabit h galinligh (sokil 7.9.1) ixtiyari pyezokeramik
firlanma oriiyiinoe baxaq. Ortaliq sathin nogtalorinin vaziyyatini
S — meridional koordinat (S — meridianin har hansi baslangic P
nogtasindon 6lgiilon uzunlugudur) va dairavi ¢ koordinati (o -
baxilan cari vo baslangic meridianlarin mistavilori arasindaki
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bucaqdir) ilo xarakterizo edacayik. z — koordinati négtonin orta-
l1iq sathdon masafasini gostarir. @=const meridian1 vo S=const
paraleli ortaliq sothin bag ayrlikli xatlaridir. r1 va ry ilo uygun
olaraq meridianin vo paralelin bas oyrilik radiuslari, r ilo iso
firlanma oxuna perpendikulyar miistovidoki paralelin radiusu
isaro olunur.

3 ——}';’f pp————— dJ l
7 < R h 7 L -
\ T(h‘

N
\ t
\
\ . 2
v

L
11 N/ N‘\du

Sokil 7.9.1. Sokil 7.9.2.

<

Ortaliq sathin normali ils firlanma oxu arasindaki bucaga v
desak (sokil 7.9.2) yaza bilorik:
r

h=—— (791)
SInv
Kirxhof-Lyav hipotezino uygun olaraq ortaliq sothdon z
mosafasinds yerlagson ndqtanin yerdoyismasi [106]-nin diistur-
lar1 ilo oxasimmetrik deformasiyada bels ifads olunur

u® =u(s)+zp(s) w =w(s) (7.9.2)
Burada u vo w uygun olaraq ortaliq sothin ndqtasinin yerdoyis-
mo vektorunun meridional va dairavi komponentloari, § - ortaliq
satho normalin donmo bucagidir

p-y_dw (7.9.3)
r, ds
Ortilyiin meridional vo dairovi deformasiyalari belo ifado
olunurlar
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— 0 — 0
g, =¢ tI®, g,=g, +Z&, (7.9.4)

S

Belo ki, ortaliq sathin deformasiyalari

du w 1
g9 =" 9 =Z(uctgu+w 795

diisturlari ila tapilirlar, bas ayriliklorin doyismolori ti¢iin iso
2
aes:E(EJ_d_"z"; ae(pz(ﬂ—d—WJCtg” (7.9.6)
ds{r, ) ds L ds)r,
borabarliklori dogrudur. (7.9.2) — (7.9.6) ilo oxasimmetrik
deformasiya olunan firlanma ortiiyiiniin Kinematik tonliklori
ifads olunublar.
2°. Nazik pyezokeramik firlanma 6rtiiklori nozariyyesinin
sadoalosdirilmis fiziki miinasiboatlorini almaq t¢iin keramika
ticlin [83,98] {igol¢iilii pyezoeffekt tonliklorino miiraciot edok.
Secilmis tigortoqonal s, ¢, z koordinat sisteminds pyezoeffekt

tonliklori qalinliq istigamotindo polyarlasma hali {giin bela
yazila bilor

g = SlEstz + SlElcsss + SlEzcs(p(p +d,,E,
€, = SlEscsrr + SlEzcsSs + SflG(p(p +d,,E,
€, =S50, + SlEg(G + GW)-{- d,;E, (7.97)
&, =S5,0, +0E, -
D, =¢/E, +d,.0,,
D,=¢,.E, + d31(c5SS + GW)+ d..0,,
Burada Sﬁ (i,j=1,3) — materialin elastiklik sabitloridir (sabit,

sifra barabar gorginlikli elektrik sahasinds ol¢iiliirlar), ds;, dss,
dis — pyezomodullar, &/, 1, - sifra borabor mexaniki gorginlik

soraitinds olgiilon dielektrik miifuzlulugu, Gss, Gep, G2z, Osz —
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mexaniki gorginlik tenzorunun komponentlaridirlor, E, E; vo
Ds, D, — uygun olaraq elektrik sahasi vektoru E -nin vo elektrik

induksiyas1 vektoru D -nin meredional vo normal komponent-
loridir.

Nazik ortiiklar ti¢iin hipotezlors uygun olaraq (7.9.7) miina-
sibatlorinds s,=0 gobul edib vo Kirxhof-Lyav hipotezinin
daqiqliyi ¢argivasinds (7.9.2) va (7.9.3) miinasibatlorine asasan

sz = 0 yazib onlar1 sadalosdirok. Naticads (7.9.7)-nin ti¢iincii
Vo dordiindii tonliklorindoan alirg:

E
Szz = 513<Gss + G(p(p)+ d33Ez

5, = —d—ésEz (7.9.8)
Ssa
(7.9.7)-nin o5 Vo Gy - gorginliklorina nozaren hall olun-
mus birinci iKi tonliyi asagidaki soklo diisiirlar.

G = E; [(Sss + Vg(pcp)_ (1+ V)d3lEr]
sp(d-v)
(7.9.9)
Cpp = SlEl(l——V)[(VSSS + SW)— @+ v)dglEr]
E
Burada v =v© = _s_ - Ortliylin materialinin Puasson omsalidir
11
(7.9.7) sisteminin sonuncu iki tonliyi edilon sadalosdirma-

lora osason asagidaki soklo diistirlor:

2
D,=¢lE,~U5E —Tl-KLE,  (7.9.10)
Saa

D —833E +d31(Gss+Gq>§o):

(6 +£00)

, d,
—el1- K)E+1l(_)
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Burada Kf; vo K - elektromexaniki olagenin siiriismo Vo
planar omsallaridir.

d? 2 d?
Ki=—2—: K= 31 7.9.11
a 55481Tl P 1_V 8518;—3 ( )

Indi do elektrik sahosi {igiin hipotezloro miiraciot edok.
Yuxarida geyd edilmisdi ki, [92]-un naticalaring asasan elektrik
sahasinin garginlik vektoru va induksiya vektorunun normal
komponentlori ti¢iin asagidak: toqribi barabarlik dogrudur.

E,=EP(©)+zEP(s) D,=D(s) (7.9.12)
Qeyd edok ki, D,-in ayrilisinda xatti toplanan olmamasinin
fiziki izahi var. Onun mogzi bundan ibarordir ki, sirf ayilmo
deformasiyasi no elementin sothindo yerlori doyisdirilmis yiik-
lorin amols galmasing, na dos bu elektrodlar arasinda potensial-
lar farginin amola golmasina gatirmir. Eloca do, sirf ayilmo de-
formasiyas1 xarici elektrik sahosi hesabina bas vers bilmaz.
(7.9.12)-ni va (7.9.4)-ii (7.9.10)-un ikinci barabarliyinds yazsaq
alariq:

d
D =l 1-K2EO® 4+ 31 (@ 4 £O),
z 33( p) z Sfl(l_ V) ( SS <P<P)

(o, 4 )}

Bu boraborlik dogru olmasi tigiin ((7.9.12)-yo miiraciot et)
sag torofds z-in omsali eyniyyatlo sifir olmalidir.

Beloliklo, elektrik sahasi {igiin xotti diizolisin ifadasi belo
olmalidir:

(7.9.13)

+z{s;3(1—K§)E§l) s la
11( - )

2

w__ 1
© T 2d,1- K2

(e, +,) (7.9.14)
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(7.9.12) ayrilis1 va (7.9.14) barabarlyi (7.9.9) va (7.9.10)
tonliklorinin sonraki sadalosdirmalorins yol agir:

Oy = Ell @ +ve@]- @+ v)d,EQ )+

S —

y 1+v K2
+51El(1_V2)H1+ > 1K J(EE +ae) (l—v)aeql

o0 = 7—)35 11_ 2 {[vs(o) + 8(0)] @A+ v)d,EL ’}
+ z 1+1JrV KZ (ae +ae) dl-v)e
sS(1-v?) 2 1-K? :

D, =¢},(1- K%)E,
D, =&l(1- KZ)E§°)+~(—)SE fS . (€@ +29)

11
Nazik ortiiklor nazariyyasinds 16vhalor nozariyyssinda
oldugu kimi fiziki miinasibatlor inteqral xarakteristikalari, yani

quivvalar vo momentlor [105]-in diisturlart ilo daxil edilirlor.

(7.9.15)

h/2 h/2 h/2
= jossdz; N, = jcwdz; Q, = Ioszdz

—h/2 -h/2 -h/2

2 2 (7.9.16)

M, = josrzdz; M, = J.cswzdz

~h/2 —h/2

=Dy {[8(0) + vagg]— 1+ v)d31E§°)}
(7.9.17)

D
=D, {[ve? +£@ |- @+ v)d, EV}
D

N,
N,
M, =D, (@, -v&,) M, =D, (Ve, +,)

359



Ortiiyiin dartilma sortliyi Dy va ayilmo sartliyi Dy asagida-
ki1 diisturlarla tapilirlar:

h h® 1-v K
D, = D, = 1+ P 7.9.18
NTsE-v) 1255(1—#)[ 2 1—K§J ( )

v ila isa gatirilmis Puasson amsali isara olunub:

v+051-Vv)K;
1-0,5(1-v)K3

Belaliklo, (7.9.17) miinasibatlori sirf elastik izotrop firlan-
ma Ortiiklori tigiin analoji miinasibatlordon qalinliq istigamatin-
do elektrik sahasi ilo bagli toplananlarin olmasi ilo vo hom do
oyilma sortliyinin ifadossinin doyismosi vo habelo Puasson
omsalinin gatirilmis omsalla avaz olunmasi ilo forglonirlor.

3%, Nazik pyezokeramik firlanma 6rtiiklorindoki bagl elek-
troelastik proseslori ifado edon miinasibatlorin tam sistemini
yuxarida gostorilmis kinematik vo fiziki asililiglar ortiiklarin
dinamikasimnin tonliklari vo macburi elektrostatika tonliklori ilo
tamamlamagla alacagiq. Ortiik elementinin giivve Vo moment-
lorlo ifads olunmus horakat tonliklori asagidaki kimidirlar [105]

(7.9.19)

V=

2
dl,) N cosw+&+rqS = rhpa—lzJ
ds ? I ot
d(rM,) 3
“as M,cosv-rQ, =0 (7.9.20)
2
a0rQ) N_sinv+ N, +1q, :rhpa \;v
ds ? r ot

Burada p - pyezokeramik materialin sixligi, gs Vo g, — Xarici
quvvalarin komponentlari; t — zaman koordinatidir.

Pyezokeramika ii¢iin mochuri elektrostatika tonliklori belo
yazilir
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rotE =0 divD=0 (7.9.21)
Elektrik sahasinin E gorginlik vektoru ovezinds ¢ elektro-
statik potensial daxil etsok

E=—grado (7.9.22)

(7.9.21) tonliyi eyniyyatlo 6danir vo elektrostatik sahonin

tohlili li¢iin asagidaki sistemi aliriq:
divD=0 E=gad¢ (7.9.23)

Ucolgiilii halda E vo D vektorlar1 arasinda olage pyezo-
effekt tonliklorinin axirinci iki miinasibati ilo miioyyan edilir.
(7.9.17) fiziki miinasibatlorin ¢ixarilmasinda elektrik saho vek-
torunun normal komponentlori {igiin (7.9.12) togribi miinasibat-
lordan istifads etdik. Ona goéra do (7.9.23) hipotezlarinin zid-
diyyatsizliyi va (7.9.23) tonliklorinin 6danilmasi {igiin onlarin
doaqiqglik daracasinin isbat olunmasi zaruridir.

Ortiiyiin koordinat oxlar1 {izarino proyeksiyalarda (7.9.21)
tonliklori [103] bels yazilirlar

divD =1{g(rDs)+£(rDz)} ~0
rLos oz (7.9.24)
ES = —a—(P1 EZ = —a—(P
0s 0z
E, U¢iin (7.9.12) ayrihisindan istifado edorok z-o goro
inteqrallma yolu ils asanligla tapiriq.

P =—,(s) —2EQ (s) - %zzEgl) (s) (7.9.25)

Burada @o(s) — hor hans: ixtiyari funksiyadir.
Potensialin verilmis ifadosino goro elektrik sahosinin E;
komponentini tapmagq olar.

__do_de, , dED 2%V
* ds ds ds 2 ds

(7.9.26)
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Es-i bilorak (7.9.10)-un birinci diisturuna géro Ds-in ayrili-
sin1 tapiriq:

ds 2 ds

Ds-in bu ifadasini (7.9.24)-tin birinci tonliyino daxil etsok
elektrik induksiyasinin normal komponentinin ayriligini alariq:

(0) 2 @
Dszsfl(l—Kf{dc;‘;uszz 20, } (7.9.27)

1d 1 1
D, =D —¢],(1- Kfs)r = {z% +J2ED 4 z3E‘1)} (7.9.28)

(7.9.30)-nin (7.9.12) diisturu ilo miigayisasindan, yuxarida
geyd olunan D,-in ayrilisinda galinliq boyunca Xatti toplanan
olmamasini nozars almagla ¢o(s) funksiyasini tapmagq tigiin

1d ( a%) 0 (7.9.29)
rds\ ds
tonliyini aliriq, buradan da
90(9)=C, %ds+C (7.9.29)

harada ki, C; vo C, — ixtiyari sabitlordir va sarhad sortlorindoan
tapilirlar.

Edilon tohlil gostarir ki, (7.9.12) hipotezlori ziddiyyatsizdir-
lar va elektrik sahasinin tayinindoki Xota ikinci vo daha yiiksok
tortibdon kigik toplananlarla xarakterizo olunur.

4°. Yuxarida deyilonlorlo pyezokeramik firlanma ortiiklori
ticlin oxasimmetrik nazariyysnin biitiin zaoruri miinasibatlori
toyin olunurlar. Bu zaman meydana ¢ixir ki, agor bagli sahanin
(potensialdan asili)) mexaniki komponentlori iigiin axtarilan
sarbast doyisonlor gisminds ortaliq sothin noqtalarinin yerdos-
yismolari olan u va w-ni gotiirsak, onlar tigiin (7.9.5), (7.9.6),
(7.9.17) vo (7.9.20) tonliklori 6z sokillorina gora nazik ortiik-
lorin sirf elastik nazariyyasinin tonliklori ilo tst-listo distirlar.
Saholorin bagliligi onlarda elektrik sahosinin E, daxil olan
toplananin olmasinda vo ayilma sartliyindoki elektromexaniki
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olago omsallarindan asili diizolisdo biruzo verir. Ortiikdo elek-
trik sahasi elektrik potensialinin (7.9.25) ayrilist vo (7.9.29)
boraborliyi ilo tayin olunur. Konkret masalalarin hallindo gos-
torilon miinasibatlori mexaniki vo elektrik xarakterli sarhod
sortlori ilo tamamlamaq lazimdir. Mexaniki sarhod sortlori or-
tiklor nazariyyasinin [106] sarhad masalalarinin malum quru-
lusundan heg¢ no ilo forglonmir. Elektrik sorhod sortlori ortityiin
sathlorinds elektrodlarin  yerlogsmoasi vo yiiklonmalarindan
asilidir. Mosalon, ogor elektrodlar sothi tamamilo ortiirlorse

(z:igj vo aktiv elektrik yiiklonmasi elektrodlarda Vg-a

barabar potensiallar fargi kimi verilibsa, s=0, s=s, sathlori elek-
trik yiiklorindon azaddirsa, onda sarhad sortlori asagidak: sokil-
do yazila bilar:

9, =0 ,=Ve Dl,,=0 (7930

(7.9.25) ayriliginin komayi ilo birinci sarhad sortini 6dade-
rok tapirq:

Vo

EO=-—0 (7.9.31)

Askardir ki, bu zaman

(7.9.309) sorhad sartindon vo (7.9.27), (7.9.20) barabarlik-
lorindon ¢ixir ki, @o=Const, ¢iinki, potensialin sabit giymati
elektrik sahasinin gorginliyins tasir etmir, ona gora ¢o=0 gobul
egmok olar.

Belaliklo, Ds tiglin sorhad sorti ortilyiin galinligi boyunca
kvadratik toplanan doqigliyi ilo 6donir.

(7.9.17) boaraborliklorindon vo (7.9.31) hallindon alindig:
kimi elektrik yiiklonmasinin tosvir olunan isulu tiglin pyezo-
keramik firlanma ortiiklarinin harakat tonliklori mexaniki vo
elektrik doyismoalorino nozaroan iki sarbast tonliklor sistemina
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ayrilir. Elektrik yiiklonmasinin basqa hallar1 vo elektrodlarin
basga ciir yerlogsmolori {igiin (moasalon kasilon elektrodlar)
passiv rejimdo bagli horokot tonliklorinin belo ayrilmasi
miimkiin olmaya da bilor. Lakin hotta bu hallarda ogor ortiiklor
nozariyyasinin sirf elastik hal i¢iin uygun sarhod mosalasinin
holli molumdursa, islonmis nazariyys elektroelastikliyin bagl
sorhad masalalarinin hollini nisbaton sads sokildo tapmaga
imkan verir.

§7.10. Nazik pyezokeramik sferik ortiiyiin
oxasimmetrik raqslari /997

Kirxhof-Lyav hipotezins asaslanan nazik elastik ortiiklarin
ragslorinin klassik nazariyyasi, nazik pyezokeramik ortiiklordos
bas veron dinamik hadisalorin tohlilindo do miivaffagiyyatlo
totbig oluna bilor. Pyezokeramik materiallardan hazirlanmig
ortiiklorin deformasiya olunmalarinin xarakterik xiisusiyyati,
mexaniki deformasiyalarla elektrik sahosi arasindaki slaganin
movcudlugundadir.

Bu paraqrafda pyezokeramik agiq sferik ortiiyiin oxasim-
metrik rogslorini 6yranacakik (sokil 7.10.1).

Forz edok ki, elektrodlar o E
godar nazikdirlar ki, hesabla-
malarda onlarin kiitlo vo sort- el N
liklarini nazara almamagq olar. N
Ortilyiin ~ qabagcadan  pol-
yarlagsmasinin sirf padial isti- ?
gamoatli olmasi1 gabul olunur.
Ragslorin hoyacani elektrodla- /
ra zamana goro harmonik
dayison elektrik tisulu ila Sokil 7.10.1.

O = TV, (7.10.1)

r=nr,
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yani harmonik dayison elektrik potensiallar1 farqi vermok yolu
ilo yerino yetirilir. Pyezokeramik ortiiklarin ragslorinin togribi
nozariyyasini qurarkoan elektrlelastikliyin sferik foza koordinat
sistemindo yazilmig tonliklarino istinad edacoyik. Bu zaman
onlarda mexaniki garginliklor tiglin Kirxof-Lyav hipotezina
uygun sadalosdirmalor edacayik.

Baslangicda radial istigamatds elektrostatik ¢ potensialinin
Ozlinli neCo aparmasi haqda heg¢ bir sadolosdirici hipotez irali
stirilmiir. Potensialin galinliq boyu Kirxhof-Lyav hipotezina
uygun Oziinii neCo aparmasi haqqinda toqribi analitik asililiq
ticolguli sarhad mosalasinin hallindon sonraki ifadodon tapilir.
Bu zaman hesab edilir ki, ortliyiin qalinliginin onun radiusuna
nisboti kicikdir vo yiik meridian boyunca tadricon doyisir. Or-
tilylin rogsinin tezliyinin onun qalinliq istigamotindoki ragsinin
tezliyindon asagi olmasi qabul olunur. Elektroelastikliyin sferik
r, 0, ¢ koordinat sisteminds radial polyarlagmis keramika tigiin
oxasimmetrik hal tonliklori [81, 99, 106] asagidaki sokildo
yazilirlar:

6, =Ca, + Cfs(% + 89)_ €sE,
Ggp = ClESSr + Cise + sz?«p — ek,
c,, =Cre, +Che, +Che, —e,E
o0 Ela 12%0 11%¢ 135=r (710.2)
G = Cusgro —€1sEo
Dr = SCESEr + 8?If?)gr + e13(89 + 8@)
D, = glElEe * €158
Burada ojj Vo & — uygun olaraq gerginlik vo deformasiya
tenzorlarinin komponentlori, D,, Dy vo E,, Eg elektrik in-
duksiyasi vektoru D -nin vo elektrik sahasinin garginliyi vekto-
ru E -nin komponentlari, Cij — elastiklik modullar1 (sifir gor-
ginlikli elektrik sahasindo 6lgiiliirler), ej; — pyezomodullar, &j,
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Vo &5, - materialin deformasiyasiz 6l¢iilmiis dielektrik niifuz-
luluglandir.

Elektrik sahasinin garginlik vektoru elektrostatik poten-
sialla asagidaki kimi olagalonir:

E, :_8_(p; E, :_18_@ (7.10.3)
or r oo

Nazik divarli ortiikklordon danisarken (7.10.2) miinasibot-

larinin sadslasdirilmasini V.V.Novojilova [54] istinadan

or=0 (7.10.4)
gobul edarak, yerina yetiracayik. Onda (7.10.2)-nin birinci ton-
liyindan aliniq:

C13 e33
g =——\g,+¢, J+—E 7.10.5
r C§3( 0 (p) C;Eg r ( )
Sferik koordinat sisteminds deformasiya vo yerdayismoalor

arasinda olagoni miioyyan edon Kosi miinasibatlori [105]
beladir:

g :8ur; ge=1(ur+8u9j; g$=%(u,+uectge)

Toor r 00

“rloo %) or

Belo ki, uy va ug - yerdoayisma vektorunun radial r va meridional
0 - koordinatlar1 tizro komponentlaridir. Kirxhof-Lyav hipote-
zini gobul edarak yerdayismoa vektorunun komponentlori tgiin
asagidaki ifadalars galirik.

(7.10.6)

u, =w(o,t) u, =v(0,t)+2zp(6,t) (7.10.7)

Harada ki, z = r — r, B:1 u—@ T = e 10 ortiyin
00 2

ortalig sathinin radiusudur, t — zaman koordinatr, v vo w —
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toyin olunacag namalum funksiyalardir. (7.10.7)-ni (7.10.6)-da
yazdiqdan sonra sifirdan forgli deformasiyalar tigiin alirig:

1 [1(0ov r ow
€y = |- —+W [+ v——
1+ 21N 00 r: 00

r

e

(710.8)

A (uctge+w)+—z2 L—— [ctgd
Tl r 00
+ — Cc C
.

c

(7.10.3) — (7.10.7) minasibatlorino asasen (7.10.2) hal to-
nliklori asagidak: soklo diistirlor:

op op
GGO =C189 +C28(P+eE th(p :C286 +C18$+eE
(7.10.9)
_ €5 o
G = ~~
r oo
L) &2, 0
D, =elg, +¢, )-¢e,—; D,=—"2—""L
r (e w) S ar 0 r ae

Bels ki, burada:

E ~E E
C, = Cfl[l— C13C1E3j C, = CIE{H LZCC13 }

E
11~33

E E \?
e= elgfl(l—@] g, = gg{u (flé)E } (7.10.10)

3333

(7.10.9)-a daxil olan & Vvo g, deformasiyalar1 (7.10.8)
diisturlari ils ifads olunurlar.

Garginlik voziyyatinin inteqral xarakteristikalar1 — qiivvalor
No, Ny, momentlor My, M, vo kasici qiivve Qg - asagidaki
diisturlarla [105] hesablanirlar
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h
N, = Icee[1+r£]dz =2—hc{(%+wj+v(octge+w)}+ N,
-h

h
N, = jcw(u Ejdz = i—hcl{v@—g+wj+ (octge+w)} +N,
h

h 7 3
M, = J'cs,e(1+r—jzdz:— " C, X
—h c c
v—(u—@jjt[u——jctge + M,
00 00 0
" z
Q= c,{u—jdz (7.10.11)
-h I’c
Burada
h
N, = e((p+ —(p’)+ er—[(p+ +¢ —%J.(pdzJ (7.10.12)
c -h
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h=r,—re=r.—ry, (p+ , @ Ortliyiin xarici (z=h) vo daxili (z=-h)
. . . . . . C
sathlorindoki potensiallarin giymatloridir, v=-% - Puasson
Cl
omsalidir.
Holledici tonliklori ¢ixarmaq iigiin qiivve vo momentloro
sferik oOrtiiylin harokot tonliklorini [105] 6dstmok lazimdir.
Onda alirq:

1 0,. 0w
———(sin@ —{N, =N _J+rp, =2phr
sine ae( Qe) ( 0 Lp) cpz p c atz
oN, o%v

. +(N, =N, ktgo —Q, +r.p, = 2phr, 7 (11013)

Q, =1FM9 +(M, —Mq,)ctge}

r| oo

C
p - pyezokeramik materialin sixligi, p;, pe - Sotho tasirin
komponentloridir.

Yuxarida gostorilon miinasiboatlori  dielektriklor igiin
elektrostatika tonliklori [82, 98] ilo tamamlasaq

. — 190 o .
divD == —(r’D )+ —(sin6D,)=0 (7.10.14
r? ar( r) rsin® 86( o) ( )

pyezokeramik nazik sferik ortiiyiin bagl elektrostatik ragslorini
ifado edon tonliklorin tam sistemini tapiriq. Sorbast doyisonlor
gisminda v, w yerdayismalarini va elektrostatik ¢ potensialini
gotiirsok (7.10.11), (7.10.13) (7.10.9) vo (7.10.14)-0 osasan
alanq:
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h? r,
Z(V+1-v) v)Vo = V2w )= L+ v)(Vo + 2w) + -

2hc *
pr aw e
C, Ea c

+—v2-[(pzdz—zﬁc1 —ZX(p +Q )

j (deJ (7.10.15)

:||—\

R o, o ow
-——\V° +1- +—Vu+(1- +@Q+v)—+
366( v qo Yot A=vvr V) oy

2 2
e RO 2 g)-

—E%((p +0 —= ~[(pdz —-= -[(PZdZJ

g(rz @) + g_flvch = i(V2 + 2)\N + ZF(VU—VZW)

or or) g €,
harada ki,
2
V=%+ctge(...) V? = aaéz)Jrctge%
(7.10.16)
— h _z _r
h=— Z=— r=—
rC rC rC

o dairavi tezlikli gorarlagsmis rogslor iigiin (7.10.15) siste-
minin hallini asagidak: sokilds axtaraq:

v(6,t) =e""v, P, (cos0)
w(,t) = e [w, + w,R, (cos0)] (7.10.17)
o(F,6,t) = [, (F) + @, ()P, (cos6)]
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Burada P,(cos0) asagidaki miinasiboatlori 6doyan Lejandr
funksiyalaridir

V?P, (cos6) = uP, (cos) VPY (cos6) = —uP, (cos6)
V?V?P, (cos0) = u’P, (cos0) V°VP(cos0) = —u’P, (cos6)
L= A+ 1) (7.10.18)

(7.10.17) ayrilismm1  (7.10.15)-in  {igiinci  tonliyinds  yazib
(7.10.17) barabarliklarini va (7.10.1) sorhad sartlarini nazars al-

saq radial ¢,(F) vo ¢, (F) funksiyalari tigiin sorhod mosalosi
alanq:

%(Tz %j = ZiWo (PO(FO): Vo (Po(Fl): Vo

or €,
il a . . (7.10.19)
- € -
E(rz &j -, = _[(2 —pw, + ZrU(Wx - Ux)]
r or €, €,
¢,(r)=0 ¢,(7,)=0 (7.10.20)

Bu mosalalarin hollorinin tapilmasi elementardir. Naticado
potensial {igiin radial funksiyalar verilmis elektrostatik poten-
siallar forgi Vo vo meridional koordinat xstti boyunca yerdo-

yismoalorin ayrilisinin namslum amsallari ilo yani W, W;, Vo vy
ilo ifado olunurlar.

Hollorin uygun disturlar1 sads olsalar da kifayst godor
genis yazi hacmina malikdirlor. Bu sobabdon onlar1 yazmiriq.
Ortiiyiin nisbi qalmliginin kicikliyini nozora alsaq ve doqiq

halli Z -in doracalorine goro siraya ayirsaq z° dagigliyi ilo
tapariq:

h? -7? +3w0 h? -7?
(* -2*)
(7.10.21)
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Namoalum wp, v, Vo v; komiyyatlorini tapmaq tgiin
(7.10.17) ayrilisim1 (7.10.15)-in birinci iki tonliyindo yazmaq
lazimdir (bu zaman hayacan elektrik vasitasi ilo verildiyindon
P, = Py=0 gotiiriiliir) vo bundan sonra (7.10.18), (7.10.21) bara-
barliklarindsn istifado etmok lazimdir. Onda h? tartibli hadlori
vahidlo miiqayisads nazars almayib namalum wy funksiyasini

W= 1 (7.10.22)

h c 20-v)—y

soklinda tapiriq, v, 19 W, mochullar ii¢lin iso asagidaki cabri
tonliklor sistemini aliriq:

{§(1+ S)u? —g(l—v —48)u+2(L+v) —yz}wx -
_ (7.10.23)
—{h?(l+ 28)u® — L+ v)u}uk =0

n2
_{%(u 28)u +1+ v}wx + [},t—(l—v +y)2]ok =0

burada y* = D d=——.
G C.&3

(7.10.23) sisteminin hollinin varligmin zoruri sorti onun
detertminantinin sifra barabor olmasidir.

Determinantin agiliginin naticasi olaragq Lejandr funksiya-
larinin tortibini toyin edon p parametrlori ti¢iin kub tonlik
tapinq:

4+ (1+3v)8 + (1L 8)y? 1-v2—y?
bl - ( )0+ (1—-38)y w3 Y -
1+6 h*(1+9)

2 2 .4
_32(1—\/ )_+2(1+3v)y 1 _p
h*(1+ d)

(7.10.24)
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Bu tonliyin koklarina ;i (i=1,2,3) deyib (7.10.23)-iin ikinci
tonliyindan

. h(@+28)p;+3(1+v)

wy 3y ={-vy?)

nisbatini aliriq va (7.10.15) bagl sistemin yekun holli asagidaki
kimi yazilir:
oot eV0

L,

(7.10.25)

L= Re Z el P{ (cos0)
C, I Y|
ot €V 2 S
_glot & 0{2(1+v)—yz Rezl“LjRM(cose)}
j=
| P Fop For 1 (7.10.26)
@=—€"2V,[ = +5—— .
2h 2h h  2Q+v)-y
h2 zZ

-3

ReZL (ij PM(COSG))

Ug ixtiyari mteqral sabitlori Lj (j=1,2,3) ortiiyiin qiraqlarin-
daki v=vg sorhad sortindon tapilir. Hesabat PZI-11 materia-
lindan hazirlanmig yarimsfera {igiin yerino yetirilmisdir. Onun

konarlar (ng) yiikdon azaddir, nisbi qalinlig @:0,05.
r

7»1

C
Birinci rezonans tezliyino yaxin olan y=0,83 tezliyi ligiin w
(miistovidon konara ¢ixma) inhirafinin, v - meridional yerdo-
yismoalarin vo ortaliq soth tizarinds elektrostatik potensial funk-
siyas1 @-nin giymaotlori hesablanib.
Bu komiyyatlorin nisbi giymatinin doyismo grafiklori sokil

7.10.2-do gostarilib. Orada | ayrisi W nisbatina Il ayrisi iss
w
p

2 nisbatlrins uygundurlar.

W
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Sokil 7.10.3 % nishatine cavab verir, hom do Wp Vo @p W
P

ayilmasinin (mistovidon ¢ixmanin) vo Ortiiylin polyusunda
(v=0) ¢ potensialinin giymatloridir.

VoW K3
W, W, 1 Py \
0.5 \\
0 \ 0
D
\\

050 0dm 02m 037 g4n v 050 0,1m 027 037 g4n v
Sakil 7.10.2. Sakil 7.10.3.

Birinci oOlgiisiiz y rezonans tezliyinin giymatlorine va ortii-
yiin meridional istiqamatds yerdoyismonin 6ziinii aparmasinin
xarakterina géra [102]-nin naticalari ilo yaxsi iist-listo diismo
miisahida olunur.
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