
1986 МАТЕМАТИЧЕСКИЙ СБОРНИК 131(173), № 1(9) 

УДК 517.98 

О сингулярных многопараметрических дифференциальных 
операторах. Теоремы разложения 

Исаев Г. А. 

Введение 

1. За последние 10—12 лет многопараметрическая спектральная тео­
рия превратилась в новый обширный раздел функционального анализа 
и математической физики со своими специфическими задачами, метода­
ми и проблемами. Ее характерным признаком является многомерность 
спектрального параметра: исследуются разрешимость и прочие свойства 
совокупности уравнений в зависимости от содержащегося в каждом из 
них набора комплексных параметров. В этом общем смысле многопара­
метрическая спектральная теория охватывает трудно обозримый круг 
важных и интересных задач и здесь мы не делаем даже попытку обри­
совать основные ее контуры, ограничимся лишь ссылкой на краткое вве­
дение работы [1]. 

Интересующий нас в настоящей работе класс многопараметрических 
спектральных (коротко—МПС) задач тесно связан с попыткой решения 
краевых задач методом разделения переменных. Для определенности 
остановимся на задаче о колебании мембран, имеющих различные фор­
мы в состоянии покоя. Если мембрана прямоугольная, то соответствую­
щая задача на собственные значения распадается на две краевые зада­
чи для обыкновенных дифференциальных уравнений, каждое из которых 
содержит по одному спектральному параметру (см., например, [2, 
с. 391]). Если же мембрана имеет круговую форму, то после введения 
полярных координат и последующего разделения переменных возника­
ют две одномерные краевые задачи, первая из которых содержит неко­
торый спектральный параметр |ы, а вторая — два спектральных пара­
метра К и (ы (см. [2, с. 393]). Тогда первая задача на собственные зна­
чения решается отдельно; далее, подставляя найденные значения \xk во 
второе уравнение, решают однопараметрическую спектральную задачу 
относительно к. Рассмотрим теперь колебания эллиптической мембра­
ны, не обращая при этом внимания на вид граничных условий. Другими 
словами, задано уравнение 

Aw(x,y)+k2w{x,y)=0, (x,y)eG, (0.1) 

в ограниченной области G, граница которой есть эллипс с фокусами в 
точках (—£, 0) и (с, 0) действительной прямой. В эллиптических коор­
динатах 

х-=с cos g-ch г], у=с sing-shr), 0<£<оо, —я<г]<я, 

уравнение (0.1) принимает вид 

-£г + -тт + °*k* (ch2£ ~ COs2 Л) я> = 0> 
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из которого, в свою очередь, полагая о>(|, r\)=u(cE))v(TJ), выводим 
u"(h)-{-(kch2l — ii)u(l) = 0, 0 < g g < o o , 

f" (Л) + (— ̂  С°52Л + рО У (л) = 0, — я ^ т] < я, (0.2) 
где Х=с2к2, постоянная \i есть так называемая константа разделения 
(см., например, [3], [4]). Особенностью уравнений (0.2) является то, 
что «константы разделения не разделяются» — оба уравнения содержат 
обе константы X и \i. 

Система уравнений (0.2) является представителем большого круга 
МПС задач, возникающего в многочисленных задачах математической 
физики [3], теории высших трансцендентных функций типа функций 
Ламе, Матье, эллипсоидальных волновых и т. п. (см., например, [4], 
[5J). К МПС задачам приводит метод разделения переменных, если 
рассматриваются задачи на собственные значения для уравнений в ча­
стных производных вида 

(Lx + Lv)w(x,y)=*X(Mx+Mv)w(x,y), 

где дифференциальные операции Lx и Мх (соответственно Ly и Му) со­
держат только производные по х (соответственно по у) и коэффициенты 
которых зависят только от х (соответственно от у). 

«...Даже если разделение можно осуществить, могут возникнуть ос­
ложнения, которые делают решение краевой задачи практически весьма 
затруднительным. Эти трудности появляются в случаях..., когда нет 
полного разделения констант разделения» [3, с. 703]. 

2. Напишем общий операторный вид МПС задачи, обобщающей упо­
мянутый выше класс примеров многопараметрических задач математи­
ческой физики. Пусть для каждого индекса /6{1, 2,. . . , п} операторы 
Aj,Bjl9...,B'jn действуют в гильбертовом пространстве Ж$ и Pj(X) = 
^Aj+JuBH+.-.+KBin. 

Рассмотрим совокупность уравнений 
Ла)*г=0 , х£Жь / = 1 , 2 , . . . , п. (0.3) 

Эти уравнения объединяются в один набор многомерным спектраль­
ным параметром Х= (Хи . . . Д„). 

О п р е д е л е н и е 0.1. Набор >У= (Xit . . . Дп) называется собственным 
значением МПС задачи (0.3), если кетPj(X)¥={0}, /=1,2 , . . . , я. 

Через Жх®. . .®Жп обозначим тензорное произведение гильбертовых 
пространств Жи • • • > З&п. Оно получается пополнением тензорного про­
изведения линейных пространств Жи ...,Жп по метрике, порожденной 
скалярным произведением 

( * 1 ® . . . ® * п , # 1 ® . • . ® # » ) = (*i, !/l). . .(Хп,Уп) 

(см. [6], [7]). 
О п р е д е л е н и е 0.2. Вектор x=xi®.. .®хп называется собственным 

элементом МПС задачи (0.3), отвечающим собственному значению Я, 
если xfiker Pj(X), х5¥=0, / = 1 , 2 , . . . , п. Для «правильности» теории нужно 
еще считать, что МПС задача находится в каком-то смысле «в общем 
положении». Предположим, что выполняется следующее условие опре­
деленности (независимости): 

det{(Bfkxhxj)}lk^1>0 (0.4) 
для всех xfi2)[Pj(X) ], х^0, / = 1 , 2 , . . . , п. 
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Опишем на конечномерном уровне общую схему изучения самосо­
пряженных МПС задач (см. [8], [9], а также [10]). Пусть Л, = В3-0 и 
Bjh, /, &G{1, 2, . . . , я},— самосопряженные операторы в конечномерных 
комплексных эвклидовых пространствах Ж^ / = 1 , 2, . . . , п. Введем сово­
купность операторов Д0, . . . , Д„, действующих в тензорном произведении 
Ж1® . . . ®Жп по формуле 

Д8 = (— l)S2 8cjB i a ( i ) (8) . . . ® Бпа(п), 
а 

где 0= (а ( 1 ) , . . . , о(п)) пробегает множество всех перестановок из чи­
сел 0, l , . . . , s — 1 , s + l , . . . , n ; 8o — сигнатура перестановки о. Другими 
словами, 

(#1о • • • Bis • • • 5 iA 

: | , 

Bns . . . В 

где при «раскрытии» определителя вместо обычного произведения упот­
ребляется тензорное умножение и, кроме того, (s+l)-fi столбец (со зна­
ком «?»), исключается. Нетрудно видеть, что все операторы А8, sG 
€ {0, 1, . . . , п},— самосопряженные, а условие определенности (0.4) в 
этом случае эквивалентно положительности оператора Д0 : (А0х, х)>0 
для всех ненулевых х^Ж±®. . .®Жп. 

Взаимосвязь исходной МПС задачи (0.3) и задачи на совместные 
собственные значения для набора операторов До^Дь . . . , Д0

-1АП являет­
ся основным методом изучения в этом круге вопросов. Отметим следую­
щие три свойства этого набора операторов: 1) Точка 'к=('ки . . . Дп) яв­
ляется собственным значением МП задачи (0.3) тогда и только тогда, 
когда Я — совместное собственное значение операторов Д0

_1Д1, . . . 
. .. , Д0

_1ДП, т. е. для некоторого ненулевого х^Ж^. . .®Жп имеет место 
A[)-*Ajx = hjx, / = 1 , 2, . . . , п. 2) Операторы A0

-1Ai, . . . , Д0
_1Ап попарно 

перестановочны. 3) Эти операторы самосопряженны относительно ска­
лярного произведения (•, •>=(До, •, •)• 

Упомянутые свойства в конечном итоге приводят к теореме: 
Из собственных элементов самосопряженной конечномерной МП за­

дачи (0.3) можно образовать (•, -)-ортонормированный базис простран­
ства Ж,®.. .®Жп. 

3. Двупараметрические (спорадически трех- или п-параметрические) 
задачи типа (0.3) для различных дифференциальных операторов второ­
го порядка обсуждались в конце XIX и в первой четверти XX столетий 
многими известными математиками. Вопросами полноты собственных 
функций (задачи Ламе —Клейна) занимались А. С. Диксон, Е. Гильб 
и Д. Гильберт в 1907—1910 гг.; соответствующие осцилляционные свойст­
ва были изучены Ф. Клейном, М. Бохером, И. Ешикава и Р. Ричардсо­
ном (см. [11] — [14], а также [15], [16]). Впервые общая теорема о раз­
ложении по собственным функциям МП регулярной задачи типа Штур­
ма— Лиувилля получена в 1969 г. М. Фаерманом [17] в предположении 
повышенных условий гладкости от коэффициентов. В своей естественной 
форме теорема о полноте собственных функций регулярных самосопря­
женных МП дифференциальных операторов является следствием дока­
занной Ф. Аткинсоном [9] теоремы о МП задачах с дискретным спект-
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ром. Ее можно получить также из структурной теоремы для общих 
самосопряженных МП задач (см. [1], [18] —[20]; такой вывод содер­
жится в [18] для МПС задачи типа Штурма — Лиувилля, он годится 
и для уравнений высокого порядка). Кстати отметим, что работы [9], 
[19], [1], [21] могут дать определенное представление об общей МПС 
теории; в частности, эти работы содержат обобщения вышеприведенных 
предложений 1)—3) и теоремы о разложении на бесконечномерный слу­
чай (причем операторы Аи . , . ,ЛП , вообще говоря, не ограничены, а 
спектр имеет произвольную природу). 

4. Настоящее исследование посвящено МПС теории обыкновенных 
сингулярных дифференциальных операторов, т. е. случаю, когда Л,-— 
линейные дифференциальные операторы, а Вн,. . . , Bjn — операторы ум­
ножения на вещественнозначные функции, при этом либо хотя бы один 
из интервалов изменения независимых переменных бесконечен, либо 
среди коэффициентов есть функции с неинтегрируемыми особенностями 
(точная постановка задачи приводится ниже). В 1972 г. П. Дж. Браун 
[22] доказал теорему о существовании некоторой «спектральной функ­
ции» для сингулярных МП уравнений типа Штурма — Лиувилля (Л,-— 
операторы Штурма — Лиувилля) в случае, когда все независимые пере­
менные пробегают интервал (0, оо). Им же [23] в 1974 г. был поставлен 
вопрос о доказательстве подобной теоремы для МП операторов Штур­
ма— Лиувилля, заданных на (—оо, оо). 

В предлагаемой статье установлено равенство Парсеваля для само­
сопряженных сингулярных МП обыкновенных дифференциальных опе­
раторов произвольных порядков с двумя сингулярными концами с по­
мощью некоторой спектральной матрицы и получено разложение по 
собственным функциям. Основной результат работы (он сформулирован 
также в заметке автора [24]) в частном случае МП операторов Штур­
ма— Лиувилля дает решение вышеупомянутой задачи П. Дж. Брауна. 
Следует отметить, что порядки дифференциальных операторов в рас­
сматриваемой нами многопараметрической задаче не обязательно оди­
наковы, т. е. они никак не согласованы. 

Основная идея доказательства существования спектральной матрицы 
сингулярных МП дифференциальных операторов состоит в детальном 
исследовании семейства спектральных матричнозначных мер регуляр­
ных МП задач с целью обоснования дальнейшего предельного перехода. 
В однопараметрическом случае этот метод широко использован в рабо­
тах Б. М. Левитана и Н. Левинсона, см. [25], [26]. 

В первом параграфе работы обсуждаются вопросы, связанные с ра­
венством Парсеваля для регулярных самосопряженных МП задач. Во 
втором параграфе изучен вопрос о слабой сходимости матричных мер 
семейства регулярных задач, сопоставленного основным сингулярным 
МП уравнениям. Третий параграф посвящен формулировке и доказа­
тельству основных результатов о разложении по собственным функциям 
сингулярных МП обыкновенных дифференциальных операторов произ­
вольных четных порядков. В последнем параграфе содержатся заклю­
чительные замечания. 

Автор глубоко благодарен рецензенту, сделавшему ряд полезных за­
мечаний; эти замечания позволили уменьшить объем работы и улуч­
шить первоначальное изложение. 
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§ 1. Равенство Парсеваля для регулярных самосопряженных 
многопараметрических задач 

1. Пусть при каждом значении индекса /6{1, 2, . . . , п) имеется само­
сопряженное дифференциальное выражение 

'/ (Уд = ( - 1 )*' <Р/. (*/) Лдг/))<4/)+ (~ 1 )*Г1 (Рп (*/) УТ'Р'1 + • • • 
. . . +Pt.kf(x,)yi(x,) 

с вещественными коэффициентами. Функции г/j определены соответст­
венно в интервале (ah b}), —оо<Д;<^<&,-< + °о и 

/7/S/6C( ' J ((а/, 6/)), s/ = 0f 1 2Л7, 

причем pjQ(Xj)¥=0 для всех Xj£(ahbj). Будем считать, что хотя бы для 
одного /6{1, 2,. . ., п) концы интервала (ah bj) сингулярны относительно 
дифференциального выражения 15. Далее, пусть bjk(Xj), k=l, 2 , . . . , п,— 
вещественные непрерывные функции в промежутке (ajybj)f удовлетво­
ряющие условию 

В (х) = det {b/k (*/)}/,A=I > 0, х,б (ah &/). (1.1) 

Рассмотрим сингулярную многопараметрическую задачу 
п 

h (Уд + 2 &*&/* (*/) У/ (*/) = 0, х, б (fl/, bj\ j = 1,2,... , л. (1.2) 

Для произвольных отрезков [chdj\a(ahbj) через / и 1/ обозначим па­
раллелепипеды (a, b) = (ai9 bi) X . . . X (а„, &п) и [с, d] = [сь d j X . . . 
. ..XLcn, dn] соответственно. С уравнениями (1.2) и компактным паралле­
лепипедом V свяжем новую, уже регулярную самосопряженную МПС 
задачу. Для этого при каждом значении /б{1, 2,. . . , п} возьмем произ­
вольную систему линейных самосопряженных дифференциальных форм 
на [Cj,dj]. Эти формы зависят от V и это обстоятельство отражаем в 
обозначениях 

ulf (Уд = <*юУ/ (сд + - - • + a/.2*ri0/2 /_1 (с/) + Р/оУ/ (<*/) + .. . 

. . . + h.2kriyf (dj), 

5,= 1 , 2 , . . . , 2 ^ , 
Рассмотрим задачу определения значений параметров А,ь . .. Д п и 

нетривиальных функций уДх,), удовлетворяющих уравнениям (1.2) на 
(ch dj) 

п 
h (Уд + 2 Mi* (*/) #/ (*/) = °> */ ̂  (*/. <*/)> / = 1,2, . . . , л, (1.3) 

и краевым условиям 

*//, (У/) = *//, (Уд ==...= UU, (Уд = 0, / = 1,2, . . . , п. (1.4) 

Таким образом, сингулярной МП задаче (1.2) сопоставлено семейство 
(зависящее от V) регулярных МП задач (1.3) — (1.4). 

О п р е д е л е н и е 1.1. Набор параметров к№ = Ck\°v. . . . Д?у) назы­
вается с о б с т в е н н ы м з н а ч е н и е м МП задачи (1.3) — (1.4), если 
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при X=XJV для всех /6{1, 2 , . . . , п) существует нетривиальное решение 
Уз(хз,кУ

{0)) каждой краевой задачи из совокупности (1.3) — (1.4). Про­
изведение yi(xl9 Ху{0)) . ..Уп(^п, Яу(0)) этих нетривиальных решений назы­
вается с о б с т в е н н о й ф у н к ц и е й ( с о б с т в е н н ы м э л е м е н ­
том) МПС задачи (1.3) — (1.4), соответствующей собственному значе­
нию Яу(0). 

Легко дать операторную трактовку задаче (1.3) — (1.4) и, тем самым,, 
воспользоваться результатами общей МПС теории. Основными про­
странствами будут служить Жэ = Ь2{[с5, dj]). В качестве области опреде­
ления £D{Aj) оператора Л,- примем множество функций у£Ж^ обладаю­
щих всеми производными до порядка 2k 3-—1 включительно и таких, что* 
функция yjki~1} (xj) — абсолютно непрерывная на [с,, dj], причем вы­
полняются УСЛОВИЯ (1.4) И 1](Уз)€Ж}. ПОЛОЖИМ 

{Aiyj)(xj)^=li(yj), у£2)(А,), (Bjkyj)(xj)=bjk(xj)yj(xj), 

yfi^fij. Пусть операторы Аи...,Ап являются самосопряженными. Оче-
видно, что операторы Bjh будут ограниченными и самосопряженными 
вЖ3, 

Далее, убедимся, что предположение (1.1) обеспечивает выполнение 
условия (0.4), и даже более сильного соотношения 

det {(BjkXj, */)}/.*=i > б > 0, || х,-1 = 1 (1.5) 
(независимые переменные Xj из (1.2) — (1.3) не путать с «абстрактными» 
элементами из (0.3) — (0.4)). Достаточно показать, что имеет место 

П р е д л о ж е н и е 1.1. Справедлива формула 

det {{Bikyh yj)}lk=i = $ det {bjk (xj)}n
!tk=i | y± (xj) •. . Уп (хп) |2 dx. 

v 
Д о к а з а т е л ь с т в о . 

(di \n 

det {{Bjkyh yf)}lk=i = det К bjk {xj) yf (xj) yf (xj) dxf = 

= 2 8° $ W ) (*i) I Уг (*i) I2 dxi • • • § W o MI Уп M I2 dxn = 

= J det {bjk (Xj)}lk=i | Ух (xj) . . . Уп (xn) l2 dxx... dxn. 
v 

Учитывая здесь непрерывность функций bik(-) придем к справедливости 
соотношения (1.5). 

2. По определению МПС задачу (1.3) — (1.4) считаем самосопряжен­
ной, если все операторы А3- самосопряженны, функции bJk(-) веществен­
ны и непрерывны (и следовательно, операторы Bjk ограниченные и само­
сопряженные) и В(х) > 0 для всех xdV. 

Через L2(V, B(x)dx) обозначим гильбертово пространство измери­
мых на параллелепипеде V функций f(x)=f(xu . . . , хп) таких, что 

^B(x)\f(x)\2dx<oo 

со скалярным произведением (f,g)= j B(x)f(x)g(x)dx. 
v 

Нетрудно показать, что собственные значения самосопряженной мно­
гопараметрической задачи (1.3) — (1.4) вещественны (лежат в Rn), a 
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собственные функции этой задачи, отвечающие различным собственным 
значениям, ортогональны в пространстве L2(V, B(x)dx). 

П р е д л о ж е н и е 1.2. Существует последовательность веществен* 
них собственных значений 

\(т) (ъ(т) л (т )ч 1 о 
Ку = (hlV , . . . , кпу ) , Ш 1, Z, . . . , 

не имеющая конечных предельных точек в Rn, и соответствующая после­
довательность ортонормированных в пространстве L2(V,B(x)dx) соб­
ственных функций 

Yv
m (х) = Y {х, X{

v
m)) = ух (*lf %{

v
m)) ...уп (хп, №\ m = 1, 2, . . . , 

самосопряженной многопараметрической задачи (1.3) — (1.4), такие, что 
для произвольной функции fdL2(V, B(x)dx) справедливо равенство Пар-
севаля 

^B(x)\f(x)\*dx= 2 \lB(x)f(x)Yl(x)dx (1.6) 

Это предложение может быть получено как следствие общей теории 
самосопряженных МПС задач. Краткая история таких исследований 
уже приведена нами во введении к работе. 

Через фл(^-Д), . . ., Ф/,2^7-(^-Д) обозначим специальный базис про­
странства решений /-го дифференциального уравнения системы (1.3), 
определенный начальными условиями в некоторой точке Xj{0)£[ch dj]: 

дх/ Х U ' г' = sf9 

г^= 1, 2,. . ., 2kh 5j=l, 2 , . . . , 2kh / = 1 , 2 , . . . ,я. Из общих теорем теории 
обыкновенных дифференциальных уравнений (см., например, [26]) вы­
текает, что эти функции при каждом фиксированном значении xfc[chdj] 
являются целыми голоморфными функциями по каждой переменной А*, 
&6{1, . . . , п) при фиксированных остальных. Отсюда пользуясь основной 
теоремой Гартогса (см. [27]) получаем, что эти функции будут целыми 
голоморфными функциями (т. е. голоморфными по совокупности пере­
менных в О ) при любом фиксированном значении xfc[chdj\. Нетрудно 
видеть, что при AGRn все функции ф/8 вещественнозначные. Произволь­
ное решение может быть представлено в виде линейной комбинации спе­
циального базиса 

S / = i 

здесь a!f?J, Sj= 1 ,2, . . . , 2kh / = 1, 2 , . . . , n, m= 1,2,...,— вещественные 
постоянные. Тогда 

Y{x,W)=f[l% а1$<р„{(х,,кУ)\ m = l , 2 , . . . . 

Рассмотрим множество всевозможных произведений 

Ф* s„ (X, XT) = Фи, (Xlt 4m)) • • • Ф«я(*«. ^ ) . 
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Очевидно, что при фиксированном значении т число таких произведе­
ний равно 2nki. . . kn. Далее, рассмотрим множество аналогичных про­
изведений чисел OLJS: • 

<т) (т) (т) /1 о. 

Теперь собственную функцию Y(x, Xv
{m)) МПС задачи (1.3) —(1.4) мож­

но представить в виде 

у(хЛт)= 2 . . . 2 Y£!..,Sn?*....,s„(*A(vm)). ( L 9 ) 

Пусть / — некоторый параллелепипед в Rn (не обязательно замкну­
тый), замыкание которого совпадает с параллелепипедом V=[c,d]. 
Рассмотрим следующую совокупность функций параллелепипедов: 

Sj= 1, 2, . . . , 2&j, r,= l, 2, . . . , 2fej, / = 1 , 29. . ., п. Эта запись означает, что 
суммирование производится по таким индексам т, для которых собст­
венные значения Xv

{m) лежат в открытом справа параллелепипеде [c,d). 
Число слагаемых указанной суммы конечное, так как множество собст­
венных значений Kv

{m\ т=\, 2,. . . , не имеет конечных предельных точек 
(см. предложение 1.2). 

Очевидно, что a>Sb!!!,'s"— аддитивная функция параллелепипедов с 
ограниченной вариацией. Эту функцию можно продолжить до регуляр­
ной борелевой меры (знаконеопределенной) ps!,'...,^ (V). Совокупность 
м еР Ps!',...',s„ (V), sj} г,= 1, 2, .. . , 2kh составляет квадратную матрицу 

PV = {pZ'^sn
n(V)} 

размера (2nkl. . . kn) X (2nkl .. . kn), которую мы назовем спектральной 
мерой (спектральной матрицей) МП задачи (1.3) — (1.4). 

Нумерация строк и столбцов этой матрицы осуществляется посред­
ством наборов (Si, . . . , sn) = s и (ru . . . , rn) =r соответственно, а сам 
способ нумерации не так уж важен, лишь бы он был одинаков для строк 
и столбцов (в дальнейших построениях встретятся только суммы эле­
ментов рв!;;;;^(Ю). 

Интегрирование функции f относительно матричной меры pv озна­
чает суммирование последовательности f(Kv

{m)) с весами y8
{m)yr

im\ т. е. 

on т=1 

Этот факт позволит нам написать интегральный вид равенства Пар-
севаля (1.5) для самосопряженной многопараметрической задачи 
(1.3) — (1.4). Действительно, сначала учитывая равенство (1.8), полу­
чаем 

59 



$B(*)|f(*)N*=|j 
2kn 

J в (*)/м 2 ••• S v^W.tfvV* 
S i = l S r t = l 

oo / 2&i 2 *Л \ 

= 2 5 ••• 2 т5т)$5(х)/(х)Фз(хдГ)^ x 
m = i \ S i = l sn=l V I 

( Tkx 2kn \ 

4/4=1 r r t = l V / 

Далее, каждой функции /£L2(l/) сопоставим совокупность обобщен­
ных преобразований Фурье (число этих преобразований равно 
2^... К) 

Fv
s(b) = K sn(b) = [B(x)f{x)<ps{x9X)dx9 XbRn. (1.11) 

v 
Теперь, учитывая эти преобразования (1.11), можем написать искомую 
интегральную форму равенства Парсеваля (1.6): 

lB(x)\f{x)\*dx = ) 2 - . . 2 %...2FUb)Fv
r(b)dpr,<y).{U2y 

V ^lSt=l Sn=irx=l rn=l 

Полученное резюмируем в виде следующего утверждения: 
П р е д л о ж е н и е 1.3. Пусть регулярная МПС задача (1.3) —(1.4) 

является самосопряженной и pv= [ps^'.'.'.'.sn(V)} —ее спектральная матри­
ца, порожденная совокупностью функций параллелепипедов (USU'...',S" (V) 
(1.10), где числа y{

s™]..,sn определяются из соотношений (1.7) и (1.8). 
Через FS

V(X) обозначим обобщенные преобразования Фурье (1.11) 
функции f£L2(V). Тогда для задачи (1.3) — (1.4) имеет место равенство 
Парсеваля в интегральной форме (1.12). 

Через 3?\pv) (Rn) обозначим гильбертово пространство вектор-функ­
ций FV(X) = {F^ sn(^)}s.==12 t2k.y определенных в Rn и со значением 

2 n £ i k 

в комплексном координатном пространстве С л, измеримых отно­
сительно матричной меры pF и таких, что 

J S ••• S S ••• 2FUb)FUudps(V)<oot 
%п s±=i sn=l n=i rn=i 

или, символически ^ \FV {%) |2dpF<oo; скалярное произведение элемен-

тов FV(X), Gv(l) из &*ру\ (Rn) задается по формуле (в указанной сим­

волике) (/rv Gv)=§ Fv у,) Gv щ d p]/t 

(По поводу аналогичных пространств вектор-функций с матричной ме­
рой на действительной прямой см. [28, с. 503—516].) 

Теперь равенство Парсеваля (1.12) можно переписать в виде 

li/IU,^,)=ll^ll 2 „' 0.13) 
Настоящий параграф закончим замечанием о характеризации спект­

ральной матрицы (меры) с точки зрения теории функций многих пере-
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менных с ограниченной вариацией. При определении функции f(xu... 
. . ., хп) с ограниченной вариацией в качестве приращения функции от­
носительно параллелепипеда [a, ^]c:Rn можно взять 

б/([а,Р])=Пб (/ )([а / ,Р /]), 

где б/я ([а,-, §j]) = (xi9 . . . , Xj-U р,, xs+i, ...,xn)—f (xl9 . . . , x^u ah xj+i, . . . 
...,xn). Из того факта, что со/ — аддитивная функция параллелепипе­
дов, вытекает существование функции р/(Я; V), определенной в Rn и 
удовлетворяющей соотношению cos

r (•) = б г (•), т. е. аддитивные 

функции параллелепипедов исчерпываются приращениями функций, см. 
[29]. Кроме того, имеет место явная формула, позволяющая найти зна­
чения производящей функции р/(Я; V) посредством значений со/: 

Р;(V, V) = ( - i f 0 ' V [ / ( 0 , 1 ) 1 А,6 R", 

где п (О, Я) —число отрицательных координат точки Х= (Ки . . . Дп) и 
/(О, X) = {/GRn: min{0, Л,,}</,<тах{0, А,,}, / = 1 , 2 , . . . , /г}. 

Теперь вместо матричной спектральной меры pv можно было бы изу­
чить спектральную матричную функцию рУ(Я) = {ps!',...'s"(^; Ю/ • 

Мы ограничимся лишь перечислением некоторых свойств матричной 
функции ртг(А,): 

a) Если хотя бы одна координата точки X£Rn равна нулю, то pv(k) — 
нулевая матрица. 

b) Функция X*-+pv(k) непрерывна слева, т. е. 

lim ps(^ — е1 э . . . Д я — гд; F) = р' (A l f . . . , Ая; V). 
бЦО 8/4 О 

c) Если / — параллелепипед в Rn, / = [ a , р], то каждая из функций 
р8Г(к; V) имеет ограниченную вариацию в /, а ее полная вариация на­
ходится по формуле 

ь(т)е[а.В) 

d) p^(^) —симметричная знакопостоянная (в теоретико-операторном 
смысле) матрица. 

Можно было бы исследовать семейство матричных функций р^(Я), 
когда V пробегает множество компактных параллелепипедов из Rn и 
воспользоваться многомерными вариантами классических теорем Хел-
ли (см. [30]) с целью обоснования предельного перехода в равенстве 
Парсеваля (1.12). Однако предпочтительнее спектральную матрицу по­
нимать как матричнозначную меру. 

§ 2. Семейство спектральных матриц регулярных задач и предельная 
спектральная матрица сингулярной многопараметрической задачи 

Настоящий параграф посвящен технической части доказательства 
теоремы разложения для многопараметрической сингулярной задачи 
(1.2)—подробному исследованию семейства спектральных мер pv в 
зависимости от компактных параллелепипедов Fez/. Если удастся уста-
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новить слабую сходимость последовательности мер рут при Vm-+I, то 
/ п гп\ 

можно ожидать, что для предельной спектральной меры р= \Psu...,snf 
будет выполнено равенство Парсеваля типа (1.12) для сингулярной 
МПС задачи (1.2). 

Через Гй([—М, М]п) обозначим полную вариацию меры ji на ком­
пактном кубе [—М9М]п=[—М,М] X . . . X [— Л4, М]. Следующее пред-

п 

ложение показывает, что полные вариации семейства матричных спект­
ральных мер pv локально равномерно ограничены. 

Т е о р е м а 2.1. Для всякого положительного числа М существует не 
зависящее от V число С=С(М) такое, что 

Tr ([_M,Aff)<cC (2.1) 
PS,VV 

для всех индексов Sj, r,G{l, 2,. . . , 2^}, / = 1 , 2 , . . ., п. 
Д о к а з а т е л ь с т в о . Сразу же заметим, что неравенство (2.1) до­

статочно установить для диагональных элементов psI'.'.'.'.̂ OO матрицы 
ру, так как, учитывая соотношение (1.10), можно написать 

Тг ([—М,ЛГ]ЯХ— {Т s ([^-М,М]п) + Т г ([—М, М]п)}. 

Учитывая это соотношение, будем оценивать снизу правую часть равен­
ства Парсеваля (1.12) с тем расчетом, чтобы интегрирования произво­
дились только по диагональным элементам спектральной меры и чтобы 
подынтегральные выражения были неотрицательными: 

\B{x)\f{x)\*dx> I 2 ••• i 2 ••• 2 FVs(VWJl)dP
r
s(V)> 

V [-MM] Si=l S / Z =l rt=l Г л = 1 

> j %\Fv
s(m2dP

s
s(V)- J %\Fv

s(k)\.\Fv
r(X)\.\dpr

s(V)\> 
[-M.M] s [-M,M]s^r 

l-M,M] s [-M,M] s 

~т S 2,\FUm-\FVr(mWs(v)+dpr
f(V))= 

\-M,M] s^r 

[-M,M] s [~M,M] s r 

Рассмотрим следующий полином степени п относительно е: 
Р(е; ku . . ., fen) = (l+2&ie). . . (1 + 2&пе), коэффициентами при eft это­

го полинома служат суммы всевозможных fe-кратных произведений чи­
сел 2ku . . . , 2kn (напомним, что 2ku .. ., 2kn— порядки дифференциаль­
ных выражений / i (y 4 ) , . . . , ln(yn) соответственно). 

Пусть число е > 0 выбрано так, что выполняется неравенство 
2 ( 1 - е ) " - Р » ( е ; ^ , . . . А ) > у . (2.2) 

Далее, из начальных условий (д l cp/s./dx/ )(Xj\X) = Sq.,Si и непрерыв­
ности функций (д J q>jS./dxjJ' ) (Xj,K), Чз=1, 2 , . . . , 2kh по совокупности 
переменных {xh X) заключаем, что существует точка х (1)= (*i(1), . . . 
. . . , x„(1))6Rn, обладающая следующими свойствами: ^ ( 1 )>х ;

( 0 ) , / = 1 , 2, . . . 
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. . . , л ; [х<0\ х ( 1 )]сУ, 

I (d"r\,st/dx,rl) (х,, к) - б,/tS/1 ̂  е, х/ е [*f, x'lh, kei-м, му, 
здесь 6 < 7 . s -= | " —символ Кронекера. 

' ' ' (0,qi¥*si 
Тогда имеют место неравенства 

д' 
дх^-1 ... dx4fx 

ф5 (х, К) 
1=1 

qx+ . . .+qn-n 

-<М*Д) >(1-е)л (2.3> 

для всех точек x6[x(0), х (1 )], Щ — М, М]. 
Введем в рассмотрение функции i|)/S/(#/)6Сг

 У ( ( ^ ^ ) ) , ^ = 1,2,... 
. . . , 2/̂ -, равные нулю вместе со всеми производными до порядка 2^—1 
включительно вне интервалов (#/0),#j(i)) соответственно, а в этих интер­
валах удовлетворяющие условиям 

>? 
i|)/s. (Xj) > О, J t /s.(*/) J.v/ = 1, / = 1,2, . . . , п. 

Через -ф3(х) == \pSl 5л(л:) обозначим функцию ^.„(Xj)... tynsn (xn)-
Применяя равенство Парсеваля (1.12) к функции 

/(*) = 
ql+...+qn-n 

BW a ^ " 1 . . . ^ - 1 Ьи....Яп(Х) 

и пользуясь вышеприведенной оценкой снизу для правой части равенст­
ва Парсеваля, напишем: 

/ ^i+...+qn-n \ 2 

% (х) | йл; > i 1 

> 2 

[*<о),л;'1)] в W va^-1... а# - 1 

J 1 Art"1 
[-М,М] | [^(0)^(1)] djfj1 x . . . dxn

n' 
^ (*) Ф<7 (*> ^) ^ ф?(1 / ) -

- J s s | J 
J 

MUf] s г I [^(0^(1)] ̂  * •••а*яЛ * 
^ (*) 9s (#, ^ ) d * 

.qv¥...+qn-n 

[х^\х'Щ д*л 1 • • • К" 1 
tyq (X) Фг (Х, k) d.X dps

s(V). 

Интегрируя по частям и пользуясь свойствами функции tyq(x) и не­
равенствами (2.3), получаем: 

i <7i+.. .+qn-n 

[*<o)tJc<D] ^ Г * • • • ^ n 
/fa-i 

% (x) ф5 (A?, A,) dx 

1 Л<7х4 ...+q„-n 

^ o W D j V ^ 1 " - ^ " 1 

Ф 5 ( Л : Д ) ] ^ ( Л : ) ^ s П (V s / + 8)> 
/ = i 
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i д,+ ...+дп-п 
• ^q {x) ер,, (л:, X) dx > 0 - е ) я . 

| [*Ч*<1>] ^ Г 1 • • • дх"п ± 

гдеЩ— М,М]. 
Учитывая эти оценки в неравенстве (2.4), получим 

Г 1 / dQi+-'-+gn-n 

iJ,X^B(X) U r 1 •••дхпП' 
- I 22(6*.*+ e) • • • (V*+e)(6*.r. + e) • • • (K.rn + *)dpi(V). 

[-Ai,M] s r 

Нетрудно заметить, что %(&д1,Г1 + г) . . . (ЪЯп,Гп + е) = Р ( е ; ku .. ., £„), 
г 

поэтому 

- %(х)\ dx>2(l—e)2n J ф?(Ю — 
/ [-MM] 

[~М,М] s 

= 2(1 - е Г J dp? ( V ) - Я (е; A l f . . . , * n ) J 2 t e " + B " ~ 1 ( \ . * + - - -
[-Л1.М] [-M,M] s 

В предыдущем подынтегральном выражении коэффициентами при 
efe, £=0,1,...,/г—1, служат суммы всевозможных различных (п—k)-
кратных произведений чисел бв1,в1,..., 6^nfS/l. Произведя в подынтег­
ральном выражении всевозможные суммирования по индексам siy...,sn9 
получим неравенство 

-^77 — — ч М * ) | 4 * > 2 ( 1 - в ) м ф ? 0 0 -
[^«".xd)] 

-P(8 ; fe1 , . . . ,*n) j h*2dpl(V) + e™ 
2k2 

2kn 

2---2 *^.':.'Sao+... 
. s 2 = i s r t = l 

2£„ 

[-М.Л1] ^ s 

• • + 2 • • • 2 <k>Z::Z%: oo 
Si=l S „ _ , = l 

Si,...,sn_1,q„ 

+ 

. .+8 2 d&rZ&w + • • • + 2 Лг.'"Йoo + **::::£ (vo 

Полагая здесь ^ = 1 , 2, .. ., 2&j, / = 1, 2, . . . , /г, и суммируя эти нера­
венства по qu . . . , <7п, получим 

~^(х)\с1х>2(\-гГ j ^ ^ ( Ю -2 J 
•7[*<o>f*<i>j B(X) \dxl^...dx, 

9rr 
[-М.М] 

— P(B\klf..., kn) J {e"2% ...kn + гп-12п~1 (k2 .. . kn + . . 
[-Л1.Л1] 

. . . + * , . . . M + 2е(/гл + . . . + * ! ) + l}2^Ps(Ю-

64 



Таким образом, 

Zj J В (х) I д /7,-1 д ' п - 1 

-Р»(е-Л,...,*„)] J 2^00-
I-Af.Af] s 

Левая часть этого неравенства не зависит от V, и поэтому, учитывая 
неравенство (2.2), заключаем, что требуемое неравенство (2.1) установ­
лено. Теорема 2.1 доказана. 

З а м е ч а н и е . Как видно из доказательства теоремы 2.1, постоян­
ная С из неравенства (2.1) от краевых условий (1.4) тоже не зависит; 
необходимо лишь, чтобы порождаемая этими условиями задача (1.3) — 
(1.4) оказалась самосопряженной. 

Следующая теорема, в которой устанавливается существование 
некой предельной матричной меры, является следствием теоремы 2.1 
(см. [30] или [31]). 

Т е о р е м а 2.2. Пусть Т — множество компактных параллелепипедов 
в I, a {pv: V£T} — семейство спектральных мер регулярной самосопря­
женной МПС задачи (1.3) — (1.4). Тогда Т содержит последователь­
ность параллелепипедов Vmi m = l , 2, . . . , обладающую свойствами: 

о) Vrn-^I при т-^оо (т. е., если Vm={cm> dm], TO cm~+a, dm-+b при 
га-^оо). 

b) Последовательность мер pvm слабо сходится к некоторой мере р. 

Матричную меру р = {р^"/.'.!^} , ^ = 1 , 2, . . . , 2kh г,= 1, 2, . . . , 2ki9 
/ = 1 , 2, . . . , /г, назовем предельной спектральной мерой МПС задачи 
(1.2). Отметим, что основные замечания относительно производящей 
функции ру(Я) аддитивной функции параллелепипедов со, приведенные 
в конце § 1, могут быть перенесены и на случай предельной спектраль­
ной меры р. 

§ 3. Равенство Парсеваля и разложение по собственным функциям 
самосопряженной сингулярной МПС задачи 

1. Теперь мы можем приступить к формулировке и доказательству 
основных результатов настоящей работы — равенства Парсеваля для 
сингулярной самосопряженной МПС задачи (2.2) с условиями (1.1). 
Напомним, что для каждой регулярной задачи (1.3) — (1.4), заданной на 
компактном подпараллелепипеде Ус:/, справедливо равенство Парсе­
валя (1.12) или (1.13). Благодаря свойствам семейства мер pF, где V 
пробегает множество компактных подпараллелепипедов /, хотим осу­
ществить предельный переход в указанном равенстве (1.12) при V-+I. 
Другими словами, для каждой функции f£L2(I, B(x)dx) нужно доказать 
существование некоторой вектор-функции F из J2^P}(Rn), для которой 

\!и,вшх)==\П4^П)- (3.1) 

Т е о р е м а 3.1. Пусть р = {ps^.'.]8„} — предельная спектральная 
м.ера и f£L2(/, B(x)dx). Тогда существует вектор FG2^p}(Rn) такой, что 
F является пределом в смысле сходимости в J?{P}(Rn) вектор-функций 
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Fr(V = {Fk .„Mb/-*.* ?,k 

К .„(*) = $Я(*)/(*)ф* Sn(xA)dx (3.2) 
V 

при V-+I вдоль компактных параллелепипедов в /, при этом справедливо 
равенство Парсеваля 

J В (х) | / (х) |2 dx = S S 2 f s (X) F r (Я) dps
r. (3.3) 

7 nrt S Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Сначало введем несколько обозначений. 
Пусть Ви>ю(х) — алгебраическое дополнение элемента bjk(Xj) матрицы 
{&А (#/)}/.fc=i- Очевидно, что функция B{j>k) не зависит от переменной х5. 
Через L,- обозначим следующую дифференциальную операцию в частных 
производных от функций у = у(хи . . . , хп): 

дх,1 \ дх,' J 

х 
дх", 
4 Р ^/х (*,) - ^ j + .. . + P/.ay (*/) У-

Далее, пусть %jSj (у) — следующая дифференциальная форма в частных 
производных, соответствующая двум противоположным сторонам x^ = ch 

Xj^dj параллелепипеда V: 
д ' у 

%*f (У) = «/„у | + • • • + а/.2*Г1 т^7 -1 + 
Х;=С; 

дх) 
2 ^ - 1 

+ М L=df + • • • + P/.2*ri т ^ р г 
1 \x-y=di 

Теперь приведем один результат о разделении множества собствен­
ных значений МПС задачи (1.3) — (1.4). 

Из того, что В(х)Ф0 для всех xdV и Х= (Яь . . . , Хп) —собственное 
значение задачи (1.3) — (1.4), вытекает разрешимость следующей зада­
чи на совместные собственные значения для уравнений в частных про-
изводных: 

2iB[k'I)(x)Lk(y) + XjB(x)y = 0i 

%1{У) = %*(У)=-.. =%,^(У) = 0, / = 1,2, . . . . я . (3.4) 

Действительно, умножая j - e краевое условие в (1.4) на функцию 
yi(xi)...yj-i(xj-i)yj+1(xj+i)...yn(xn), убедимся в том, что у (х) = # i ( * i ) . . . 
...*/n(*n) удовлетворяет всем краевым условиям из (3.4). Далее, таким 
же способом получим, что функция у(х) удовлетворяет уравнениям 

п 
Lj(y)+ 2 hb,-k{Xj)y = 0, / = 1, 2, . . . . л, 

или в векторной форме 
(Lx (у) \ /Ьп (*,) . .. Ь1п (Xi)\ (Ky ' 

|+ : : : i=o-
\Ln (У)) \bni (xn) . . . bnn (xn)J \kny. 
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Отсюда, пользуясь условием В (х) ФО, получим 
ГВ(1Л) (х) . . . В'пл) (х)\ (Li (У) \ /КУ\ 

В{Х) \^(х) ... B{n:n)(x)J\Ln\y)J \Xnyj 

и, следовательно, функция у(х) является решением всех уравнений из 
(3.4). 

Установленное выше предложение является частным случаем общих 
результатов о разделении точечного спектра МПС задач, см. [32], [21]. 

Теорему докажем сначала для функций вида f(x)=fi(xi)...fn(xn)y 
где функция fj имеет непрерывные частные производные до 2&гго по­
рядка включительно и обращается в нуль в некоторых окрестностях то­
чек dj, bj, т. е. вне некоторого компактного параллелепипеда Vczl функ­
ция f равна нулю. 

Тогда, в силу равенства Парсеваля (1.6) для регулярной задачи 
(1.3) — (1.4), имеем: 

Г B(x)\f (x) \2dx = ^B(x)\f {х)|2dx = ^ I [В(х) f (x) Y(x, %{m))dx 
I V m=i I V 

= 2 \^B(x)f{x)Y(x,k(m})dx? + 

+ 2 \\B{x)f{x)Y{x^{m))dx 

где M — произвольное положительное число. 
Если X(m)$[—Л1, М], то хотя бы для одного индекса дб{1, 2, . . . , п} 

имеем \'kq
{m)\>M. Далее, так как А/т)= (Vm) , . . . , Хп

(т)), т = 1 , 2, . . . ,— 
последовательность собственных значений, а 

Y(x, К{т)) =у,(хи 1Ы))... уп(хп, к™), т= 1, 2, . . . , 

— соответствующая ей последовательность собственных функций регу­
лярной многопараметрической задачи, то имеем (см. (3.4)): 

2 В{*-п (х) U [Y (ху Кт))] + К[ГВ (х) Y (х, %{т)) = О, / = 1 , 2 , 
k=i 

Тогда 

2 \\B(x)f(x)Y(xtK(m))dx\ 

/U2 2j м2 
Жт)$1-м,м} 

^f(x)%B'k>q)(x)Lk[Y(x,k{m))]dx 
k=i 

Учитывая, что функция B(h>q)(x) не зависит от переменной хк и все 
дифференциальные выражения lhi k=l, 2, . . . , п симметричны, а также 
учитывая свойства функций f и Y(x, A/m))> m= 1, 2, . . . , найдем 

|2 

2 $Я(*)/(я)П*Д(т))<** 

/Vf2 2j 
Я (т%-М,М] 

п^в^ы/) п*д(т;)^ 
V \£=1 
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М2 2j м2 V 6=1 W | 

= — f- dx. 
M2 J B(x) 

Следовательно, справедливо неравенство 

,]B(x)\f(x)fdx- J 2 2 ^ ( я ) м ц ^ ( ю 

I-
[ -M,M] s r 

n 

M2 J В (х) 
I 

2 #«•"(*)**(/) dx. (3.5) 

Применяя теорему 2.1, получаем, что в этом неравенстве p/(V) можно 
заменить на p/(Vm), где 

lira Vm = I, limpr(Vm) = pr. 

Далее, согласно теореме 2.2, в неравенстве (3.5) вместо ps
r(V) можно 

взять функцию р / . 
Теперь, переходя в полученном неравенстве к пределу при М->оо, за­

ключаем, что для указанного класса функций / равенство Парсеваля 
(3.3) установлено. 

Пусть /£L2(/, B(x)dx) и равна нулю вне компактного параллелепи­
педа Veil. Через /И обозначим последовательность конечных линейных 
комбинаций функций вида / i (* i ) . . . fn(xn)QL2(I, B(x)dx), обладающих 
свойствами: 

1) ffiC l ((ah bj)), fj(Xj)=0 вне некоторого компактного интервала 
из (aj9 bs), / = 1 , 2, . . . , я; 

2) lim \в(х)\ / [w] (x) - f (x) |2 dx = 0. (3.6) 
m-*oo / 

Рассмотрим последовательность обобщенных преобразований Фурье 
функций fW, т= 1, 2, . . . : 

F%]..,,я(Я,) = $ В(х) /[w] (дОф*......я(*Д)<**. 

Согласно изложенному выше частному случаю настоящей теоремы 
имеем: 

J В (х) | /[т] (х) |» d* = J 2 2 ^т] М tf^rf. (3-7) 

Отсюда, учитывая соотношение (3.6), получаем, что существует вектор-
функция {F8L...,sn(h)}8r*i,2 2kг принадлежащая 2?{P}(Rrt), к которой 
сходится последовательность {F[™}..,sn(ty9 /и=1, 2, . . . , в метрике 
3?\я (Rn). Далее из определения видно, что 

^ »„ (Я.) = J 5 (*) / (х) Фа 5„(*Д) dx. 
I 

Теперь, перейдя к пределу при т->оо в обеих частях равенства (3.7), 
убедимся в справедливости равенства Парсеваля (3.3) для указанного 
выше класса функций f. 
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Остается рассмотреть общий случай f€L2(I, B(x)dx). Положим 
fv(x) =%v(x)f(x) для компактного параллелепипеда Veil и 

K,...,sn(ty = ^B(x)fv(x)<pSl sn(x,X)dx=$B(x)f(x)<p8l 8n(x,K)dx. 
I V 

Если V — другой компактный параллелепипед из / и VaV, то из 
равенства (3.3), справедливость которого для функций типа fv установ­
лена только что, вытекает: 

|| V S l f . . .Sn (A)}s / = =1, 2 , . . . ,2k f V Si S„ (k)}sf=l,2,. . . ,2k: || 0 = 

= S B(x)\f(x)\*dx. 
V'\V 

Отсюда следует существование вектор-функции {Fs(k)}s.=1,2,...t2k. из 
«27?p}(Rn)J являющейся пределом в смысле метрики Z\9) (Rn) семейства 
вектор-функций {F^ (Щ8 lt2 2k. при V-+I вдоль компактных паралле­
лепипедов из /. Тогда, переходя к пределу в обеих частях равенства 
Парсеваля для функций fv при !/->/, завершаем доказательство теоре­
мы (3.1). 

З а м е ч а н и е . Функции FS(X), s5=l, 2, . . . , 2kh существования ко­
торых установлены в теореме 3.1, назовем обобщенными преобразова­
ниями Фурье функций f£L2(I, B(x)dx) относительно самосопряженной 
задачи (1.2). 

Из доказательства теоремы 3.1 видно, что обобщенные преобразова­
ния Фурье функции fdL2(Iy B(x)dx), равной нулю вне некоторого ком­
пактного параллелепипеда (своего для каждой функции) из /, в каж­
дой точке XGRn совпадают соответственно с интегралами 

J В (х) f (х) ф51 Sfl(x,X)dx, s / = l , 2 , . . . , 2kj. 
i 

2. Здесь приведем теорему о разложении произвольных функций 
f£L2(I, B(x)dx), вытекающую из равенства Парсеваля (3.3). Сначала 
докажем одно предложение, утверждение которого можно назвать обоб­
щенным равенством Парсеваля. 

П р е д л о ж е н и е 3.2. Пусть р= {pSl,...,s„} — предельная спектраль­
ная мера задачи (1.2), f и g — функции из класса L2(/, В(х)dx), a 

FSl ,„(Л), GSl ,п(Х), s,= 1,2, . . . . 2kh 

— обобщенные преобразования Фурье этих функций соответственно. 
Тогда справедливо равенство 

J В (х) f (х) J(x)dx = J 2 2 Fs (Я) GAX)d9rs. (3.8) 
I ЦП S Г 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Напишем равенство Парсеваля (3.3) для 
функции f+g", f—g, f+ig, f—ig, умножим полученные четыре равенства 
соответственно на 1, — 1 , i и —I и просуммируем их; учитывая поляри­
зационное тождество 4fg= \f+g\2— |/—g\z+i\f+ig\2—i\f—ig\2, непо­
средственно придем к равенству (3.8). 

Т е о р е м а 3.3. Пусть р== {ps!,'..,s"}—предельная спектральная мат­
рица самосопряженной многопараметрической задачи (1.2) и 
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f£L2(I, B(x)dx). Тогда справедлива формула разложения 

Д*)=!22МЬ)ФГ(*Д)Ф;;, ад 
ЦП S Г 

причем интеграл в формуле (3.9) сходится в смысле метрики 
L2(I,B(x)dx). 

Д о к а з а т е л ь с т в о . Произвольному конечному открытому спра­
ва параллелепипеду 6czRn сопоставим функцию 

Ы*) = $22^ )ФГ(*Д)Ф: , 
б S Г 

где Fs(X)y Sj=l, 2, . . . , 2kh / = 1 , 2, . . . , я,— обобщенные преобразования 
Фурье функции jf из пространства L2(/, B(x)dx). Покажем, что имеет 
место предельное соотношение в L2(/, B(x)dx): lim f& = f. 

Пусть V — произвольный компактный параллелепипед, лежащий в /. 
Введем функцию 

gW~{ 0, x$V. 
Тогда 

J Б (л)/б (*)gF)djc = J 5(х) g(xj ( ? 2 2 F s M Ф'(* X) <&) d * = 
V V \6 s r / 

= S 2 2 ^ W (S5 (*) Ш qv (*, *) *Ц dpi 
s r W 

Далее, пользуясь обобщенным равенством Парсеваля (3.8), заклю­
чаем, что 

lB(x)\f(x)-f6{x)\^x^^B(x)f(x)W)dx-^B(x)f6(x)J(^dx = 
V I V 

= S 22^ )c^ps . 
цп\5 s r 

Здесь Gr(X), 0 = 1 , 2, . . . , 2*j, / = 1 , 2, . . . , п,— обобщенные преобразова­
ния Фурье функции g, которые в данном случае совпадают, соответст­
венно, с интегралами 

I В (х) g (х) qv (л:, К) dx, 0 = 1, 2, . . . , 2kh / = 1 , 2 , . . . , п. 
v 

Используя теперь неравенство Коши — Буняковского для 
•21Р} ( R n \ 6 ) , получаем: 

\lB(x)\f{x)-h(x)\*dx^( I 2 2 ^ . ( Ь У ^ Ф ^ * 

*(522ад)ад«:-
\Rrt s r 

Ссылаясь на равенство Парсеваля (3.3) для функции g£L2(I, 
B(x)dx), находим, что 

$B(x)\f{x)-f6(x)\*dx^ I %2Fs(X)FMdpr
s. 

V R r t \ 6 s r 
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Переходя к пределу в этом неравенстве при V-W, а затем устремляя 
б к Rn, убеждаемся в том, что 

lim $£(x)| /(*) — h(x)\*dx = 0. 

Теорема 3.3 доказана. 

§ 4. Заключительные замечания 

1. В однопараметрическом случае п=\ утверждение теоремы 3.1 сов­
падает с равенством Парсеваля для самосопряженных сингулярных диф­
ференциальных операторов, см. [25], [26] или [28], [33]. Действитель­
но, в этом случае числа ys

{m) совпадают с соответствующими числами 
as

(m), см. (1.7) и (1.8) ( s 4 =s, &! = &) и поэтому матрица pv = 
= {psr (V7)}s,r=i, определяемая с помощью функции интервалов cosr(/) = 
= 2 o:s

{m)ar
{m) совпадает с матрицей, состоящей из функций скачков 

со скачками в собственных значениях, см. [26, с. 286] (для согласования 
с однопараметрической теорией примем, что ps

r==psr, cos
r=cosr). 

2. Предположения о дифференцируемости соответствующих поряд­
ков коэффициентов дифференциальных выражений lh / = 1 , 2 , . . . , п, 
могут быть ослаблены (в однопараметрическом случае об этом см., на­
пример, в [33]). 

3. Если для каждого дифференциального уравнения (1.2) один из 
концов dj и bj является регулярным, то порядок спектральной матрицы 
P=={Psi,...,sp/s//r/-=i может быть понижен. Однако в настоящей работе 
этот вопрос не исследован. 

4. Наконец, обратим внимание на некоторые вопросы теории разло­
жений по собственным функциям самосопряженной многопараметриче­
ской задачи (1.2), требующие дальнейшей разработки. Из теоремы 3.1 
вытекает, что отображение f*-+F представляет собой линейную изомет-
рию пространства L2(/, B(x)dx) в пространство 27]P}(Rn). Важный воп­
рос об условиях унитарности этого отображения остается открытым. 

Заметим, что пользуясь рассуждениями, проведенными при доказа­
тельстве теоремы 3.3, можно доказать, что для всякой вектор-функции 
F£2?\p}(R

n) функция 

6 S Г 

при 6->Rn вдоль конечных параллелепипедов 6с:Rn сходится в метрике 
L2(/, B(x)dx) к некоторой функции /6L2(/, B(x)dx). Основная трудность 
состоит в том, чтобы определить, при каких условиях вектор-функция F 
получается из функции f при помощи преобразований 

F^...,sn^) = lB(x)f(x)^8lt.m.,sn(x9K)dx9 s / = l , 2 , . . . , 2kh 
i 

где равенства понимаются в смысле сходимости в j?{P}(Rn). 
С этой задачей связан также открытый вопрос об условиях единст­

венности предельной спектральной меры р многопараметрической за­
дачи (1.2). 
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