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Получена формула регуляризованного следа для операторного уравнения Штурма-
Лиувилля с граничным условием зависящим от спектрального параметра.

Пусть H сепарабельное гильбертово пространство. Пусть также L2 =

L2(H, (0, π))⊕H , где L2(H, (0, π)) - гильбертово пространство вектор-функций
y(t)(t ∈ (0, π)), для которых

∫ π

0
‖y(t)‖2

H dt < ∞ . Скалярное произведение
для Y, Z ∈ L2 (Y = {y(t), y(π)}, Z = {z(t), z(π)}) определяется как

(Y, Z) =

π∫
0

(y(t), z(t))Hdt+ (y(π), z(π))H .

Рассмотрим задачу
l[y] = −y′′ + Ay + q(t)y = λy (1)

y(0) = 0 (2)

y′(π)− λy(π) = 0 , (3)

где A - самосопряженный положительно определенный оператор в H (A ≥
E, E− тождественный оператор в H) и является обратным для вполне
непрерывного, q(t) при каждом t -самосопряженный ограниченный опера-
тор в H .

Предположим также, что операторная функция q(t) слабо измерима,
‖q(t)‖ как функция от t ограничена на [0, π] и удовлетворяет следующим
условиям:

1. q(t) имеет вторую слабую производную на отрезке [0, π] , и q(l) (t) ,

l = 0, 1, 2 , при каждом t ∈ [0, π] являются ядерными самосопряженными
операторами в H , т.е. q(l)(t) ∈ σ1,

[
q(l) (t)

]∗
= q(l)(t) ;

2. функции
∥∥q(l)(t)

∥∥
1
, l = 0, 1, 2 ограничены на отрезке [0, π] ;

3. Q′(0) = Q′(π) = 0;

4.
π∫
0

(q(t)f, f)dt = 0 при любом f ∈ H .

При q(t) = 0 уравнение (1) запишется в виде

l0[y] = −y′′ + Ay = λy. (1)′
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С задачами (1′) , (2), (3) и (1)-(3) в пространстве L2 можно связать
самосопряженные операторы L0 и L = L0 +Q , соответственно, где

L0 : {y(t), y(π)} → {l0[y], y′(π)}, Q : {y(t), y(π)} → {q(t)y(t), 0} (4)

Как показано в работе [1], операторы L0 и L имеют дискретный спектр.
Пусть µ1 ≤ µ2 ≤ ... собственные значения, а ψ1(x), ψ2(x), ... -соответствующие
ортонормированные собственные вектор-функции оператора L0 , а λ1 ≤
λ2 ≤ ... собственные значения оператора L .

Обозначим, соответственно, через γ1 ≤ γ2 ≤ ... собственные значения и
ϕ1, ϕ2, ... ортонормированные собственные элементы оператора A в H .

Известно, что [2] если при

j →∞, γj ∼ ajα (0 < a, α > 2), (5)

то
λn(L) ∼ µn(L0) ∼ dnδ, (6)

где δ = 2α
2+α

.
Пользуясь этой асимптотикой, так же как и в [4] можно доказать, что

существует последовательность натуральных чисел {nm}∞m=1 , для которой
справедливо неравенство

µk − µnm ≥ d(k
2α

2+α − n
2α

2+α
m ), k = nm, nm + 1, .... (7)

Пусть

µ(j) =

nj∑
k=nj−1+1

µk , λ
(j) =

nj∑
k=nj−1+1

λk, j = 1, 2...,

где n0 = 0 .

Цель этой работы -вычисление ряда
∞∑

j=1

(λ(j) − µ(j)), который называет-

ся регуляризованным следом оператора L0 , поскольку сумма этого ряда,
как будет показано ниже, не зависит от того, каким образом выбрана после-
довательность n1, n2, ..., при котором верно неравенство (7). Вычислению
так называемого регуляризованного следа для скалярных дифференциаль-
ных операторов , являющегося обобщением следа матрицы, посвящено мно-
го работ. Первая работа в этом направлении принадлежит И.М.Гельфанду
и Б.М.Левитану [3]. В работе [4] была рассмотрена задача о регуляризо-
ванном следе для задачи Штурма-Лиувилля на конечном отрезке с неогра-
ниченным операторным потенциалом и нулевыми граничными условиями:
y(0) = 0, y(π) = 0 .
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Пусть R0
λ и Rλ - резольвенты операторов L0 и L . Учитывая асимпто-

тику (6) и неравенство (7) и пользуясь техникой работы [4] можно доказать
следующую теорему

Теорема 1. Пусть ‖q(t)‖ ограничена на отрезке [0, π] и выполняется
условие (5). Тогда при больших m имеет место следующее равенство

nm∑
n=1

(λn − µn) = − 1

2πi

∫
|λ|=lm

Sp(QR0
λ)dλ,

где lm = 1
2
(µnm+1 + µnm), µnm ,m = 1, 2, 3, ... - подпоследовательность, ко-

торая удовлетворяет неравенству (7).
Поскольку QR0

λ - ядерный оператор и собственные вектор -функции
ψ1(x), ψ2(x), ... оператора L0 образуют ортонормированный базис в L2 , то
при больших значениях m

m∑
j=1

(λ(j) − µ(j)) =
nm∑
n−1

(λn − µn) = − 1

2πi

∫
|λ|=lm

Sp(QR0
λ)dλ =

= − 1

2πi

∫
|λ|=lm

∞∑
n=1

(QR0
λψn, ψn)dλ =

=
∞∑

n=1

(Qψn, ψn) · 1

2πi

∫
|λ|=lm

dλ

λ− µn

 =
nm∑
n=1

(Qψn, ψn).

Скалярное произведение рассматривается в L2 .
Ортонормированные собственные вектор-функции оператора L0 имеют

вид √
4xj,k

2xj,kπ−sin 2xj,kπ+4xj,k sin2 xj,kπ
{sin(xj,kt)ϕj, sin(xj,kπ)ϕj}

(k = 0,∞, j = 1,∞},
(8)

где xj,k корни уравнения (см. [2])

ctgxπ =
γj + x2

x
, x =

√
λ− γj. (9)

Известно, что собственные числа оператора L0 распадаются на две се-
рии: µj,0 ∼

√
γi , при j →∞ , соответствующие мнимым корням уравнения

(9) и µj,k = γj +x2
j,k = γj + ηk , где ηk ∼ k2 , соответствующие вещественным

корням уравнения (9).
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Из теоремы 1 учитывая (4) и (8) получаем

nm∑
n=1

(Qψn, ψn) =

=
nm∑
n=1

π∫
0

4xjn,kn

2xjn,knπ − sin 2xjn,knπ + 4xjn,kn sin2 xjn,knπ
sin2 xjn,knt(q(t)ϕjn , ϕjn)dt.

Обозначим fj(t) = (q(t)ϕj, ϕj) . Из условия
π∫
0

(q(t)ϕj,ϕj) dt = 0 имеем

nm∑
n=1

(Qψn, ψn) =

= −
nm∑
n=1

π∫
0

4xjn,kn

2xjn,knπ − sin 2xjn,knπ + 4xjn,kn sin2 xjn,knπ
cos 2xjn,knt(q(t)ϕjn , ϕjn)dt

Справедлива следующая теорема.
Теорема 2. Пусть выполняется условие (4). Если операторная функция

q(t) удовлетворяет условиям 1)-4) , то справедлива формула

lim
m→∞

m∑
j=1

(λ(j) − µ(j)) = −SpQ(π) + SpQ(0)

4
.

Сперва докажем следующую лемму.
Лемма. Если операторная функция q(t) удовлетворяет условиям тео-

ремы 1, то

∞∑
k=0

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ 4xj.k

2xj.kπ − sin 2xj.kπ + 4xj.k sin2 xj.kπ

π∫
0

cos(2xj,kt)fj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ <∞. (10)

Доказательство. Интегрируя дважды по частям и используя условие 3)
для операторной функции q(t) , получаем

π∫
0

cos(2xj,kt)fj(t)dt =
1

2xj,k

sin(2xj,kt)fj(t) |π0−
1

2xj,k

π∫
0

sin(2xj,kt)f
′
j(t)dt =

=
1

2xj,k

sin(2xj,kπ)fj(π)− 1

(2xj,k)2

π∫
0

cos(2xj,kt)f
′′(t)dt. (10′)
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Учитывая асимптотику xj,k ∼ k + k
γj+k2 из последнего выражения

∞∑
k=1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ 4xj.k

2xj.kπ − sin 2xj.kπ + 4xj.k sin2 xj.kπ

π∫
0

cos(2xj,kt)fj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ = const×

×
∞∑

k=1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣
(

1 +O(
1

k
)

)O( 1

k2

)
fj(π) +

π∫
0

1

(2xj,k)2
cos(2xj,kt)f

′′
j (t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
≤ const

∞∑
j=1

(|(q (π)ϕj, ϕj)|+
π∫

0

|(q (t)ϕj, ϕj)| dt). (11)

По условию 2)
∥∥q(l)(t)

∥∥
1
< const(l = 0, 1, 2). Тогда

∞∑
j=1

|(q (t)ϕj, ϕj)| ≤
∥∥q(l)(t)

∥∥
1
< const.

Отсюда по теореме Лебега знак суммы по j в неравенстве (11) можно
внести под знак интеграла ,т.е. получим, что

∞∑
k=1

∞∑
j=1

∣∣∣∣∣∣ 4xj.k

2xj.kπ − sin 2xj.kπ + 4xj.k sin2 xj.kπ

π∫
0

cos(2xj,kt)fj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ <∞ (12)

А теперь рассмотрим внутренний ряд в (10) при k = 0 ,

∞∑
j=1

π∫
0

4xj,0

2xj,0π − sin 2xj,0π + 4xj,0 sin2 xj,0π
cos(2xj,0t)fj(t)dt (13)

соответствующий мнимому корню уравнения (9).
Из асимптотики xj,0 ∼

√
γj− 1

2
(j →∞) имеем (по условию (5) γj ∼ ajα,

α > 2)

4xj,0

2xj,0π − sin 2xj,0π + 4xj,0 sin2 xj,0π
=

2

1− sin 2xj,0π

2xj,0
+ 2 sin2 xj,0π

<

<
2

1− sin 2xj,0π

2xj,0

= 2 +O

(
1

xj,0

)
. (14)

Так как q(t) ∈ σ1 , то пользуясь (10′) при k = 0 и оценками

N∑
j=1

1

j
α
2

|fj(π)| ≤

(
N∑

j=1

1

jα

) 1
2
(

N∑
j=1

|fj (π)|2
)1/2

,
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N∑
j=1

1

jα

π∫
0

|fj(t)| dt ≤

(
N∑

j=1

1

j2α

) 1
2

 N∑
j=1

 π∫
0

|fj (t)| dt

21/2

≤

(
N∑

j=1

1

j2α

) 1
2

 N∑
j=1

π∫
0

|f(t)| dt

2
1
2

(15)

в (13) получим∣∣∣∣∣∣
∞∑

j=1

π∫
0

2xj,0π − sin 2xj,0π + 4xj,0 sin2 xj,0π

4xj,0

cos 2xj,0tfj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ <∞. (16)

Из (12) и (16) вытекает справедливость (10).
Вернемся к доказательству теоремы 1.
Раньше было получено, что

∞∑
j=1

(λ(j) − µ(j)) = lim
m→∞

nm∑
n=1

π∫
0

4xjn,.kn

2xjn,.knπ − sin 2xjn,.knπ + 4xjn,.kn

×

×sin2 xjn,.knπ sin2 xjn,knt(q(t)ϕjn , ϕjn)dt =

=
∞∑

j=1

∞∑
k=0

π∫
0

4xj,k

2xj,kπ − sin 2xj,kπ + 4xj,k sin2 xj,kπ
sin2 xj,ktfj(t)dt. (17)

Вычислим повторный ряд стоящий в правой части равенства (17). Cна-
чала вычислим значение следующего ряда

∞∑
k=0

4xj,k

2xj,kπ − sin 2xj,kπ + 4xj,k sin2 xj,kπ

π∫
0

sin2 xj,ktfj(t)dt =

= − lim
N→∞

N∑
k=0

2xj,k

2xj,kπ − sin 2xj,kπ + 4xj,k sin2 xj,kπ

π∫
0

cos 2xj,ktfj(t)dt (18)

Для каждого фиксированного j при N → ∞ исследуем асимптотиче-
ское поведение функции

TN(t) =
N∑

k=0

2xj,k

−2xj,kπ + sin 2xj,kπ − 4xj,k sin2 xj,kπ
cos 2xj,kt.

Чтобы вывести формулу для TN(t) , выразим m -й член суммы TN(t)

в виде вычета в точке xj,k некоторой функции комплексного переменного
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z имеющей полюсы в точках xj,0, xj,1, ..., xj,N . Рассмотрим следующую ком-
плексную функцию

g(z) =
z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
. (19)

Эта функция имеет простые полюсы в точках xj,k и k. Вычет в точке
xj,k будет равен

res
z=xj,k

g(z) =
xj,k cos 2xj,kt(

ctgxj,kπ − xj,kπ

sin2 xj,kπ
− 2xj,k

)
sin2 xj,kπ

=

=
xj,k cos 2xj,kt

1
2
sin 2xj,kπ − xj,kπ − 2xj,k sin2 2xj,kπ

=

=
2xj,k cos 2xj,kt

sin 2xj,kπ − 2xj,kπ − 4xj,k sin2 2xj,kπ
,

а в точке k

res
z=k

g(z) =
k cos 2kt

k(−1)kπ(−1)k
=

cos 2kt

π
.

За контур интегрирования возьмем прямоугольник с вершинами в ±iB,AN±
iB, который обходит точку ixj,o , справа, а точки −ixj,0 и 0 слева. При
каждом фиксированным j , B > xj,0. Впоследствии B стремится в беско-
нечность, а AN = N + 1

2
. При таком выборе AN , xj,N < AN < xj,N+1 .

Функция (18) является нечетной функцией от z , поэтому интеграл вдоль
части контура находящейся на мнимой оси, а также по полуокружностям с
центрами в точках ±xj,0 обращается в нуль.
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Если z = u + iv, то при больших v и при u ≥ 0 (17) будет иметь
порядок O

(
1

e2|v|(π−x)|v|

)
, и для заданного значения AN интегралы взятые

вдоль верхней и нижней сторон контура, стремятся к нулю при B →∞ .
Таким образом, мы получаем следующую формулу

TN(t) = −SN(t) +
1

2πi
lim

B→∞

AN+iB∫
AN−iB

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
dz+

+
1

2πi
lim
r→0

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zt
dz,

где SN(t) =
N∑

k=1

cos2kt
π

.

При N →∞

1

2πi
lim

B→∞

AN+iB∫
AN−iB

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
∼

∼ 1

πi

AN+i∞∫
AN−i∞

cos 2zt

sin 2zπ − 2z sin2 zπ
dz =

=
1

πi

+∞∫
−∞

cos(2N + 1)tch2tv − i sin(2N + 1)t

−ish2vπ − 2 (AN + iv) (1 + ch2vπ)
idv =

=
1

π
cos(2N + 1)t

+∞∫
−∞

ch2tv

−ish2vπ − 2(AN + iv)(1 + ch2vπ)
dv+

+
1

iπ
sin(2N + 1)t

∞∫
−∞

sh2tv
1
i
sh2vπ − 2(AN + iv)(1 + ch2vπ)

dv.

Обозначим интегралы в правой части последнего соотношения через I1N , I2N ,

соответственно. Тогда

1

2πi
lim

B→∞

AN+iB∫
AN−iB

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
dz = I1N + I2N + ψ (AN t) , (20)
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где

ψ (AN t) = O

 lim
B→∞

AN+iB∫
AN−iB

cos 2zt

z3 sin2 zπ
dz

 . (20′)

Оценим сперва I1N :

|I1N | ≤
1

π

+∞∫
−∞

1

2
√
A2

N + v2

∣∣∣∣∣ ch2tv
sh2vπ

2i(AN+iv)
− (1 + ch2vπ)

∣∣∣∣∣ dv ≤

≤ 1

π

+∞∫
−∞

1

2
√
A2

N + v2

ch2tv∣∣∣∣∣∣ sh2vπ
2i(AN+iv)

∣∣∣− (1 + ch2vπ)
∣∣∣dv =

=
1

π

+∞∫
−∞

1

2
√
A2

N + v2

ch2tv∣∣∣∣∣∣ sh2vπ
2(A2

N+v2)

∣∣∣− (1 + ch2vπ)
∣∣∣dv ≤

≤ 1

2ANπ

+∞∫
−∞

ch2tv∣∣∣ |sh2vπ|
2

− (1 + ch2vπ)
∣∣∣dv ≤

≤ 1

2ANπ

+∞∫
−∞

ch2tv∣∣1+ch2vπ
2

− (1 + ch2vπ)
∣∣dv < 1

ANπ

+∞∫
−∞

ch2tv

1 + ch2vπ
dv =

=
2

ANπ

∞∫
0

ch2tv

1 + ch2vπ
dv =

const

AN cos x
2

. (20′′)

Подобная оценка получается и для I2N . Можно также показать, что

lim
N→∞

ψ (AN t) = 0. (21)

Итак
π∫

0

TN(t)fj(t)dt = −
π∫

0

SN(t)fj(t)dt+

+
1

2πi

π∫
0

fj(t)

AN+∞∫
AN−i∞

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − µj) sin2 zπ
dzdt+

1

2πi
lim
r→0

π∫
0

fj(t)

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − µj) sin2 zπ
dzdt. (22)
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Пользуясь условием 4) для третьего члена правой части равенства (21)
имеем

π∫
0

fj(t)

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − µj) sin2 zπ
dzdt =

=

π∫
0

fj(t)

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

z(cos 2zt− 1)

(zctgzπ − z2 − µj) sin2 zπ
dzdt =

=

π∫
0

fj(t)

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

−2z sin2 zt

(zctgzπ − z2 − µj) sin2 zπ
dzdt

Отсюда при r → 0

π∫
0

fj(t)

∫
|z|=r

−π
2 <ϕ< π

2

−2z sin2 zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
dzdt ∼

∼
π∫

0

fj(t)

π
2∫

−π
2

2reiϕ(reiϕt)2

γj(reiϕπ)2
dϕdt =

π∫
0

− 2t2

γjπ2
fj(t)

π
2∫

−π
2

reiϕdϕdt, (23)

lim
r→0

π∫
0

− 2t2

γjπ2
fj(t)

π
2∫

−π
2

reiϕdϕdt = 0. (24)

Из (23), (24) и (22) получаем

lim
N→∞

π∫
0

TN(t)fj(t)dt = − lim
N→∞

π∫
0

SN(t)fj(t)dt+

+
1

2πi
lim

N→∞

π∫
0

fj(t)

AN+i∞∫
AN−i∞

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
dzdt. (25)

Учитывая оценки для I1N и I2N , а также (20) имеем

lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

fj(t)

AN+i∞∫
AN−i∞

z cos 2zt

(zctgzπ − z2 − γj) sin2 zπ
dzdt

∣∣∣∣∣∣ ≤
10



≤ lim
N→∞

|
π∫

0

const

AN

1

cos t
2

fj(t)dt |+ lim
N→∞

∣∣∣∣∣∣
π∫

0

ψ (AN t) fj(t)dt

∣∣∣∣∣∣ . (26)

При выполнении для fj(t) условия
π∫

π−δ

fj(t)

π−t
<∞ , (δ > 0)

lim
N→∞

const

AN

π∫
0

fj(t)

cos t
2

dt = 0. (27)

Поэтому учитывая (20), (26), (27) в (25)

lim
N→∞

π∫
0

TN(t)fj(t)dt = − lim
N→∞

π∫
0

SN(t)fj(t)dt =

= − 1

π

∞∑
k=0

π∫
0

fj(t) cos 2ktdt = −fj(π) + fj(0)

4
. (28)

Из (17) и (28) окончательно получаем
∞∑

j=1

(λ(j) − µ(j)) = −
∞∑

j=1

fj(π) + fj(0)

4
= −SpQ(π) + SpQ(0)

4
.

Теорема доказана.
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Abstract

In the paper the formula of regularized trace for Strum-Lioville operator
equation with eigenvalue parameter dependent boundary condition is obtained.
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